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NOMBRES  RELATIFS  DES  POLYGONES  REGULIERS 

DE  n  ET  BE  2n  CÙTÉS^  SUIVANT  QUE  n  EST  UN  NOMBRE  IMPAIR  OU  UN 
NOMBRE  PAIE.  POLYGONES  RÉGULIERS  CORRESPONDANTS.  POLYGONES 
RÉGULIERS  CONJUGUÉS. 

**  Par  Georges  i^ofttor. 


1.  Théorème  I.  —  Lorsque  n  est  un  nombre  impair,  il 
existe  autant  de  polygones  de  2n  côtés^  dont  Pun  est  convexe  et 
(es  autres  étoiles  quUl  y  a  de  polygones  de  n  côtés. 

Soit  p  un  nombre  entier,  inférieur  à  la  moitié  de  n  et 
premier  ayec  n.  Il  existera  un  polygone  étoile  de  n  côtés  et 
de  Tespèce  p.  • 

Puisque  p  est  inférieur  à  la  moitié  de  n,  2p  sera  moindre 
que  n;  par  suite  n  —  2p  sera  aussi  un  nombre  entier  positif, 
plus  petit  que  n  ou  que  la  moitié  de  2n. 

Or  je  dis  que  n  —  2p  est  aussi  premier  avec  2n» 

En  effets  n  étant  impair^  n  -^  2p  sera  aussi  impair.  Il  s'en- 
suit que  tout  facteur  entier  Commun  an —  2p  et  2n  ne  sau- 
rait être  qu'un  nombre  impair,  qui  diviserait  n.  Ce  facteur 
impair,  divisant  n  —  2p  et  t),  diviserait  leur  différence  2p  et 
par  suite  p.  Donc  p  et  n  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 

Ainsi  à  chaque  nombre  entier  p^  inférieur  à  la  moitié  de  n 
et  premier  avec  Uj  correspond  un  nombre  entier  n  —  2p  in- 
férieur à  la  moitié  de  2n  et  premier  avec  211. 

Réciproquement  à  chaque  nombre  entier  7^  inférieur  11  la 


—  4  - 

moitié  n  de  211  et  premier  avec  2n,  correspond  au  nombre  en- 
tier   ^  inférieur  à  la  moitié  de  n  et  premier  avec  n. 

2 

Car  .9,  étant  premier  avec  2n,  est  un  nombre  impair  ;  et, 

comme  n  est  supposé  impair, ^est  un  nombre  évidem- 

2 

ment  moindre  que  > — . 

n  —  (É 

D'ailleurs  q,  étant  premier  avec  2n,  Test  avec  n;  donc 

*> 

est  aussi  premier  avec  n. 

Il  s'ensuit  que,  si  n  esl  impair,  à  tout  polygone  convexe 
ou  étoile  de  n  côtés  correspond  un   polygone  convexe  ou 

étoile  de  2n  côlés,  et  réciproquement. 

• 

i.  Théorème  II.  —  Lorsque  n  est  un  nombre  pair,  il  existe 
deux  fois  autant  de  polygones  de2n  côtés  (dont  l'un  est  convexe 
et  les  autres  éloilés),  qu'il  y  a  de  polygones  de  n  côtés. 

Soit,  en  effet,  p  un  nombre  entier,  inférieur  à  la  moitié 
de  n  et  premier  avec  n.  Il  existera  un  polygone  de  n  côtés 
et  de  l'espèce  p. 

Or  le  nombre  p,  étant  premier  avec  le  nombre  pair  n,  esl 
nécessairement  impair  ;  par  suite  il  est  aussi  premier  avec 
'2n. 

Mais  p  étant  premier  avec  n,  n  —  p  l'est  aussi,  non  seu- 
lement avec  71,  mais  aussi  avec  2/1  ;  de  plus  n  —  p  est  évi- 
demment moindre  que  n  ou  que  la  moitié  de  2n. 

Donc,  si  n  est  pair,  à  chaque  polygone  de  n  côtés  et  de 
l'espèce  p  correspondent  deux  polygones  do  2n  côtés  et  des 
espèces  p  et  n  —  p. 

Donc  le  nombre  des  polygones  de  2a  côtés  est  double  de 
celui  des  polygones  qui  n'ont  que  n  côtés. 

3.  Polygones  correspondants. —  Nous  avons  vu  (u^^  1) 
que,  si  n  est  impair,  il  existe  autant  de  polygones  de 
2n  côtés  qu'il  y  a  de  polygones  de  n  côtés,  et  qu'à  chaque 
polygone  de  n  côtés  et  de  Tespèce  p  correspond  un  poly- 
gone de  2n  côtés,  et  de  l'espèce  n  —  2p. 

Nous  appellerons  polygones  correspo}idanis,  les  deux  poly- 


—  s  — 

gones  Tun  d'un  nombre   impair  n  de   côtés    et   l'autre   de 
2n  côtés,  dont  les  espèces  sont  respectivement  p  et  n  —  2p. 
Il  s'ensuit  que 

Si  n  esl  impair,  deux  polygones,  l*un  de   n  et  C autre  de 
2n  côtés,  sont  correspondants,  si  la  double  espèce   du  premier, 
augmentée  de  l'espèce  du  second,  est  égale  à  n. 
Car  on  a   2p  +  (n  —  ap)  =  2p  +  n  —  2p  =  n. 

4.  Théorème  III.  —  Les  côtés  de  deux  polygones  réguliers 
correspondants  qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle,  sont 
cevx  de  Vangle  droit  d'un  triangle  rectangle^  dont  Vhypoté- 
nuse  est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  aux  deux  polygones. 

Soit,  en  efTet,  p  l'espèce  d'un  polygone  régulier  d'un 
nombre  impair  n  de  côtés  ;  n  —  2p  sera  l'espèce  du  poly- 
gone régulier  correspondant  qui  a  2n  côtés. 

Le  côté  Gn,p  du    premier  polygone    sous-tend  p  fois  la 

n"*  partie  de  la  circonférence  circonscrite,  ou  un  arc  égal 

>  2ir  2»7r 

a  p  X  =  -^^— . 

n  n 

Si  R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  on  a  donc 

C-  1»   =  2R  sin  -^.  (1)  . 

On  trouverait  de  même  que  le  côté  du  second  polygone 
<^'  G,. ,_,,=  .R  sin  ±^l^Ph.  =  ,R  sin  (^  =  ^) 

2W,n       ap  .  2n  \  2  n  / 

OU  C,»^n-2p=  2R  COS    ^.  (2) 

Élevant  au  carré  les  deux  égalités  (1)  et  (2)  et  ajoutant, 
on  trouvera  la  relation 

CVp+GVn-p=RS  '  (I) 

qu'il  s'agissait  d'établir. 

8.  Corollaire.  — Ce.  principe  permet  de  calculer  les 
côtés  des  polygones  réguliers  d'un  nombre  impair  n  de  côtés» 
lorsqu'on  connaît  ceux  des  polygones  réguliers  d'un  nombre 
double  2n  de  côtés  ;  et  réciproquement. 

Ainsi  on  sait  que  les  côtés  des  deux  décagones  réguliers, 
l'un  convexe  et  l'autre  étoile,  sont  : 


—  6  — 

Or  les  pentagones  réguliers  qui  leur  correspondent  respec- 
tivement sont  le  pentagone,  étêilé  et  le  pentagone  convexe. 
On  a  par  suite 

G.,.  =  |^"4R»  _  CS,„  =  y  4R' ^  R'  (/T+  i), 

c,„  =  Y  4R.  _  c«„,.  =  ]/  4R«  -  -1.  R»  (yy-  ,y, 

ce  qui  fournit  les  valeurs 

pour  les  côtés  des  deux  pentagones  réguliers,  l'un  convexe 
et  l'autre  étoile. 

6.  Polygones  oonjuguôs.  —  Nous  avons  vu  (n®  3)  que, 
si  n  est  un  nombre  pair,  il  existe  deux  fois  autant  de  poly- 
gones de  2n  côtés  qu'il  y  a  de  polygones  de  n  côtés  ;  et  qu*à 
chaque  polygone  de  2n  côtés  et  de  Tespëcep  répond  un  poly- 
gone de  2n  côtés  et  de  l'espèce  n  —  p. 

Nous  donnerons  le  nom  de  polygones  conjugués  à  deux  poly- 
gones d'un  nombre  doublement  pair  2n  de  côtés,  dont  la 
somme  des  espèces  est  égale  à  n.  > 

7.  Théorème  IV.  — Les  côtés  de  deux  polygones  réguliers 
conjugués  qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle^  sont  ceux  de 
Vangle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  Vhypoténuse  est  le 
diamètre  du  ceixle  circonscrit  aux  deux  polygones. 

Soit,  en  effet, 

tW,  p  =  2R  sin  -21.  (3^ 

le  côté  d'un  polygone  régulier  ayant  un  nombre  double- 
ment pair  2n  de  côtés  et  étant  de  l'espèce  p.  Le  côlé  de  son 
conjugué,  parmi  ceux  do  2n  côtés^  sera 

G^,„.,  =  2R8in  i!L:^£)l  =  »R  9in(JL-^Y 
'  2n  \  2  2*1/ 


ou 


Câfi.  »_^  =  2R  cos  -21.  (4) 


Élevant  au  carré  les  deux  côtés  (3)  ei  (4)  et  ajoutant,  on 
obtient  la  relation  à  établir 

CV,i  +  CS„,„-.j.  =  4R«.  (II) 

8.  Corollaire  I.  —  Connaissant  les  valeurs  des  côtés  de 
la  première  moitié  des  polygones  réguliers  de  2n  côtés,  où 
n  est  pair,  on  peut,  au  moyen  du  théorème  précédent,  cal- 
culer les  côtés  de  l'autre  moitié  des  polygones  réguliers  de 
2fi  côtés. 

9.  Corollaire  n.  —  Puisqu'on  a 

P^     n  _.T>...    P^ 


Gtn, p  =  2R  sin  — — ,  Cifi. »- p  =  2R C09 


2n  "^  2n 

on  obtient,  en  multipliant, 

S —  cos  -^ —  =  2R*  sin  -i-- 
2n  2n  n 

pic    _ 


Gtn,p  X  Cjn,n-p  =  4R"  sin  COS  -^ —  =  2R*  sin 


Mais  on  sait  que  2R  sin  -^—  =  Gn  «  : 

n  "^ 

donc  il  vient 

Cjn,  p  X  Cjn,  «  —  p  =  R  X  Cn,  p»  (^11) 

Ainsi  te  côté  d'un  polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés 
est  la  quatrième  proportionnelle  au  r^yon  du  cercle  circonscrit  et 
aux  côtés  des  deux  polygones  réguliers  conjugués  d'un  nombre 
double  de  côtés  ^  dont  Vun  est  de  même  espèce  que  le  premier  et 
qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle. 

iO.  Applioatlon.  ^  Soient  x  et  y  les  côtés  des  deux  dodé- 
cagones réguliers,  Tun  couvexe  et  l'autre  étoile.  Nous  avons 

X  =  C^jj,  y  =  C4a,5,  Gn,  p  =  Ce,^  =  R. 
En  vertu  des  relations  (II)  et  (III),  nous  avons 

a?»  +  y«  =  4RS  xy  =  RS  (6) 

d'oii  nous  tirons 

a^  +  2a?y  +  y"  =  6R%  x*  —  2xy  +!/*  =  aR*, 
ou  bien      a?  -f-  y  =  R^,        a;  —  j/  =  —  R^ 
Les  côtés  des  deux  dodécagones  réguliers  sont  donc  : 

.T  =  —  R  (\/6  —  v/2)  =  R  ^2  —  ^/F, 
y  =   J-  R  (v'é  +  v'â)  =  RV/'2  +  V3^ 
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Les  deux  relations  (5)  prouvent  que 

4®  La  somme  des  carrés  des  côtés  des  deux  dodécagones  régu- 
liers qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle^  est  égale  au  carré 
du  diamètre; 

2»  Le  produit  de  ces  côtés  est  égal  au  carré  du  rayon. 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


Composition  supplémentaire  donnée  en  1879  aux  candidats  à 
Saint-Gjrr  empèohés  de  composer  à  l'épo^iue  ordinaire. 

On  donne  deux  points,  l'un  0  situé  sur  ia  ligne  de  terre,  l'autre  M  situé  dans 
le  plan  horizontal  de  projection  à  So""  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et  à  80"* 
du  point  0  :  ceci  posé  on  demande  : 

1*  De  faire  passer  par  la  droite  MO  qui  joint  les  points  donnés  deux  plans, 
l'un  MOF  £Disant  un  angle  de  45*  avec  le  plan  horizontal  de  projection,  l'autre 
MOQ'  faisant  le  même  angle  avec  le  plan  vertical  de  projection  ; 

2*  De  trouver  un  point  C  de  l'espace  situé  à  égale  distance  des  deux  plans 
iMOP',  MOQ',  à  égale  distance  des  deux  plans  de  projection  et  à  90*"  du 
point  0  ; 

3*  De  construire  les  projections  de  la  sphère  ayant  pour  centre  le  point  C  et 
tangente  aux  plans  MOP',  MOQ'.  —  On  indiquera  les  points  de  tangence. 


QUESTION  147 

(iolaf  loH  par  M.  Launot,  maître  répétiteur  au  Lycée  de  Lille. 


u 


On  considère  une  ellipse.  Soient  F  et  F'  les  foyers  de  celle  ellipse. 

Par  ces  points  et  dans  la 
même  direction^  onmène  deux 
rayons  vecteurs  parallèles 
reticontrant  la  courbe,  lèpre- 
mier  en  k,  le  second  en  A', 
On  mène  les  tangentes  en  A 
et  A',  tangentes  qui  se  7'en- 
contrent  en  I.  La  figure  ainsi 
tracée  jouit  des  propriétés 
suivantes  : 
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L  Lex  triangles  F'IA,  FIA'  sont  rectanglea  en  I. 

Les  deux  angles  AF'A'  et  FAF'  sont  égaux;  F'I  bissectrice 
de  l'angle  AFA  est  parallèle  à  la  normale  en  A  et  par  suite 
perpeudiculaire  à  lA;  de  même  FI  est  perpendiculaire  à  lA'. 

IL  L'angle  FIF'  est  moyen  arithmétique  entre  les  angles  FAF' 
et  FAF'. 

Dans  le  triangle  FIA,  FIF  =  -^ FIA,  et  comme  dans 

2 

le  triangle  FIA 

FIA  =  VAl^-lFI.  =  ^-[1^  +  1^1 

2  L       2  '  2        J 

„,,„        FAF  +  FAF' 
on  a  F  IF  = ! . 

2 

III.  Quand  on  fait  varier  la  direction  des  parallèles  FA  et 
FA',  le  point  I  décrit  le  cercle  dont  le  diamètre  est  le  grand 
axe  de  VeUipse, 

Je  mené  la  ligne  OD;  le  triangle  lOD  est  isoscèle  et 
01  =  OD  =  a 

De  plus  OD  est  parallèle  à  F'A;  donc  Tangle  OIA  est  égal 
à  F'AI  ou  à  FAD  et  01  est  parallèle  à  AF  et  à  A'F'  (X).  Alors 
le  point  I  est  à  égale  distance  de  AF  et  A'F'  ;  on  sait  qu'il 
est  aussi  également  distant  de  AF  et  A'F,  de  A  F'  et  de  AF'  ; 
on  en  conclut  qu'il  est  à  égale  distance  de  AB  et  A'B  ou  que 
IB  est  bissectrice  de  l'angle  ABA'  (YI). 

T^r  /i       /       I  r       AIXIF  AF 

IV.  On  a  la  relation 


lA'  X  IF         A'F' 

Les  deux  triangles  FIA  et  FIA'  de  bases  AF  et  A'F'  ont 

FA 
même  hauteur  (III);  le  rapport  de  leurs  surfaces  est 


FA" 

Ils  ont  aussi  un  angle  égal  FIA  =  F'IA'  ;    ce  rapport  est 

lA  X  IF 
également 


I'  > 


lA'  X  IF 

..  .  lA  X  IF  AF 

dou 


lA'  X  IF'        A' F" 

V.    Les   droites  FA,   F'A'   rencontrent  l'ellipse   soun   deux 
angles  tels  que  la  tangente  de   leur  somme,  multipliée  par  la 
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samme  de  leurs  tangentes^  donne  un  produit  constant,  quand  on 
fait  varier  la  direction  des  parallèles  FA,  F'A'. 

Je  pose  FAD  =  a,  F'A'D'  =  a  ;  FD  et  FI  étent  perpen- 
diculaires sur  lA,  on  sait  que  FD  X  F'I  =  6*.  (i) 
Or  dans  le  triangle  rectangle  IFD,  on  a 

FD  =  IF  ces  IFD  =  IF  cos(it  —  (a  +  a')) 
=  —  IF  cos  (a  +  a); 
d'où  FI  X  FI  cos  (a  4-  a)  =  —  b\  («) 

Cela  étant,  la  figure  montre  que 

ID  =  lA  +  AD  =  (AF  +  AF)  cos  a  =  2a  cos  a. 
On  a  aussi         ID  =  IF  sin(a  +  a  )  ;  (3) 

d'oli  IF  sin (a  +  a)  =  2a  cos  a 

2a  cos  a 

''  ^^  =   sin(a  +  0  ^*^ 

de  même  IF  =       .^V^!,'' ..    .  (6) 

sin  (a  -f"  *) 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (2)  il  vient 

4a*  cos  a  cos  a  cos  (a  -f-  a')  ,^ 

Sin*  (a  +  a) 
de  laquelle  on  déduit  facilement 

tg  (« -f- a')  (tg  a  +  tg  «•)  =  -  -^. 

YI.  Si  Von  appelle  B  le  point  de  rencontre  des  diagonales  du 
trapèze  AFAT',  le  lieu  du  point  B,  quand  on  fait  varier  la 
direction  des  parallèles  AF,  AT',  est  une  ellipse  hamofoc/ite  à 
la  proposée,  et  normale  à  la  droite  BI. 

Dans  le  triangle  IBF  on  a 

FB         __         IB         _         IF 
sin  BIF     ""     sin  IFB     ""     sin  IBF   ' 
ou,  comme  il  est  facile  de  le  voir  sur  la  figure,  en  tenant 
compte  de  ce  que  IB  est  la  bissectrice  de  l'angle  AB  A\ 

FB  IB  IF 

cos  a-  cos  a  sin  (a  -j-  a)  ' 

,,  .  „-.  IF  cos  a  iP 

d  ou  FB  =  -Y— — I — -  =  

sin  (a  +  a  )  2a 

à  cause  de  (4). 


n 


IB  = 


-  «  — 

FB  C08  «' 


cos  a 


IB  =  'I-P^^.  (6) 

sin(a-j-a) 

On  aurait  de  même  par  la  considération  du  triangle  IBF'  : 

IF-  cos  g'         ÎF* 
r  o=z  -: — -— -  = 

sm  (a  -|-  a  )        2a 

FB  cos  a 

Ip  = r— ; 

cos  a 
d'où  Ton  tire 

FB  +  FB=   IF'+IF'^    2(QÎ^  +  ÔF^)    ^a' +  c\ 

2a  2a  a      ' 

Le  point  B  décrit  une  ellipse  de  foyers  F  et  F'  et  la  normale 
en  B  est  BI,  bissectrice  de  l'angle  FBF  (III). 

YII.  La  distance  du  point  B  au  point  î  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  distances  de  ce  poitit  B  aux  deux  foyers  F  et  F'. 

Des  formules  précédentes  résulte  évidemment 

ÎS*  =  FB  X  FB. 

VIII.  On  a  IF  X  IF  =  2a  X  IB. 

cos  a' 

Si  dans  la  valeur  (6)  de  IB  on  substitue  à  — : — ; — r: — r- 

^  '  sin  (a  +  a  ) 

IF 

sa  valeur  (5),  on  obtient 

2a  ^  ^' 

IB  X  2a  =IF.  IF'. 

IX.  Si  du  point  F  on  abaisse  sur  AI  la  perpendiculaire  VD 
et  du  point  F'  la  perpendiculaire  F'D'  sur  Al ,  la  somme  des 
carrés  des  inverses  de  ces  perpendiculaires  est  constante  qu^nd 
on  fait  varier  la  direction  des  parallèles  FA',  FA'. 

I  FI 

De  la  relation  (1)  on  a 


de  même 


FD  b* 

I  FI 


F'D'  6 


I 


"  FD»    ^   FD'        f, = jr-" 
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X.   La  droite   01  est  parallèle  aux  droites  FA,  FA'  et  la 
somme  des  inverses  des  rayons  vecteurs  FA,  F'A'  est  constante. 

Si  dans  cette  même  relation  (1)  on  remplace  FD  par 

.  _,    .                               I           F'I  sin  a 
AF  sin  a,  on  a  -jr^  = 7; , 

,     ,  \  I  FI  sin  a 

également 


AT'  b* 

et 

^  +  W  =  fe'  sin  («'  +  «')   ^''"  '  ""'  ''  +  ''°  *'  '"'  *^ 

20 

A  ces  propriétés  énoncées  par  M.  de  Longchamps  je  join- 
drai les  suivantes  : 

XL  L  et*V  sont  les  points  oit  les  normales  en  A  et  A!  rencon-- 
trent  respectivement  IF  et  IF'  ;  la  ligne  LL'  est  la  tangente  en  B 
à  reUipse  que  décrit  ce  point. 

En  effet  L  et  L'  sont  les  centres  des  cercles  inscrits  aux 
triangles  ABF  et  A'BF';  LB  et  L'B  sont  donc  bissectrices  des 
angles  ABF  et  A'BF'. 

XII.  TB*  =  AB  .  A'B'. 

C'est  une  conséquence  de  (VII)  et  de  la  similitude  des 
triangles  ABF,  A'BF. 

XIII.  La  pe)yendiculaire  à  kF  menée  pm*  le  point  F  rencontre 
lA  en  Q;  soit  Q'  le  point  analogue:  on  a  FQ  =  F'Q'. 

Les  triangles  rectangles  lAF'  et  lA'F  donnent  : 

IF'  =  lA  tg  a,  IF  =  lA'tg  a 
et  à  cause  de  la  proportion  (V), 

tgtt'  _  AF 
tg  a  ~  AF'  • 
Les  triangles  OFQ  et  OF'Q'  sont  évidemment  égaux  et  les 
points  Q  et  Q'  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de 
Tellipse  ;  ces  points  sont,  du  reste,  ceux  où  chaque  tangente 
vient  rencontrer  la  directrice  qui  correspond  à  son  point 
de  contact. 
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XIV.  La  lUjne  qui  jouU  le  point  B   au  milieu  de  01  a  une 
loîfyuew  constante. 

On  a,  d'après  la  figure 
2"0B*  4-  2c*  =  FB*+  F'B*  =  (FB  +  FB)*  —  2FB  X  FB; 

or  FB  .FB  =  TB'  (VII)  et  FB  +  FB  =    ^'  "^  ^'    (VI); 


a 

2ÎB' 


alore     2OB*  +  2C*  =  /  «'  +  c'  y 

ou  2(QB«  +  !b^)=  ^'  +  ^'  ; 


a*  a*  4-  c* 


2  a' 


mais  OB*  +  IB'   =  2BK«  +  -^  = 

donc  BK  = . 

2a 

XV.  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  IFA  et  IF'A'  sont 
tangents  en  I. 

Soit  S  le  point  où  la  normale  en  A  coupe  IB  ;  l'angle  RIF, 

égala  -^ a,  est  égal  à  SAF;  les  quatre  points  S,  I,  A,  F 

sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est  le  milieu  de  IS;  de  môme 
les  points  S',  I',  A',  F'  sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est 
le  milieu  de  IS';  ces  deux  cercles,  ayant  un  point  commun  I 
sur  la  ligne  des  centres,  sont  tangents  en  ce  point. 

XVI.  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  IBF  et  IBF'  se 

FAF'  4-  FAT' 
coupent  en  I  sous  un  angle  égal  a  FIF'  = ■ . 

Soient  R  et  R'  les  points  oii  L'BL  rencontre  lA  et  lA',  l'angle 
RBA  étant  égal  à  FIA,  il  en  est  de  même  de  Tangle  FBR  ; 
par  suite  le  quadrilatère  FBIR  est  inscriptible  dans  un  cercle 
dont  le  centre  est  le  milieu  de  IR  et  dont  la  tangente  en  I 
est  évidemment  IF'.  Pareillement,  le  quadrilatère  F'RIR'  est 
inscriptible  dans  un  cercle  dont  le  centre  est  au  milieu  de  IR' 
et  dont  la  tangente  en  I  est  IF;  d*où  la  propriété  énoncée. 

RsaiARQCK  I .  —  La  propriété    (I)  résulte  de  la  suivante  : 
FA  et  FA'  sont  deux  rayom  vecteurs  quelconques  d'une  ellipse; 
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lA,  lA.'  les  tangentes  en  A  e^  A^  ;  les  angles  FIA  et  FIA'  sont 

,  .  cotnplémenlaires   de  Vangle 

/  FRF'  formé  par  les  rayons 

'^^  vecteurs. 

.  '  I/angle  A'F'A  extérieur 

au  triangle  AF'R  a  pour  va- 

A'    leur     ARF'  +  FAF' 

et 

AF'A'  ARF' 


M<, 


,; — \—yr 


/ 


I 


IF'A  = 


2 


2 


FAF' 


-  --,^^. 


de  plus 
lAF  =  JL  -  i^ 


et  par  suite 

«         ARF' 


F'LV  =  «  —  (IF'A  +  lAF')  = 

2  -^ 

El  si  Tangle  FRF'  est  uul,  c*estr«-<Lire  si  les  deux  rayons 
vecteurs  sont  parallèles,  l'angle  F'IA  est  droit. 

RsiURQUE  IL  —  La  propriété  (II)  est  générale;  elle  a  lieu 
quelle  que  soit  la  direction  des  rayons  vec leurs» 
En  effet,  d'après  la  remarque  précédente 


FIF  :s=z— 


ARF' 


or  FIA  ss  PAD  —  IFA  =  -^ 

2 


2 

FAF' 


—  FIA; 


FRF' 


FAF' 


cl 


FIF'  =   ^^^'  +  ^^^' 


Nota.  —  La  même  question  a  été  i*ésolae  par  MM.  Elle,  du  Collège  Slanisks,  à 
Paris,  et  Lagarde,  élève  au  Collège  de  Pamiers.  Noua  leur  avons  préféré  la  solu- 
tion de  M.  Launoy  qui  nous  donne  une  série  de  propriétés  nouvelles  de  lu 
figure,  non  indiquées  dans  l'énoncé. 
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CONCOURS  GENERAL  DE  1879 


RHETORIQUE 

SoLiiTio:«  iwr  M.  JiM^oyer,  du  Lycée  Saint-Louis. 

Copie  couronnée,  j 

SoU  AB  ufie  portion  de  droite  de  longueur  donnée.  On  prend 
entre  A,  et  B  sur  la  droite  AB  un  point  G,  et  sur  ÂG  comme 
diamètre  on  décrit  une  demi-circonférence.  Par  le  point  B  on 
mène  une  tangente  à  cette  demi-circonférence.  Soit  D  le  point  de 
contact,  et  soit  E  le  point  ok  cette  tangente  rencontre  laper- 
pendiculaire  menée  à  la  droite  AB  par  le  point  A.  Déterminer  le 
E  point  C  de  telle  façon  que  si 

""^  Von  fait  tourner  ta  figure  au- 

tour de  la  droite  AB,  la  sur- 
face  engendrée  par  tare  de 
cercle  AD  et  la  surface  en- 
gendrée par  la  portion  de  droite  BË  soient  dans  un  rapport  égal 
à  un  nombre  donné  m. 
Indiquer  la  condition  de  possibilité. 

Appliquer  dans  le  cas  particulier  où  m  = ,  et  dans  ce  cas 

/rottver  le  rapport  des  surfaces  engendrées  par  les  deux  portions 
BD,  DE  de  la  droite  BE. 

D'après  l'énoncé,  on  doit  avoir,  en  appelant  D'  la  projec- 
liou  du  point  D  sur  la  droite  AB  : 

:r  X  AG  X  AD^    _ 
TT  X  AE  X  BE    ""  ^^' 
ou,  plus  simplement  î  | 

AC  X  AD   ==  m  X  AE  X  BE. 
Soit  O  le  milieu  de  AG.  et  faisons  AB  =  ri,  AO  =  œ. 
Dans  le  triangle  rectangle  BOD,  on  a  : 

0D«  ar* 


OD'  = 


OB 


a  —  a; 
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Par  suite  : 

AD   =  AO  +  OD'  =  X  +         ^  ^ 


a  —  X  a  —  X 

200;* 


Donc  enfin,  AC  X  AD'  == 

a  —  X 

Considérant  les  triangles  rectangles  semblables  fiAE,  BOD, 

.,     ,  ,  AE  X  BE  AB^    . 

us  donnent  : 


OD  X  OB    ~    AD«^  ' 
Or: 

OD  X  OB  =  x  (a  —  X);  ÂB«  =  a*;  BD*  =  0B«  —  ÔD« 

=  (a  —  x)*  —  X*  =  a  (a  —  2a;). 
Donc  ; 

AE  X  BE=   ^'^  (^  ~  ^)    _   qg^  (fl  —  a;) 

a  (a  —  2x)  a  —  2X 

L'équation  du  problème  est  donc  : 

2ax*     max  {a  —  x) 

a  —  X  a  —  2X 

Nous  pouvons  diviser  les  deux  membres  par  ax.  Il  reste 

2a?       m  (a  —  x) 

a  —  X  a  —  2x 

Ou  supprime  ainsi  la  solution  x  =  ^o,  qui  convient, 
quelle  que  soit  la  valeur  que  Ton  attribue  à  m.  Il  est  facile 
de  s'en  rendre  compte  ;  car  quand  a;  =  o,  les  points  D  et 
E  se  confondent  avec  le  point  A,  et  les  deux  surfaces  en 
question  deviennent  nulles,  ce  qui  rend  leur  rapport  indé- 
terminé. 

En  chassant  les  dénominateurs  dans  l'équation  précédente, 
il  vient:  200;  —  40;'  =  ma*  —  2max  +  mx*', 

et  enfin 

(m  +  4)0;'  —  2a  (m  -j-  0  ^  +  ^^*q*  =  0.      (1) 
On  en  tire  la  valeur  de  l'inconnue  : 

w  +  I  ±  Vi  —  2m 
X  =  a - 


m  +  4 
Pour  que  les  racines  soient  admissibles,  il  faut  qu'elles 

soient  réelles,  positives  et  plus  petites  que  — ,  puisque  le 
point  0  est  situé  entre  A  et  B. 
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Elles  seront  réelles,  laot  que  Ton  aura 

I  2l  2m,  ou  bien    m  <.  — . 

'Celle  condition    remplie,  elles  seront  toujours  positives, 
puisque   leur  somme   et  leur   produit   sont   positifs.  Pour 

reconnaître  si  elles  sont  plus  petites   que  — ,  substituons 

celte  quantité  dans  le  premier  membre  de  Téquation  (1).  On 

trouve  un  résultat  positif  :  ,  et  comme  le  coefficient  do 

4 
j^  est  positif,  les  racines  sont  toutes  les  deux  ou  plus  grandes 

ou  plus  petites  que — .    Elles  seront    plus  petites,  si   leur 

(lerai-somme  est  plus  petite  que  — ,  c'est-à-dire  si  Ton  a  : 

m  +  I  a 

o ï —  <  —, 

w  +  4  2 

ou  bien  ;  m  <  2, 

Cette   condition  étant  contenue  dans  celle  de  réalité,  la 

seule  condition  de  possibilité  du  problème  est  m  <.  — ,  et 

dans  ce    cas  Ton  a  toujours  deux  solutions.   Dans   le  cas 

particulier  ou  m  =  — ,1e  problème  n'a  plus  qu'une  solution, 
a  ^ 

On  peut  remarquer  que  dans  ce  cas  le  cône  engendré  par 
le  triangle  rectangle  ABE  est  équilatéral.  En  effet,  OD  est 
la  moitié  de  OB  et  les  triangles  ABE,  OBD  sont  semblables  ; 
AË  est  donc  la  moitié  de  BE. 

Appelons  %j  le  rapport  des  surfaces  engendrées  par  les 
portions  de  droite  BD,  DE.  On  aura 

::  X  BD  X  DD^ 

^  ~    ::  X  BE  X  AE  —  :r  X  BD  X  DD' 

BD  X  DD' 


BE  X  AE  —  BD  X  DD'  ' 

I 


Or,  dans  le  cas  particulier  oli  m  = 

BD  =  -^  a  ;  p'uis  DD'  =  =  -^a  ; 

JOURNAL  DE  MATIl.    1880. 


—  18  — 

Il  vient  donc  :    BD  X  DD'  ==  -4-  «'; 

o 

d'ailleurs,  on  obtient  en  se  servant  de  la  formule  calculée 
précédemmenl  :      AE  X  BE  =  -r—  a". 

Par  suite  ;    AE  X  BE  —  BD  X  DD'  =  -î-  a\ 

2 

et  y  =  -f  • 

On  pourrait  encore  se  proposer  de  calculer  y  dans  le  cas 
général.  . 
Remarquons  d'abord  que  les   triangles  semblables  BAE, 

AB* 
BDD'  donnent    AE  X  BE  =  BD  X  DD'  X  -=:r  ; 

BD* 

portant  cette  valeur  dans  l'expression  de  y  on  obtient  : 

I 

-  I. 


BD* 

Or  BD'  =  AB  -  AD'  =  «  -  -^  =   a(a-j^ 

a — X  a — X 

AB    _    a  —  X      ÂB*  (a—x)*  —  {n  —  2x)* 

BD'    ~    o  —  2X  "'   BD^      '  —  (a  —  20?)» 

x(2a  —  3x) 

(a  —  205)* 
(a  —  205)» 

et  enfin  y  =  --j-- r— -. 

En  faisant  œ  =  -*5-o,   on  trouverait,  comme   précédem- 

ment,  y  =  — - 

En  mettant  dans  cette  formule  la  valeur  de  x  tirée  de 
l'équation  (1)^  ou  trouverait,  en  effectuant  les  calculs; 

8  —  1 2m  +  w*  ±  (4m  —  8)  v^î  —  2m 


2  +  I  ow  —  m*  db  (2  -^  4m)  v^î  -*" 


2m 
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QUESTION  153 

SolvttoB  par  M.  DupSRRé  de  Lislb,  élève  da  Lycée  de  Versailles. 


Élant  donné  un  cercle  0,  et  un  point  extérieur  P,  mener  par 
le  point  P  une  sécante  PAB,  de  façon  que  la  partie  intérieure 
AB  soit  vue  du  centre  0  sous  un  angle  égal  à  Vangle  que  fait 
la  sécante  PAB  avec  le  diamètre  PO. 

Supposons   le  problème  résolu   et  soit  PAB  la  sécante 

cherchée.  Joignons  OA, 
OB.  Les  triangles  OAB 
et  OBP  étant  sembla- 
bles et  OAB  étant  iso- 
scble,  lien  est  de  même 
de  OBP,  donc  PO  =  PB. 
De  là  la  construction 
suivante  :  Du  point  P 
comme  centre  avec  PO 
pour  rayon ,  on  décrit 
une  circonférence  qui 
coupe  la  circonférence  0  en  B  et  B'.  Joignant  PB,  PB';  on 
obtiendra  deux  sécantes  qui  répondront  à  la  question. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Peyrabon,  Johanoet,  de 
Cbàleaaroiix;  Ailieret,  de  Versailles;  Bompart)  Collège  Stanislas;  Huet,  Gell- 
net,  Manceaux,  d'Orléans;  Vermond,  Corbeau,  Schlcsser,  de  Saint-Quentin | 
Boucheaux,  d^Ângers' Jacquier,  école  normale  de  CharleTille;  Démaris,  de 
Moulins;  Lannes,  de  Tarbes;  Gondy,de  Pontarlier;  Faivreet  Gindre,  de  Lons-» 
le-SauInier;  Combcbiac,  Chaulet,  de  Montauban  ;  Barbieux,  d'Amiens  ;  BlesSêlt 
départs;  Tu  pin  et  Jarron)àBeaume-Ies-Dames;  Longueville,  à  Charlefille; 
Hoc,  à  Sainte^Barbe;  Deslais,  au  Mans;  Cadot,  élève  du  Lycée  Saint-Louis  ; 
Dnpuy,  de  Grenoble;  Hugot,  à  Lyon;  Martid,  à  Passy;  Gino  Loria,  à  Man 
loue;  Renaud,  à  Bordeaux  ;  Vazou,  Collège  Rollin  à  Paris. 
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FORMULES  SUR  LES  BISSECTRICES  DES  ANGLES 

TANT  INTÉRIEURS  QU'eXTÉRIEURS  D'uN   TRIANGLE 
Énoncées  par  M.  Dostor. 


i.  Notations.  Soient 

BC  =  a,  CA  =  6,  AB  =  c 
les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  dans  lequel  nous  suppo- 
sons Tangle  A  >  B  >  C. 

Les  bissectrices  AA',  BB',  CC  des  angles  intérieurs  A,  B, 
C  rencontrent  les  côtés  opposés  BG,  CA,  AB  respectivement 
en  A',  B',  C  ;  et  les  bissectrices  AA\  BB",  CC  des  angles 
extérieurs  tc  —  A,  tt  —  B,  tc  —  C  coupent  les  même  côtés 
en  A",  B",  G'.  On  peut  donner  à  ces  points  de  rencontre 
le  nom  de  pieds  des  bissectrices. 

Posons  les  bissectrices  intérieures, 

AA'  =  a',  BB'  =  p',  CC'  =  y'  ; 
les  bissectrices  extérieures,  i 

AA'  =  a\  BB"  =  P',  CC'  =  y'; 
et  les  distances  entre  les  pieds  des  bissectrices  issues  d'un 
même  sommet,      A'A'  =  a,  BB'  =  3, CC  =  y. 

Représentons  d'ailleurs  par  S  la  surface  du  triangle  donné. 

On  pourra  établir  sans  difficulté  les  relations  et  propo- 
sitions suivantes. 

2.  Distances  entre  lespied>  des  bissectrices  issues  d'un  niéme  soin- 

.  ^                    2  abc       ^          2abc  2abc 

met.  On  a    a  =  -rr -,    P  =  -z r>    T  =  -; — rr- 

d  ou  on  tire  ; =  o. 

a  P  T 

3.  Longueur  des  bissectrices  intérieures.  Elles  sont 

20C  cos  —  2ca  cos   —  2ab  cos  — 

V L   ft' L.     ' i 

*—        6  +  c'^"^        c  +  a      '^"^         a  +  6 
-  4.  Longueur  des  bissectricei  ejctérieurcs.  On  trouve  que 

A     .      A  .       B  .    .      C 

20C  sin  —  2ca  sin    —  2ab  sin  — 

3  2        .  2 

*  ='•  — z z — »  fi  = :: z — y  r  = 


6  —  c  a  —  c  '  a  —  b 
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o.   Produit   des   bissectrices  issues  d'un  même  sommet.  Ces 
produits  sont 

4ftcS         oft*  __     4^^^  '  • 4068 

—  6«  —  c«'    "  ""  IF^::^'    ^^  ~  o*  —  6» 
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6.  Produit  des  trois  bissectrices  intérieures, 

,g,  , 8a6cpS 

*P^  (6  +  c)  (c  +  a)  (a  +  6)  ' 

011  p  est  le  demi-périmëtre  du  triangle  donné  ABC. 

7.  Produit  des  trois  bissectrices  extérieures. 

*  pib  —  C)  {a  —  c)  (a  —  b)   ' 

8.  Surface  du  triangle  ABC,  ayant  pour  sommets  les  pieds  des 
trois  bissectrices  intérieures  : 

A'B-C  =  '''"^ 


ABC  = 


(6  +  c)  (c  +  a)  (a  4-  6)  ' 

I  a  P'y' 


2     '     a  +  6  +  c   * 
9.  Surface  des  triangles  A'ff'C",  ffC"A\  C'A'B%  ayant  pour 
sommets  le  pied  d'une  bissectrice  intérieure  et  les  pieds  des  bissec- 
trices extérieures  issues  des  deux  autres  sommets  : 

* 'grp. 2a6cS 

(6  +  c)  (a  —  c)  (a  —  b)  ' 

(c  -t-  a)  (a  —  6)  (6  —  c)  ' 
2a6cS 

(a  +  6)  (6  —  c)  (a  —  c) 
ou  encore        AB^'C  =     *  * ^  ^ 


2     *    6  +  ^  "^  ^  ' 
BCA' =  '^^* 


C  A'B'  = 


2     '     c  -|-  <*  —  *  ' 

I  ya  p 


2     '     o  +  &  —  c  ' 
10.  Surface  des  six  triangles,  ayant  pour  sommets  les  pieds  de 
deux  bissectrices  rectangulaires  et  le  pied  de  l'une  des  deux 

autres  bissectrices  extérieures  : 

2abcS 

«»^  -    (a -h)  (a*  -  C)  ' 


C'CB'  = 
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2abcS 


(a  —  c)  (o*  —  6»)  • 

C'C'A"  =  -T ^-^ , 

(6  —  c)  (a»  —  ft»)  ' 

A  '  A  •/"  2abcS 

(o  —  6)  (6»  —  c») 

AA'B'  —  ^"^S 

^  (o-c)  (6»-c»)  • 

^^^   -    (6  _  c)  (o»  -  c«)  • 

11.  Surface  des  six  triangles,  ayant  pour  sommets  les  pieds  de 
deux  bissectrices  rectangulaires  et  le  pied  de  Vune  des  deux 
autres  bissectrices. 

(f  +  a)  (o*  —  fe«) 

CH-xt"  —  ^<*^S 

~    (a  +  6)  (a*  — c')  ' 

^*      -     (0  +  6)  (b*  —  c«)  '   ■ 

A'PT»  —  agftcS 

^^^    -    (6  +  c)  (a»  -  6«)  ' 

Â'B'B'  —  '^"^S 

—    (6  +  c)  (o»  —  c')  ' 

B'A'A-  =  -r-r-^ ^. 

(c  +  fl)  (6*  —  c«) 

12.  Surface  des  triangles,  ayant  pour  sommets  le  centre  du 
cercle  inscrit  el  les  centres  de  deux  cercles  ex-inscrits.  Soient 
0  le  centre  du  cercle  inscrit;  0',  0',  0'  les  centres  des 
cercles  ex-inscrits  compris  respectivement  dans  les  angles 

A,  B,  G.  On  a 

A 

cos 

00"0-  =  —  6c  .  5—^ —  =  R(6  +  c  —  a), 

cos  —  cos 

2  2 

B 

COS    

OO'O'  =  —  ca  .  7^ ^ — —  =  R(c  +  a  —  6), 

2  Cl  A  ^     '  ' 

COS  COS  — - 

2  2 
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G 

cos 

000'  =  JL-  ab  .  T — ^  =  R(a  +  6  —  c), 

cos cos  

2  2 

oîi  R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

13.   Surface    du  triangle^  ayant  pour  sommets  les    centres 
0',  0",  0"  des  cercles  ex-inscrits  : 


O'O'G^  =  — ^  bc 


. 

A 

B 

cos 

cos 

2 

1 

: ca 

2 

2 

.     B 

• 

C   "" 

« 

C 

• 

A 

sin  — 

sm 

sm 

Sin 

-^ 

2 

2 

cos  • 

C 

2 

2 

I 

2 

ab 

/ 

2 

sin 

A 

2 

.      B  ' 
sm 

2 

• 

ou  CO'^O*'  =  R(a  +  6  +  c). 

U.  Rapport  des  triangles  ABC  e/  0'0"0*  : 

A'B'C  (6  4-  c  —  a){c  4-  o  —  6)(a  +  ^  —  c) 


O'O'O"  2(6  H-  c)  (c  -f  a)  (o  +  6) 

18.  Rapport  des  tnangles  A'B'C  et  OO'O*',  e/c.  ; 

A'B'C^  _  (g  +  6  +  c) (g  +  c  —  6)(a  +  fr  —  ^') 

0O"O'^  ^  2  (6  +  c)  (o  —  6)  (g  —  c) 

BCA"  _  (g  +  fr  +  c)(g  -f  &  —  g^^  +  c  —  «) 

OO^O'  ■"  2(c  +  g)(6  —  c)(g  —  6) 

C'A'^B'  (a-\-  b  +  c)(b  +  c^  a)(c  +a  —  b) 


OO'O'  2{g  +  6){g  —  c)  (b  —  c) 

16.  Sur/iice  des  quadrilatères  OO'BG,  OO^CA,  OCAB.  On  a 

2a(b  4"  c)S 

OBO  C  =  -TT — .         I rrr — ; r"> 

sfcfc  4-  g)S 
OCO'A  =  ^   ^ 


OAO^'B  = 


(c  4-  g  4-  6)  (c  4-  g  —  6)  • 
2c(g  4-  *)S 


{g  +  6  4-c)(g  4-6  — c)  ' 

d'où  on  tire 

^^^  ^     ^^^« .     ^  »  ^*T*        g6c(6  4-  c)  (c  4-  g) (g  +  '')  S 
OBO'C  .  OCO'^A  .  OAO'B  = ^   ^ ,  ^\  T  ,     ,,      ^ 

2(g  +  6  4-  '^) 


I 
• 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


POITIERS 


La  surface  d'un  secteur  circulaire  est  3*,i8.  Son  angle  au  centre  et 
54*  18'.  On  demande  quel  est,  à  o",ooi  près,  le  rayon  de  ce  secteur. 

—  liO  volume  d'un  parallélépipède  droit  est  égal  à  4762"',7;  ses  arêies 
sont  entre  elles  comme  les  nombres  3,  5,  7.  Quelle  est,  en  mètres,  la  gran- 
deur de  ces  arêtes? 

—  La  surface  d'un  cylindre  droit  est  a,  son  volume  est  b.  Calculer  le 
rayon  de  base  et  la  hauteur. 

—  Calculer  par  logarithmes  le  côté  du  carré  équivalent  à  la  couronne 
comprise-  entre  deux  cercles  concentriques  donnés  par  leurs  rayons  : 

R  =  .i-,3456;    r  =  0,3458. 

—  Trouver  quatre  nombres  en  proportion  géométrique,  connaissant  la 
somme  des  cxlrémes  21,  la  somme  des  moyens  19,  et  la  somme  des  carrés 
des  quatre  termes  442. 

—  Résoudre  les  équations 

«*  +  !/'  =  «;     log  T  4-  log  y  =  ft. 

—  Deux  points  situés  sur  un  même  méridien  sont  distants  de  3702S 
toises.  Quel  est  Tangle  des  deux  verticales  en  ces  deux  points?  La  toise 
vaut  i'',94g;  le  rayon  du  méridien  est  6366200  mètres.  [Calcul  à  faire  par 
logarithmes.) 

—  On  donne  une  droite  AB  =  a.  Trouver  sur  cette  droite  un  point  K 
tel  que  le  pro'luit  des  deux  segments  AK  et  UK  soit  égal  à  la  moitié  du 
carré  de  a. 

—  Un  observateur  est  placé  sur  une  tour  à  5o  mètres  au*dessus  du  niveau 
de  la  mer.  Calculer  iftdistance  à  laquelle  sa  vue  peut  s'étendre.  Le  rayon 
terrestre  est  de  6366198  mètres. 

—  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayoa  donné  un  cône  droit  dont  la  sur- 
face latérale  soit  maxima. 

—  Résoudre  les  deux  équations 

a?  +  y  =  63; 1 — !L  =  2,o5. 

y  X 

—  On  donne  un  cercle  et  un  point  sur  ce  cercle.  Par  ce  point,  mener 
une  tangente  telle  que  sa  longueur  soit  double  de  la  partie  extérieure  d'une 
sécante  passant  par  le  centre  et  par  rcxtrémlté  de  la  tangente  demandée. 

—  Quel  est  le  rayon  de  base  d'un  cylindre  équivalent  à  un  tronc  de  cône 
de  même  hauteur  dont  les  rayons  de  base  sont  4  mètres  et  22  mètres. 

-^  On  fait  371  pas  en  traversant  diagonalement  une  place  carrée.  Le  pas 
est  de  o",78.  Quelle  est  la  longueur  du  côté  de  cette  place? 

—  Résoudre  les  équations 

35*  +  y^  =  1 32,65;        xy  =  17. 

—  On  a  peint  le  dôme  sphérique  d'un  édiflce  à  raison  de  25  fr.  5o  c. 
le  mètre  carré.  Quel  est  le  prix  de  cette  peinture,  sachant  que  le  dôme  a 
18  mètres  de  rayon. 

'■"  Un  terrain   est  compris   entre   deux   rontes  parallèles   distantes   de 


—  2S  — 

3i9",5.  Il  a,  sur  l'une  d'elles,  un  développement  de  SçS^^y,  et  sur  Tautre 
UD  développement  de  623'",4.  L'hectare  do  ce  terrain  vaut  Gi3oo  francs. 
On  demande  le  prix  du  terrain  {par  logarithmes). 

—  On  donne  la  hauteur  2",4  et  la  diflTérence  i  mètre  des  côtés  de 
l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle.  On  demande  la  longueur  des  trois 
côtés. 

—  De  6  ans  à  64  ans,  la  vie.  probable  est   donnée  approximativement 

3 

par  la  formule  y  =  39 x.  x  représentant  l'Age  actuel,  et  y  la  vie 

V  -  4 

probable.  A  quel  Age  est-on  arrivé  à  la  moitié  de  la  vie  probable? 

—  Des  sommets  d'un  triangle  comme  centres,  décrire  trois  cercles  tan- 
gents deux  à  deux,  et  exprimer  les  rayons  de  ces  cercles  en  fonction  des 
trois  côtés. 

II  2 

—  Quelqu'un  donne  à  trois  personnes  — .  et de  sa   fortune, 

4       7  II 

et  il  lui  reste  26200  francs.  Quelle  était  sa  fortune  totale? 

—  Ln  France  compte  36  millions  d'habitants.  Quelle  est  la  fraction  du 
nombre  de  garçons  de  20  à  21  ans  appelés  sous  les  drapeaux  dans  une 
conscription  de  80000  hommes,  sachant  qu'il  y  a  1045  personnes  de  20 
à  21  ans  sur  65i62,  et  17  garçons  sur  33  personnes? 

—  Il  faut  12  ans  pour  éleindre  une  dette  par  annuités  de  1000  francs  à 
4j5  pour  cent  par  an  ;  on  propose  au  créancier  de  payer  par  somme  de 
3oo  francs  chaque  semestre,  avec  un  intérêt  de  2  i/3  par  semestre.  Doit- 
il  accepter? 

—  On  détache  d'une  pyramide  triangulaire,  par  un  plan  parallèle  À  la 
base  mené  à  2  mètres  du  sommet,  un  tronc  dont  on  demande  le  volume. 
Les  côtés  de  la  base  de  la  pyramide  sont  i3,  14  et  i5  mètres,  et  la 
hantenr  de  cette  pyramide  est  16  mètres  [par  logarithmes). 

—  En  supposant  que  le  volume  total  d'un  alliage  est  la  somme  des  volumes 
des  métaux  composants,  on  demande:  1*  le  poids  de  cuivre  et  d'argent 
contenu  dans  une  pièce  de  5  francs;  V  le  volume  de  chacun  de  ces  métaux; 
3*  l'épaisseur  du  cylindre  qui  devient  la  pièce  de  5  francs,  le  diamètre  de 
ce  cylindre  étant  o",o37.  Densité  de  l'argent,  10,47;  densité  du  cuivre, 
8,85. 

—  Partager  88»  21'  13"  en   parties   proportionnelles  à  3,2;  5,3;  et  85. 

—  Un  triangle  équilatéral  a  5oo  mètres  de  côté.  D'un  point  pris  dans 
on  plan,  on  voit  deux  côtés  sous  le  même  angle  de  120*.  Quelle  est,  en 
mètres,  la  distance  de  ce  point  à  Tun  des  sommets  (-par  logarithmes). 

—  Evaluer  en  ares  un  terrain  qui  a  la  forme  d  un  trapèze  isoscèle,  dont 
les  côtés  non  parallèles  sont  égaux  chacun  &  5o  mètres,  les  bases  étant  de 
100  mètres  et  de  40  mètres.  —  Quelle  est,  en  ares  et  centiares,  la  surface 
du  triangle  formé  par  les  prolongements  des  côtés  non  parallèles? 

—  Des  obligations  au  porteur,  de  1000  francs  chacune,  rapportent  5o  francs 
par  an.  On  prend  ce$  obligations  à  1045  francs.  Quel  est  le  taux  réel  du 
placement? 

—  Résoudre  les  équations. 

5  (a?  -h  y)  =  ^y;   2«  +  3»/=  40. 

—  Un  vase  sphérique  de  60  millimètres  de  diamètre  intérieur  est  plein 
de  mercure  jusqu'à  la  hauteur  de  45  millimètres.  On  demande  le  poids  de 
mercure  qu'il  contient,  la  densité  du  mercure  étant  i3,6. 

—  Etant  donné  un  trapèze  quelconque,  et  un  point  0  sur  l'une  de  ses 
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bases,  indiquer  la  conslruction  géométrique  qu'il  faudrait  faire  pour  diviser 
le  trapèze  en  deux  parlics  équivalentes  par  une  droite  partant  du  point  0. 

—  F  et  F  sont  les  foyers  d'une  ellipse  ;  deux  droites  FO  et  FI  respecti- 
vement égales  au  grand  axe  et  parlant  des  foyers  se  coupent  en  M.  On  suppose 
que  01  =  FF'.  Prouver  que  le  point  M  est  un  point  de  la  courbe. 

—  Quelle  est  l'aire  d'un  trapèze  dont  la  hauteur  est  égale  à  la  demi- 
somme  des  bases?  la  différence  des  bases  est  i  mètre,  et  la  plus  grande  base  est 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  la  petite  base  et 
la  hauteur. 

—  On  retranche  3  des  deux  termes  d'une  fraction  et  elle  devient  égale 

&  ' — ;  on  ajoute  3  à  chacun  des  deux  termes  de  la  fraction  primitive,  et 
4 

elle  devient  égale  à  — .  Quelle  est  cette  fraction  ? 

— '  Calculer  Tangle  sous  lequel  on  volt  du  soleil  la  ligne  qui  joint  les 
centre >  de  la  terre  et  d^  la  lune  lors  de  la  quadrature. 

—  Quelle  relation  doit  avoir  lieu  entre  les  coefficients  d*;s  équations  géné> 
raies  du  1*'  degré,  h  deux  inconnues,  pour  que  les  deux  inconnues  soient 
dans  un  rapport  donné? 

—  Le  côté  d'un  tronc  de  cône  eâl  égal  à  la  somme  des  rayons  R  et  r  des 
bases.  Démontrer  :  1*  que  4  Rr  =  A',  en  appelant  h  la  hauteur  du  cône  ; 
2*  que  le  volume  du  tronc  de  cône  est  égal  à  la  surface  totale  multipliée 
par  le  sixième  de  la  hauteur. 

-^  Oii  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  a,  &,  e' exprimer  au  moyen  des 
données  et  de  la  surface  le  volume  engendré  par  la  rotation  de  ce  triangle 
autour  du  côté  a. 

—  Quel  serait  le  maximum  du  produit  (5  —  sin  x)  (2  -{-  sin  ar)  ?  —  L'équa- 
tion 5  —  sin  a;  =  2  +  sin  a;  a-t-elle  une  solution? 

—  Maximum  de  sin  x  cos'*  x. 

—  Construire  un  triangle  équilatéral  équivalent  à  un  hexagone  régulier 
donné. 

—  Partager  géométriquement  un  quadrilatère  quelconque  en  deux  parties 
équivalentes  par  une  droite  partant  d'un  point  pris  sur  un  des  côtés. 

—  Par  un  point  pris  dans  un  angle  donné ,  mener  une  droite  telle  que 
le  triangle  formé  par  cette  droite  et  les  deux  segments  des  côtés  du  triangle 
soit  minimum. 

—  Sur  la  ligne  des  centres  de  deux  planètes,  déterminer  la  position  d'un 
point  matériel  également  attiré  par  chacune  d'elles;  appliquer  au  cas  de  la 
terre  et  de  la  lune  où  l'on  &    d  ^  6or;    M  =3  88  m. 

—  Indiquer  la  hauteur  minimum  que  puisse  avoir  un  miroir  plan  ver- 
tical pour  qu'une  personne,  se  tenant  debout  en  face,  s'y  voie  par  réflexion 
de  la  léte  aux  pieds. 

—  Partager  la  en  deux  parties  x^  et  2a  —  rr'  telles  que  la  somme  de 
leurs  racines  carrées  soit  minima. 

—  Partager  552  en  3  parties  telles  que  leurs  racines  carrées  soient  pro- 
portionnelles à  7,  5,  et  8. 

—  Calculer  le  volume  de  '  la  sphère  circonscrite  au  cube  dont  Taréte 
est  o'",36. 

—  Partager  igS  en  trois  parties  en  progression  géométrique  telles  que 
la  plus  grande  surpasse  la  plus  petite  de  120. 

—  On  donne  un  cercle  de  rayon  égal  à  2  mètres ,  et  un  point  extérieur 
distant  de  3  mètres  du  centre.  Quelle  est  la  longueur  de  la  partie  extérieure 
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d'une  sécante  jmenée  par  ce  point  et  telle  que  la  partie  intérieure  soit  de 
i  mètre  t 

—  Dans  un  triangle  on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris.  Trouver 
l'expression  du  volume  engendré  par  le  triangle  tournant  autour  d'un  des 
côtés  donnés. 

—  Sur  une  sphère  de  i3  mètres  de  rayon,  on  prend  une  zone  à  deux 
bases  dont  Vune  est  à  i  mètre  du  centre.  La  surrace  de  cette  zone  vaut 
loo  mq.  Quelle  est  la  surface  du  cercle  formant  la  seconde  base? 

—  Résoudre  x  +  y  =  5 

•jx^  -^  3j/^  +  5xy  ^  2a;  —  27  =  o. 

—  Le  produit  de  trois  nombres  formant  une  proportion  continue  est 
13824;  leur' somme  est  126.  Quels  sont  ces  nombres? 

—  Dans  un  cercle  de  10  mètres  de  rayon,  on  donne  un  arc  de  83'  20'.  CaU 
euler  la  surface  du  triangle  formé  par  Ja  corde  de  cet  arc  et  les  cordes 
AC  et  BC  qui  joignent  les  extrémités  A  et  B  au  milieu  G  de  l'arc. 

—  Résoudre  3  sin  a;  =  4  sin  y 

^  +  2/  =  72. 

—  Trouver  deux  nombres  sachant  que  leur  produit  plus  leur  somme 
donne  3i,  et  la  somme  de  leurs  carrés   moins  leur  somme  donne  48. 

—  Vulnme  engendré  par  un  trapèze  isoscèle  tournant  autour  d'un  axe 
situé  dans  son  plan  et  perpendiculaire  à  ses  basefi. 

—  Résoudre  ^  +  !/  —  2  =  a  —  i 

l/4-«  —  tt  =  2a  —  8 
a  +  w  —  y  =  a  +  4 

V  ■}-  ic  —  y  =  Sa  -i-  3, 

—  190  est  un  nombre  écrit  dans  le  système  décimal.  Il  est  représenté 
par  276  dans  un  système  dont  la  base  est  inconnue.  Quelle  est  cette  base? 


TOULOUSE 


Dans  un  cercle  dont  le  rayon  OA  =  i,  on  prend  le  milieu  B  d'un 
quadrant  AH.  On  mène  par  te  point  B,  BC  parallèle  à  OA.  On  joint  BA  et 
CA.  On  demande  d'évaluer  à  0,01  près  le  volume  engendré  par  le  triangle 
ABC  tournant  autour  de  Taxe  OA. 

—  Un  vase  cylindrique  vertical,  dont  le  fond  est  un  cercle  horizontal  do 
5  centimètres  de  rayon  intérieur,  est  en  partie  rempli  par  de  l'eau  pesant 
4  kilogrammes.  On  y  plonge  ur.e  boule  sphériquc  de  3  centimètres  de 
rayon,  et  l'eau  monte  exactement  jusqu'au  bord  du  vase.  On  demande  la 
hauteur  du  vase. 

—  Le  premier  terme  d'une  progression  arithmétique  est  1/2;  la  raison 
ert  1/3.  Combien  faut-il  prendre  de  termes  pour  que  leur  somme  soit 
égale  à  48? 

—  Dana  une  sphère  dont  le  rayon  OA  =  i  mètre,  la  zone  engendrée  par 
Tare  de  grand  cercle  AB  tournant  autour  de  AO  a  pour  base  un  cercle 
dont  la  Surface  est  les  3/4  de  celle  de  la  zone.  Déterminer  à  un  centimètre 
près  la  hauteur  de  la  zone. 

—  Dans  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  l'angle  aigu  B  est  égal  à  6o« 
et  le  côté  b,  opposé  à  cet  angle,  vaut  i  mètre.  Calculer  l'hypoténuse  a  et 
le  côté  c  &  un  centimètre  près,  sans  faire  usage  des  logarithmes. 


—  Partager  85  eu  parties  /ormant  une  progression  arithmétique  dont  le 
premier  terme  soit  7  et  la  raison  •—,  On  déterminera  le  nombre  des  termes 

et  le  dernier. 

—  Dans  une  progression  af-ithmétique,  on  connaît  la  raison  r,  le  dernier 

termes  et  la  somme  des  termes  S.  On  demande  le  premier  terme  et  le  nombre 

I  5  . 

des  termes.  On  appliquera  la  formule  en  faisant  r  =  -r-.  i  =  2    -f  -r-, 

S  =  i3  +  -i-. 

—  Dans  un  trap6ze  ABCD.  la  grande  base  AB  a  18  mètres,  les  angles  A 
et  B  sont  égaux  chacun  à  45*,  et  chacun  des  côtés  non  parallèles  est  égal 
à  7  mètres.  Evaluer:  1*  l'aire  du  trapèze;  ^  celle  du  triangle  que  l'on  forme 
en  prolongeant  les  côtés  non  parallèles. 

—  Dans  un  triangle  ABC,  les  côtés  AB,AG  sont  égaux  chacun  à  i  mètre; 
l'angle  A  est  de  3o'.  On  demande  la  valeur  de  la  surface  qu'engendrerait 
BG,  si  le  triangle  tournait  autour  d'une  droite  AK  menée  dans  son  plan  per- 
pendiculaire à  AC. 

—  En  un  point  A  d'une  circonférence  de  3  mètres  de  rayon,  on  mène 
une  tangente  sur  laquelle  on  prend  une  longueur  AB  =  4  mètres.  On  joint 
le  centre  0  h  rexlrémitô  B,  et  on  abaisse  du  point  A  sur  00  la  parpendi- 
culaire  AC.  On  demande:  1*  la  valeur  de  la  projection  BC  de  la  tangente 
AB  sur  la  droite  OB,  ainsi  que  celle  de  la  perpendiculaire  AC  ;  2*  la  valeur 
de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  AB,en  tournant  autour  de  OB. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Mathématicnies  élémentaires. 

206.  —  Deux  mobiles  parlent  d'un  point  0  sans  vitesse 
initiale  ;  Tun  A  parcourt  la  droite  Ox  d'un  mouvement  uni- 
forme ;  l'autre  B  parcourt  la  droite  Oy,  perpendiculaire  à 
0,r,  d'un  mouvement  uniformément  accéléré;  démontrer 
que  la  droite  qui  les  joint  à  chaque  instant  est  constam- 
ment tangente  h  une  parabole.  (Launoy.) 

207.  —  Sur  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB,  on 
prend  deux  points  P  et  Q  tels  que,  les  droites  AQ  et  BP  se 
coupant  en  M,  on  ait 

AM  X  BM  =  2AP  X  BQ. 
Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  M.  (Launoy.) 

208.  —  Soit  ABC  un  triangle  ;  de  part  et  d'autre  de  BC 
on  construit  les  triangles  équilatéraux  A  BC,  A'BC  ;  soit  X 
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i'dnglc  A'AA'.  Soient  de  môme  Y  et  Z  les  angles  obtenus 
de  la  même  manière  en  prenant  les  autres  côtés.  On  a  la 
relaiion. 

cos  X  4-  cos  Y  -f-  cos  Z  =  o.     (E,  Lemoine.) 


THEORIE  DES  CENTRES 

DES    MOYENNES    HARMONIQUES 

Par  M.  Kceklcr 
\SuiU  et  fin;  voir  t.  1(1,  p.  35*). 


Pôles  et  polaires  dans  les  courbes  du  troisièim  ordre, 

D  après  la  remarque  de  la  page  356,  les  théorèmes  VI, 
VII,  VIII,  IX  et  X  sont  applicables  à  un  lieu  quelconque 
du  troisième  ordre.  Pour  compléter  Tétudc  qui  précède,  nous 
allons  donner  les  démonstrations  de  quelques  autres  théo- 
rèmes sur  les  pôles  et  polaires  dans  les  cubiques. 

Théorème  XVII.  —  Lorsqu'un  lieu  du  troisième  ordre  se 
compose  d^une  courbe  du  second  degré  et  d*une  droite,  la  polaire 
conique  cTun  point  de  la  droite  se  compose  de  celle  droile  ellc- 
niéme  et  de  la  polaire  rectiligne  du  point  par  rapport  à  la 
coniqtie. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  théorème  XII. 

Théorème  XVIII.  —  Les  polaires  coniques  d'un  point  par 
rapport  aux  courbes  d*un  faisceau  de  cubiques  fortnent  un  fais- 
ceau, et  il  en  est  de  même  des  polaires  reclilignes  de  ce  point. 

Ce  qui  caractérise  un  faisceau  de  courbes,  c'est  que  par 
un  point  quelconque  du  plan  on  peut  faire  passer  une  courbe 
du  faisceau  et  une  seule.  Or,  si  Ton  considère  le  pôle,  une 
seule  polaire  conique  passera  par  ce  point,  ce  sera  la  polaire 
conique  de  la  cubique  qui  passe  au  pôle.  Cela  résulte  de  ce 
que,  si  Ton  prend  les  centres  harmoniques  (/|,  f,  d'un  point  p 
par  rapport  à  trois  points  a,  6,  c,  l'un  do  ces  centres  ne  peut 
se  confondre  avec  p  que  si  Tun  des  points  a,  b  ou  c  est  le 
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pôle  p  lui-même.  Le  système  des  polaires  coniques  jouit  doue 
de  la  propriété  caractéristique  de  tout  faisceau  de  courbes. 
Il  eu  est  de  même  des  polaires  reclilignes;  elles  passent  par 
un  point  fixe. 

La  démonstration  s'applique  aux  polaires  successives  d'un 
point  par  rapport  aux  courbes  d'un  faisceau»  quel  que  soit 
leur  degré. 

Théorème  XIZ.  —  Étant  donnés  une  cubique  K  et  deux 
points  p,  p'  (fig.  13),  si  Von  prend  les  polaires  coniques  G  et  C 
de  ces  points  par  rapport  à  K,  la  polaire  rectiligne  de  p  par  rap- 
port à  C  coindde  avec  celle  de  p'  par  rapport  à  C. 

La  cubique  représentée  en  points  ronds  (fig.  i5}  se  com- 
pose d'un  ovale  et  d'une  branche  infinie.  Menons  par  le 
point  p  une  transversale  quelconque  R  qui  coupe  la  courbe 
en  ai,  a,,  a^  et  considérons  le  faisceau  (P)  des  rayons  poi, 
pOttP^i'  On  démontre  dans  tous  les  cours  de  mathématiques 
spéciales  que,  si  deux  lieux  du  troisième  ordre  ont  trois 
points  communs  en  ligne  droite,  leurs  six  autres  points 
d'intersection  appartiennent  h  une  même  conique.  Le  fais- 
ceau (P)  et  la  courbe  K  ont  donc  six  points  communs  sur 
une  certaine  conique  C;  c'est  Thyperbolo  représentée  en 
traits  interrompus  (cinq  des^six  points  sont  visibles  sur  la 
figure  ;  le  sixième  est  hors  des  limites  du  dessin  sur  le 
rayon  a^  p  prolongé).  Gomme  la  courbe  K  fait  partie  du 
faisceau  déterminé  par  les  deux  lieux  du  troisième  ordre  (P) 
et  (R,  C),  la  polaire  conique  de  p'  par  rapport  à  K  appar- 
tient au  faisceau  déterminé  par  les  polaires  de  p  relative- 
ment à  (P)  et  à  (R,  G")  (théorème  XVIII)» 

La  première  de  ces  polaires  est  le  couple  de  droites  pq^ 
P^t9  9i»  9i  étant  les  centres  harmoniques  du  système  ai,  a^, 
a,,  par  rapport  à  p'.  La  deuxième  se  compose,  d'après  le 
théorème  XVII,  de  la  droite  R  elle-même  et  de  la  polaire  de 
p  par  rapport  à  G",  qui  est  la  droite  ûè^y. 

On  voit  ensuite  que  la  polaire  de  p  par  rapport  k  G'  n'est 
autre  chose  que  celle  de  p  par  rapport  au  couple  de  droites 
ft  et  a^Y*  G'est  une  droite  ait  passant  en  a. 

La  polaire  conique  G  de  p  par  rapport  à  K  se  confond  né- 
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cessairement  avec  celle  de  p  par  rapport  au  lieu  (R,  C), 
car  ces  deux  polaires  ont  six  points  communs,  deux  sur 
chacune  des  droites  du  faisceau  (P).  Cette  conique  C  passe 
donc  par  les  points  d'intersection  de  G"  et  de  R,  points  dou- 
bles du  lieu  (R,  G"),  comme  la  figure  Tindique.  11  en  résulte 
que  la  polaire  rectiligne  de  p  par  rapport  à  G  passe  par  le 
conjugué  harmonique  de  p  relatif  aux  intersections  de  C  et 
de  R,  c'est-à-dire  par  le  point  a. 

Les  deux  polaires  de  p'  par  rapport  à  G  et  de  p  par  rapport 
à  G'  ayant  un  point  commun  a  sur  une  transversale  R  tfod" 
conque  issue  de  p',  elles  se  confondent  en  une  seule  et  même 
droite  a:r.  Gette  droite  air  a  été  appelée  par  M.  Gremona 
seconde  polaire  mixte  des  points  p  et  p. 

Le  théorème  qui  précède  donne  lieu  à  de  nombreuses  cou- 
séquences;  nous  engageons  le  lecteur  à  en  chercher  la 
démonstration  analytique  qui  est  très  facile. 

Théorème  XX  >  —  Si  une  courbe  du  troisième  ordre  a  un 
point  double  8,  la  polaire  conique  d'un  point  quelconque  p  a  pour 
tangente  enZ  le  rayon  conjugué  harmonique  de  p5  par  rapport 
aux  tangentes  de  la  cubique. 

Remarquons  d'abord  que  la  polaire  conique  du  point  double 
n'est  autre  chose  que  le  couple  des  tangentes  en  ce  point; 
la  polaire  de  p  par  rapport  à  cette  conique  n'est  autre  que 
le  rayon  conjugue  harmonique  de  p8  par  rapport  aux  deux 
tangentes.  C'est  d'ailleurs,  d'après  le  Ihéorème  XIX^  la 
polaire  8  par  rapport  à  la  polaire  conique  de  p,  c'est-à-dire  la 
tangente  à  cette  conique. 

Corollaire.  ^  Si  la  conique  a  un  point  de  rebroussement, 
la  tangente  de  rebroussement  est  tangente  aux  polaires 
coniques  de  tous  les  points  du  plan. 

Remarque.  —  Les  théorèmes  XIX  et  XX  s'étendent  aux 
courbes  d'ordre  quelconque. 

Théorème  XXI.  —  Si  la  polaire  rf'wn  point  p  est  un  couple 
de  droites  qui  se  coupent  en  p',  la  polaire  de  p'  est  aussi  un 
couple  de  droites  qui  se  coupent  en  p. 

Désignons  par  P  le  couple  de  droites  qui  se  coupent  eu  p 


—  SS- 
CI coDStiiuent  la  polaire  de  p,  par  P'  la  polaire  de  p;  soit  m 
un  point  quelconque.  La  seconde  polaire  mixte  de  p  et  de  9» 
passe  nécessairement  en  p  ;  celle  de  p  et  de  m  passera  donc 
en  p.  Car  ces  deux  droites  sont  les  polaires  de  p  et  de  p'  par 
rapport  à  une  même  conique,  savoir  la  polaire  de  m.  Puisque 
la  polaire  de  m  par  rapport  à  F  passe  en  p,  quel  que  soit  le 
point  m,  P'  est  un  couple  de  droites  qui  se  coupent  en  p. 

Théorème  XXII.  —  Le  lieu  des  points  dont  les  polaires 
coniques  par  rapport  à  une  courbe  du  troisième  ordre  se 
décomposent  en  deux  droites  est  une  autre  courbe  du  troisième 
ordre. 

CSonsidérons  une  droite  quelconque  ;  les  polaires  de  tous 
les  points  de  cette  droite  forment  un  faisceau  de  coniques, 
d'après  le  théorème  IX  étendu  aux  cubiques  ;  à  chaque 
point  de  la  droite  correspond  une  conique  du  faisceau  et 
réciproquement.  Gomme  il  y  a  dans  le  faisceau  trois  couples 
de  droites,  les  trois  couples  de  cordes  communes,  il  y  a 
sur  la  droite  trois  points  dont  les  polaires  sont  décompo- 
sables.  Le  lieu  cherché,  étant  coupé  en  trois  points  par  une 
droite  arbitraire,  est  du  troisième  ordre.  Il  est  évident, 
d'après  le  théorème  XXI,  que  si  l'on  considère  un  point 
quelconque  de  cette  courbe,  le  point  de  concours  des  droites 
qui  forment  sa  polaire  appartient  aussi  à  la  courbe.  Ce  lieu 
remarquable  est  la  hessienne  de  la  cubique  donnée. 

Remarque.  —  Quand  on  applique  le  môme  procédé  de 
recherche  à  une  courbe  d'ordre  n,  c'est-à-dire  quand  on 
cherche  le  lieu  des  points  dont  les  premières  polaires 
(d'ordre  m  —  i)  ont  un  point  double,  on  trouve  un  lieu 
d'ordre  3  (w  —  2)*,  appelé  courbe  de  Steiner.  La  hessienne 
ne  coïncide  pas  avec  cette  courbe  ;  c'est  le  lieu  des  points 
doubles  des  premières  polaires  ou  encore  le  lieu  des  points 
dont  les  polaires  coniques  (n  —  2"**'  polaires)  sont  décom- 
posables;  elle  est,  comme  on  sait,  d'ordre  3  (m  —  2).  La 
coïncidence  des  courbes  de  Steiner  et  de  Hesse  a  lieu 
seulement  quand  m  =  3.  Nous  nous  bornons  à  cette  simple 
indication. 

JOURNAL  OB  MATH.  1880.  3 
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Théorème  XXIII.  —  La  polaire  conique  éCun  point 
dHnfkœion  est  tm  couple  de  droites,  et  lune  telles  est  la  tan- 
gente d'inflexion. 

En  efiPet,  si  par  le  point  d'inflexion  i  on  mène  une  trans- 
versale qui  soit  la  tangente  elle-même,  elle  coupe  la  courbe 
en  trois  points  confondus  avec  le  pôle  i  lui-même;  tout 
point  de  la  tangente  peut  être  considéré  comme  un  centre 
harmonique,  puisque  les  trois  coefficients  de  Téquation  du 
second  degré 

ac"  (a  +  &  +  c)  —  205  {ah  +  bc  +  ^^)  +  ^^'^^(^  =  o 
sont  identiquement  nuls. 

Corollaire  I.  —  Tout  point  d'inflexion  appartient  à  la 
hessienne,  d'après  le  théorème  XXII,  et  par  suite  toute 
cubique  a  neuf  points  d'inflexion  (réels  ou  imaginaires). 

Corollaire  II.  —  La  droite  J  qui,  avec  la  tangente 
d'inflexion,  complète  la  polaire  conique  du  point  d'inflexion 
t,  est  évidemment  le  lieu  du  conjugué  harmonique  de  ce 
point  par  rapport  aux  deux  points  oîi  une  transversale 
issue  de  i  coupe  la  courbe.  On  reconnaît  aisément  que  le 
point  f  possède,  par  rapport  à  la  courbe  et  à  la  droite  J, 
toutes  les  propriétés  qui  dans  les  coniques  appartiennent 
à  un  point  extérieur  et  à  sa  polaire  rçctiligne.  Ainsi  les 
tangentes  menées  du  point  d'inflexion  passent  par  les  trois 
points  ou  J  coupe  la  courbe. 

Corollaire  III.  —  S'  trois  droites  coupent  la  cubique 
respectivement  en  (a  a  a")  (b  b'  b")  (c  d  c')  et  si  (abc), 
(a  b'  c)  sont  en  ligne  droite,  (a"  V  c")  sont  aussi  en  ligne 
droite.  Si  les  points  (a  b  c)  coïncident  avec  un  point  d'in- 
flexion t,  les  deux  droites  (a  6'  c),  {a"  b"  c")  se  couperont 
sur  la  droite  J;  si  de  plus  (a  V  c)  coïncident,  il  en  sera 
de  même  de  (a"  6'  c"),  et  nous  eu  concluons  que  la  droite 
qui  joint  deux  points  d'inflexion  passe  par  un  troisième 
point  d'inflexion. 
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PROPRIÉTÉS   GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET    UEURS  APPLICATIONS  EN  GÉOMÉTRIE 
Par  M.  B.-^.  Boqnel. 


Définition  des  formes  quadratiques. — Une  fonction  homogène 
du  second  degré  de  n  variables,  oîi,  a;,,  .  .  .  ce»,  est  néces- 
sairemenl  de  la  forme  /*=  'S^ai^kXiXk  ,  où  la  somme  S  porte 
sar  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  k  depuis  i  jusqu'à  n,  Oi^k 
désignant  le  coeflScient  du  terme  formé  par  le  produit  de 
deux  variables  Xi  et  Xk  - 

Si  le  coefficient  o,- jt  est  égal  au  coefficient  aA,i,  les  deux 
termes  Oi^kXi  Xk  et  akjXk  Xi  se  réunissent  en  un  seul 
^OikXi  Xk ,    et  la   fonction   f  prend    la    forme    suivante    : 

f  =  Ol,i  OPi*  -f-  «2,2  0?,'  -f-  .   .   .  +  an,n  Xn  *  -\-    2a^y^X^Xi  +  •  •  • 

Cette  dernière  fonction  porte  le  nom  de  forme  quadratique. 

Décomposition  des  formes  quadratiques  en  somme  de  carrés. 
—  Une  forme  quadratique  se  décompose  toujours  en  somme 
de  carrés.  Il  peut  se  présenter  deux  cas  :  1®  l'un  au  moins 
des  carrés  des  variables  existe;  2**  tous  les  carrés  manquent. 

l**  Supposons  que  l'un  au  moins  des  coefficients  des 
carrés  ne  soit  pas  nul,  par  exemple,  a,!  >  o. 

La  forme  considérée  peut  s'écrire /*  =  a^,^  x^*  +  2  Pa?i 
4-  Q,  P  et  Q  étant  des  fonctions  des  variables  a?,,  .  .  .  Xn  , 
autres  que  a;,,  telles  que  P  =   ai^^^  +  ^i»»^»    -!-••• 

-f-  ai,n  Xn  et  Q  =  a^,^^  +    +  ^^nX    *    -j-  2a,„X2ÛC3  +  . . . 

On  aura  alors  : 

^1,1  f  =  ^'%M.a?i'  +  2f/„iPa7i  +  ai,iO 
=  {a,,,x^  +  P)«  +  «,„Q  -.  P«. 
Il  est  clair  que  ai,iQ  —  P"  est  une  fonction  homogène, 
et  du  second  degré  des  variables  x^i^  ce,,  .  .  .  Xm  autres 
que  x^.  En  opérant  sur  cette  fonction  comme  sur  la  pro- 
posée, on  la  ramènera  à  un  carré  renfermant  les  variables 
flCj»  flCi,  .  .  •  ccn  >  augmenté  d'une  fonction  homogène  et  du 
second  degré  des  variables  ce,,  .t^,    ,   .   .  flc„ ,  autres   que 
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Xi  et  x^j  et  en  continuant  ainsi  Tapplication  du  même  cal- 
cul, on  ramènera  la  forme  proposée  à  être  la  somme  de 
n  carrés  de  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  variables 
Xif  a?,  .  .  .  aîf»,  le  premier  carré  renfermant  toutes  les 
variables,  le  second  n'en  renfermant  plus  que  n  —  i,  le 
troisième  n —  2,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  n"«,  qui  n'en 
renfermera  plus  qu'une. 

2®  Si  tous  les  carrés  manquent  dans  la  forme  proposée,  on 
peut  écrire  :  /  =  2ai,ja5ia?j  -f-  2Fx^  -f~  ^Qx,  -}~  ^9 
P,  Q  étant  des  fonctions  du  premier  degré  et  R  une  fonction 
du  second  degré  ne  contenant  ni  x^,  ni  x^. 

Or  on  a  : 

201,/=  4«i.t"  ^1  ^«  +  4«ot  P^i  +  4«i»«Q^i  +  201  „R, 
c.-à-d.2ai,/ =  4(ao,iEi  +  Q)  («i^o;,  +  P j  +  2ai„R  —  4PQ 
Or  on  a  identiquement  : 

4(«i»i^i  +  Q)  («i'3^2  +  ^)  =  («i»si^i  +  Q  +  ûi^i^Ca  +  P)» 

—  («111^4  +  Q  —  ai„cc,  —  P)* 
et  comme  la  fonction  204, ^R  —  4PQ  ne  contient  plus  les 
variables  x^  et  a;,,  on  aura  ramené  la  forme  f  à  être  une 
somme  algébrique  de  2  carrés,  suivie  d'une  fonction  homo- 
gène du  second  degré  des  n  —  2  variables  a;,,  x^  .  .  .  ce»  , 
autres  que  x^  et  ce,. 

En  continuant  de  proche  en  proche  l'application  du  même 
calcul,  on  voit  qu'on  aura  finalement  une  somme  algébrique 
de  n  carrés,  dont  les  deux  premiers  contiendront  les  n  va- 
riables, les  deux  suivants  n  —  2  variables  seulement,  les 
deux  suivants  n  —  4  des  variables,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'au groupe  des  deux  derniers  qui  contiendront  les  deux 
dernières  variables. 

On  peut  donc  énoncer  dans  tous  les  cas  la  proposition 
suivante  :  Étant  donnée  une  forme  quadratique  dépendant  de 
n  variables,  on  peut  toujours  la  décomposer  en  une  somme  algé- 
brique de  carrés,  dont  le  nombre  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
variables. 

Nous  disons  au  plus:  car  il  pourra  se  faire,  dans  des 
cas  particuliers  sur  lesquels  nous  aurons  à  revenir,  que 
quelques-uns  de  ces  carrés  disparaissent. 

Il  est  utile  d'observer  que  les  fonctions  linéaires  entrant 
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sous  les  carrés  sont  généralement  indépendantes  les  unes 
des  autres  ;  car  en  donnant  à  ces  fonctions  des  valeurs 
arbitraires,  on  en  déduira,  en  remontant,  un  système 
deyaleurs  de  œny  acni^,..  xi,  a;i,  uniques  et  bien  déter- 
minées. 11  est  donc  impossible,  dans  le  cas  général,  qu'il 
existe  entre  ces  fonctions  linéaires  Ai,  A2,. . .  An,  une  rela- 
tion identiquement  satisfaite,  telle  que 

Tvi    A.I    +   A2   A2   +.  .  .  .    +  An  An  =  O 

où  Xi,  X-2. .  .   Xn    seraient  des  constantes. 

Or  c'est  précisément  l'absence  d'une  telle  relation  qui 
constitue  l'indépendance  des  fonctions  linéaires  Ai,  A2»... 

An* 

LcÀ  de  l'inertie  des  formes  quadratiques.  —  M.  Sylvester  a 
démontré  que  les  formes  quadratiques  jouissent  d'une  pro* 
priété  très  importante  dont  voici  l'énoncé: 

Etant  donnée  une  forme  quadratique  f,  il  existe  évidem* 
ment  bien  des  manières  différentes  de  la  décomposer  eu 
somme  de  carrés.  Parmi  ces  carrés  les  uns  sont  affectés 
du  signe  +,  les  autres  du  signe  — . 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  te  nombre  des  carrés  positifs 
et  le  nombre  des  carrés  négatifs  sont  toujours  les  mêmes  y  quelle 
que  soit  la  voie  suivie  pour  la  décomposition. 

M.  Laurent  a  donné  récemment,  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques j  une  démonstration  intéressante  de  cette 
loi  d'inertie.  Celle  que  nous  adopterons  ici  est  due  à  Jacobi  ; 
elle  ne  suppose  pas  que  le  nombre  des  carrés  soit  précisé- 
ment égal  au  nombre  des  variables;  celles-ci  peuvent  ôtre 
aia  contraire  en  nombre  supérieur  au  nombre  des  fonctions 
linéaires  entrant  sous  les  carrés. 

Supposons  donc  qu'on  ait  décomposé  la  forme  consi- 
dérée de  deux  manières,  et  soit 

10  /•  =  R,«  4-  R,«  -f . . . .+  Ri«  —  S,«  —  S,«  —....—  Sk\ 
i  -^  k  étant  le  nombre  des  carrés,  et  les  fonctions  linéaires 
R,,  Rt,..-  Si,  Sj,...  étant  supposées  indépendantes  les 
unes  des  autres; 

2«  /•  =  Ui«  +  U.«  +. . .  +  LV  —  Vi»  —  V,«— . . .—  Vn«, 
m  -}-  n    étant   le    nombre    des    carrés    de    cette    seconde 
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décomposition,   et   Ui,  U,, . . .  V^,  Vj, . .  •  étant   ou   n'étant 
pas  indépendantes. 
Établissons  qu'on  a  w  >^  t  et  n  >_  k. 

En  effet,  si  l'on  avait  In  <  i,  on" en  déduirait  m  -\-  k 
<  *  -f-  ^'  Considérant  alors  les  *  +  '^  fonctions  indépen- 
dantes Ri  R,...Ro  ^it  Sj,.  .Sa,  et  en  même  temps  les 
m  -\-  k  fonctions  dépendantes  ou  indépendantes  S^,  S,,... 
Sa-,  Ui,  U,,...U"',  on  pourrait  donner  aux  variables  des 
valeurs  telles  que  les  m  -\'  k  secondes  fonctions  seraient 
nulles  sans  que  les  i  -j-  k  premières  le  fussent  toutes  à 
la  fois;  on  aurait  alors 

/•  =  R,«  +  R/  +. . .+  Ri«  =  —  \V  —  V.«  -. . .—  V,.«: 
ce  qui  est  évidemment  absurde. 

m  ne  peut  donc  pas  être  moindre  que  t,  et  on  recon- 
naîtrait par  un  raisonnement  analogue  que  n  ne  peut  pas 
être  moindre  que  K. 

Admettons  maintenant  que  les  m  -\-  n  fonctions  de  la 
seconde  composition  soient  indépendantes,  que  les  i  -{-  k 
premiërçs  le  soient  ou  non,  on  aura,  en  vertu  du  raison- 
nement précédent,  i  >  m  et  k  >^  n. 

Des  lors,  si  les  foiîclions  obtenues  dans  les  deux  décom- 
positions sont  indépendantes,  ce  que  nous  supposerons, 
on  ne  pourra  satisfaire  aux  conditions  établies  qu'en  faisant 
i  =  m  et  n  =  K,  ce  qui  démontre  la  loi  d'inertie  énoncée. 

Définition  de  Vinvariant  d'une  forme  quadratique,  —  Consi- 
dérons une  forme  quadratique  /  =  ^i.kXiXk  renfermant 
n  invariables  x^,  x^y...Xn. 

Représentons  par  /i,  f^j...fn  les  demi-dérivées  partielles 
de  cette  forme  par  rapport  à  chacune  des  variables;  on 
aura  évidemment  : 

A  =  ûu^i   +  ûii^i  +•  .  •+  «in  oCi 
1%  =  ^ai^i  "F  ^ji*^i  4"  •  •  •  "j"  ^%n  Xn 


On   appelle  invariant   de   la   forme  /"  le   déterminant   des 
coefficients  des  variables  Xj,  x,,... a?,»  dans  ces  n  relations. 
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II  est  facile  de  yoir  qu'en  vertu  de  la  définition  des  formes 
quadratiques»  atk  étant  égal  à  aki,  cet  invariant  est  symé- 
trique par  rapport  à  sa  diagonale  principale. 

Théorème.  —  Si  Von  fait  une  substitution  linéaire  dans 
une  forme  quadratiquCy  on  obtient  une  autre  forme  dont  Vin- 
variant  est  égal  à  celui  de  la  première  forme  multiplié  par  le 
carré  du  déterminant  de  la  substitution. 

Rappelons  d'abord  que,  en  général,  faire  une  substitution 
linéaire,  c'est  remplacer  certaines  variables  x,  y,  ;5, . . .  par 
des  fonctions  linéaires  et  homogènes  d'autres  variables  x\ 

Prenons  pour  exemple  le  cas  de  trois  variables;  les  rai- 
sonnements se  font  de  la  même  manière  pour  un  plus  grand 
nombre  de  variables,  et  nous  aurons  une  écriture  plus 
simple. 

La  substitution  linéaire  sera  de  la  forme 

X  =  ax   +  fry'   +  ex 

y  =  ax    -|-  OJ/    +  CjS 

z  =  ax  4-  Vy   +  c'js' 
Le  déterminant  abc  que  l'on  suppose 


a 

b 

c 

(i 

b' 

c' 

a 

b- 

c' 

toujours  ^  G  s'appelle  le  déterminant  de  la  substitution. 

Après    une  première  substitution,  on  peut  en   faire  une 
seconde  déterminée  par  les  relations. 

X  =0^  +  Py'  +  yz 
y  =  aj?   +  py  +  yj5 

X,  y,  z  s'expriment  alors  au  moyen  des  variables  x%  y\  %\ 
et  il  est  facile  de  voir  que  le  déterminant  de  la  substitution 
résultante  est  le  produit  des  déterminants  des  deux  sub- 
stitutions composantes  ;  car  on  a  : 

.r=(a^  +  6a +ca')aj'+(a&  +6?'  +cP')î/'+(ay  +6^'  +c  y"K 

et  le  déterminant  de  cette  substitution  finale  n'est  autre 
chose  que  le  produit  des  deux  déterminants  . 
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abc 

a     p    Y 

abc 

et 

»'   P'  Y 

a'  b"  c' 

a"  p-  y" 

On  voit  aussi,  au  moyen  d'un  raisonnement  très  usité  en 
mathématiques  (logarithme  d'un  produit,  module  d'un  pro- 
duit, etc.),  que,  si  Ton  fait  plusieurs  substitutions  successives, 
le  déterminant  de  la  substitution  résultant  sera  le  produit 
de  tous  les  déterminants  des  substitutions  considérées. 

Cela   posé,  soit  une  forme   quadratique  à  trois  variables 
ac,,a;„  x^;  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  suivante  : 
f=  x^iui^x^  +  aijcc,  +  flijOJa)  +  x^  (a^iX^  +  a^t^'{- a^^Xj^)  (1) 

+  ^8(081^1     +  ûsa^i  +  «88^l) 

Considérons  la  substitution 

x'i  =  a^Xi  +  piX,  +  YiX, 
X,  =  a,X,  +  p,X,  +  Y,K,  (2) 

Xg  =  a,Xi  +  pjX,  +  YaX^s 
Portons  d'abord  les  valeurs  (2)  dans  les  fonctions  linéaires 
mises  entre  parenthèses  dans  (1)  ;  nous  aurons  : 
f=x,  (M,,X, +M,,X,+M,,X, +ic,  (M,iX, +M„X.+M„X3)  (3) 

+a;a(M,,X,+M„X,+M„X,) 
les  quantités  ainsi  représentées  par  les  lettres  M  étant  les 
suivantes  : 

Mil    =    «11*1    +    "l>*2    +    OlS*3 

Ml,  =  a,iPi  +  ai,p,  +  ai,p, 
Ml,  =  rtuYi  +  «i.Y*  +  ûisï»   etc. 


et  le  déterminant 


11  -^11  -^u 


M, 

M. 


Mil  M 
M,i  M„  ^xj, 
Mai  M3,  M,j 
le  produit  des  deux  déterminants 


étant  précisément 


a 
a 


11 


st 


«12 


a 

a 


13 


28 


^31     ^8«     ^38 


A  et 


^8 


Pi  n 

P8       Ï8 


0 


Achevons  la  substitution  en  portant  les  valeurs  (2)  à  la 
place  des  variables  mises  en  facteurs  dans  (1),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  à  la  place  de  ces  mômes  variables  dans  (3) 
écrite  comme  il  suit  : 

f=  Xi(Miia[îi  +  MjiX,  +  MjidTa)  +  X,(M„.ri  -f-  M«jf,  -|-  M,.aî,) 

+  X3(M,3Xi  +  MjjiTj  +  m^x^) 
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U  tient  : 

F=I,(P»iX,  +  P„X,  +  P„0,)  +  X,(P„X.  +  P.,X,  +  Pï,Xa) 

+  x,(P„x,  4-  p.,x,  +  p„x,) 

les  quantités  ainsi  représentées  par  les  lettres  P  étant  les 
suivantes  :  P^^  =  Muz^  +  M^ja,  +  ^ji*» 

P«i  =  M,,?,  +  M,i^  +  M„p„    etc. 


et  le  déterminant 


"il     -^21     -^81 


qui  est  Tinvariant  de 
la  forme  nouvelle  F, 


P.i  P 

Pu   P«   P3« 

P«i  P«i  Pas 
étant  précisément  le  produit  des  deux  déterminants 


Mh  Mi,  M„ 
M..  M„  M 


^Sl 


^IS 


M.a   M..  M, 


=  A8     et 


Pi   ïi 

P.  T. 
P8   Ta 


=  5 


c.-à-d.  le  produit  A8*. 

Or  A  est  ce  que  nous  avons  défini  l'invariant  de  la  forme  /, 

et  3  est  le  déterminant  de  la  substitution.  Donc  le  théorème 

est  démontré. 

(A  suivre.) 


RECHERCHE  DES   FACTEURS  COMMENSURABLES 

d'une  équation  de  degré  quelconque  y 

Par  u.  48.  de  M^ngéhwkntpBf  professeur  de  mathématiques  si^éeiales 

au  Lycée  Charlemagne. 


Lorsqu'un  polynôme  entier  F(a?),  est  le  produit  de  deux 
facteurs,  dont  l'un 

est  de  degré  p  et  a  tous  ses  coefficients  commensurables,  on 
(lit  que  fesi  un  facteur'  commensurable  (tordre  p,  de  l'équation 

F(x)  =  o. 
La  recherche  de  ces  facteurs  se  fait  ordinairement  par  la 
méthode  de  Lagrange,  laquelle,  comme  on  le  sait,  consiste 
à  diviser  F  par  /*  et  à  écrire  que  le  reste,  polynôme  de  degré 
(p —  i),  est  identiquement  nul.  Le  procédé  que  nous  allons 
exposer  nous  parait  remplir  le  môme  but,  par  des  calculs 
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plus  simples.  Le  principe  qui  leur  sert  de  base,  et  qui  est 
des  plus  élémentaires,  nous  a  été  inspiré  par  la  lecture  d'une 
note  de  M.  Landry  (*),  dans  laquelle  ce  géomètre  expose 
une  manière  ingénieuse  de  trouver  les  facteurs  de  la  forme 
{xP  —  o),  a  étant  un  nombre  commensurable. 

1.  M.  Landry,  dans  le  mémoire  cité,  part]de  cette  remarque 
évidente  que  Téquation  proposée  peut  s'écrire: 

<Pi(ccP  )  -f  x^i{xP)  -{■..,  -^xP  -  ^^p(xP)  =  o. 
11  faut  remarquer  pour  apprécier  la  simplicité  de  la  méthode, 
que  ces  fonctions  (f^,  o,,  .  .   .  (pp  »  sont  immédiatement  déter- 
minées, à  la  seule  inspection  de  l'équation  proposée.  Soit  a 
une  racine  quelconque  de  l'équation  xp  —  a  =  o;  elle  est 
donc  racine  de  l'équation  proposée,  ce  qui  donne  l'égalité 
çi{a)  -f  *?2(o)  +  .  .  .  +  aP  -  i(pj9(a)  =  o. 
Considérons  maintenant  l'équation 

cpi(a)  +  Xcp,(a)  +  .  .  .  +  Xp  -  içp  (a)  =  o    (1) 
qui  est  de  degré  p  —  i  et  satisfaite  par  p  nombres  différents, 
savoir  les  p  racines  de  l'équation   binôme  xp   —  a  =  o; 
l'équation  (1)  est  donc  une  identité,  et  l'on  a 

?i(o)  =  o    ft(a)  =  0  .  .  •     <pp  (a)  =  o.  (2) 

Il  faut  remarquer  que  parmi  ces  équations,  deux  ou  trois 
sont  distinctes  ;  autrement  les  fonctions 

(p,(aîP),    Oi(xP)  ...     9p{xP) 
seraient  identiques  à  des  facteurs  constants  près,  et  l'équa- 
tion se  décomposerait  en  deux  facteurs, 

9,(a5P  )  =  o 

A|  +  k^x  +  .   .   .  -}-  A.pxP  ~  ^  =  o; 

et  en  posant  xp  z=y,    les  facteurs  commensurables   de  la 

forme  (xP —  a)  sont  donnés  par  les  racine  ;  commensurables 

de  l'équation  <pi(t/)  =  o. 

Ce  cas  exceptionnel,  et  d'ailleurs  favorable,  étant  mis  de 
côté,  on  voit  donc  que  le  nombre  cherché  o  doit  être  racine 
des  p  équations  (2).  On  cherchera  le  p.  g.  c.  d.  des  polynômes, 


(*)  Éguaiions  numériques;   Racines  commensurablos  de  tous  les   degrés. 
Librairie  Hachette)  1870. 
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soit  ^(y)  ce  p.   g,  c.  d.  et  a  une  racine  commonsurahle  de 

V  éq^aatioa  M^(y)  ==  b  • 

(xi^ —  a)  est  un  facteur  de  Téquation  donnée. 

Eu  lésumé,  ayant  forniéf  chose  qui  se  fait  immédiatement,  les 
foîwtioivi  9, (y)    (p,(i/).   .   .     ^p(y): 

1°  Si  elles  n*anl  pctë  de  p,  g.  c.  d. ,  on  peut  affirmer  que 
{équation  proposée  n'a  pas  de  facteur  (commensurable  ou  non) 
de  ta  forme  (xP  —  a); 

2®  S*  elles  ont  un  p.  g.  c.  d,  V^(y)  et  si  Inéquation  V(y)  =  o 
admet  des  racines  commensurables  Si  f  h,.  .  .  F  équation  donnée 
admet  les  fadeurs  cfmmensurables  (xp  —  a),  (xp  —  b).   .   .  ; 

3^  Si  l'équation  ^(y)  ==  o  na  pas  de  racine  commensurable^ 
r équation  donnée  n'a  pas  de  facteur  commensurable  de  la  forme 
(xF —  a)y  mais  die  se  décompose  en  deux  facteurs  commensuror 
blés  dont  l'un  est  ^  (xp  ). 

3.  —  Telle  est,  rapidement  exposée,  cette   méthode  de 
M.  Landry  qui  nous  parait  d'une  pratique  commode  ;  il  nous 
reste  à  dire  comment  nous  Tavons  étendue  à  la  recherche 
d'un  facteur  commensurable  d'ordre  p  et  quelconque. 
Nous  ferons  d'abord  la  remarque  qu'après  avoir  posé 

y  =  xP-^diXP  -  i  -\-  .    .    .  %p  ^  1  X  (1) 

on  peut   toujours   écrire    identiquement    l'équation   donnée 
F(x)  sous  la  forme 

r{x)  =  niy)  +  x/i(y)  +  .   .   .+xP-ifp  (y).      (2) 
Bn  effet  de  (1)  on  tire 

xP  =  y  -^  oi^xP  -  ï  .   .   .  —  %p-  ^x 
et,  par  suite, 

lcP  4- 1  =  yo;  —  otP  —  ïo;*  .    .    .  —  diXP 
ou, 
asp  +  I  =yx — aP  —  ix* .  . .  — dfXP  +  i  —  7.^(y  —  a,asp  —  i  .  . . 

—  (xP  —  ix)  ; 
xp  +  I     est  donc  comme  xp  donné  par  une  expression  de  la 
forme, 

A|  -|-  A,x  .   .  .  +  A-p  X'P  —  I  ;  (3) 

Aj,  A,,  .  .  .  Ap  étant  fonction  des  lettres  y,  «i  .  .  •  «p—  i> 
mais  pas  de  la  lettre  a?.  De  ay  +  *,  on  déduira  par  uu  calcul 
semblable  et  de  proche  en  proche  pour  xp  +  2,  jcp  -H  3,  , 


•  « 
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des  expressions  de  la  forme  (3)  ;  substituant  alors  dans  F, 
asP ,  a?p +  *,...  05"»  par  ces   expressions  ainsi  calculées, 
F  prendra  bien  la  forme  indiquée. 
3.  —  Ceci  posé,  soit 

f=XP-\-  diXP  —  *  +  .  .  .  +  op  —  4CC  —  ap  , 
un  facteur  commensurable  de  l'équation  F(x)  =  o,  qui  est 
supposée  n'avoir  que  des  racines  simples;  et  désignons  par 
a  une  racine  quelconque  de  /*  =  o,  a  sera  aussi  racine  de 
F  =1  o  et  en  remplaçant  x  par  a,  dans  (3),  remarquant  en 
même  temps  que 

aP  +  a*,  aP  —  *  -)-  .     .    .   +  «P  —  1*  =  *p  > 
que  par  suite  la  lettre  y  qui  figure  dans  cette  identité  prend 
pour  03  =  a  la  valeur  ap  ,  il  vient 

o  =  A(*p )  +  aA(»p )  +  .  •  •  +^-%M> 

et  si  Ton  considère  Téquation, 

^p  -  '/i.(«p  )  +  .••+  x/;(«p  )  +  A(«P  )  =  o. 

Celle-ci,  étant  satisfaite  par  les  p  racines  différentes  de 
réquation  f  =  o,  est  une  identité  et  Ton  a,  pour  détermi- 
ner les  p  inconnues  a^,  a,,  ...  a^ ,  les  p  équations 
/i(ap  )  =  o,  f^(xp  )  =  o  ...  fp{ap)  =  o, 

L'élimination  de  a„  a,,...  a^ ,  si  elle  se  fait  sans  intro- 
duction de  facteurs  étrangers,  conduira  à  une  équation  en 
tti  de  degré  CwiP ,  parce  que  ( —  a^)  représente  la  somme 
de  p  racines  quelconques  de  l'équation  donnée.  On  cherchera^ 
par  la  méthode  ordinaire,  les  racines  commensurables  de 
cette  équation  ;  ayant  trouvé  l'une  de  ces  racines  aj,  la 
détermination  des  autres  inconnues  a,,...  a^,  se  fait 
généralement  par  des  équations  qui  ne  sont  que  du  premier 
degré.  En  effet,  considérons  a,  par  exemple  ;  il  y  a  entre 
tti  et  «2  deux  équations,  et  par  des  combinaisons  connues 
et  généralement  possibles  on  pourra  obtenir  une  équation 
en  a^  et  a„  ne  renfermant  a,  qu'au  premier  degré. 

(A  suivre.) 
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QUESTIONS    PROPOSEES 


Mathématiques  spéciales. 

209.  —  a,  by  c,  dy  désignant  des  nombres  entiers  et  posilifs 
(i  +  x)^  +  ^  +  (i  +  ^)^  "^  *  est  divisible  par  a?«-(- a;  +  i  ; 

x3a  —  1  -j-  a^fr  -j-  aj3o  +  1  est  divisible  par  x"  -f-  ^  +  i  > 
-c*o_j.j.46+<_j_ap4cH-ï-|_ac*^  -h  3  estdivisibleparûc*-(-a;*+^+ï* 

(H.  Laurent.) 

210.  —  La  valeur  de  la  série 

^1         ,  <h  i  û 


+     ..       ■      .w.       .     ,.    +..      .     ...     ?....      .     ..-f 


«1  +  1  («1  +  0(a.  +  0        «t  +  i)(a«  +  0(«i+  0 

est  un  si  leproduit 

(a, +  i)(a. +  i)(a,+  i)... 
est  infini,  ce  qui  a  lieu  en  particulier  si  la  série  à  termes 

positifs  fli  +  ^2  +  ^3  ~f-  •  •  • 

est  divergente. 

La  série  précédente  est  convergente  si  le  produit  tend  vers 
nne  limite  déterminée  ;  elle  est  divergente  si  le  produit  est 
nul  ou  indéterminé.  (H.  Laurent,) 

211.  — L'équation 

ce"*  ""  **  X^  ""  3       .       X^  ^  3 

Ka:'»+— j—  +— ^—  +—3—  +...=0 

a  toutes  ses  racines  imaginaires  si  m  est  pair,  et  une  seule 
racine  réelle  si  m  est  impair.  K  est  quelconque. 

(H.  Laurent.) 

212-  —  Soit  V  un  polynôme  entier  en  x;  Vj  sa  dérivée. 
On  peut  toujours  trouver  un  polynôme  X  tel  que  XV^  —  i 
soit  divisible  par  V  ;  soit  V,  le  quotient,  on  détermine  V3 
à  l'aide  de  V^  et  de  Vj  comme  on  a  déterminé  V,  à  Taide 
de  V  et  Vi,  etc.  La  suite  V,  V,,  V„  V,:..  peut  remplacer 
la  suite  de  Sturm  si  V  =  o  n'a  pas  de  racines  égales. 

(H.  Laurent.) 

213.  —  Soit  l'équation  à  coefficients  positifs 

X  —  axm  —  *  +  èficw*  —  *  —  cic"»  —  3  -|- . , .  =0, 
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il  y  aura  des  racines  imaginaires  si  Tune  des  conditions  sui- 
vantes est  remplie  :     b  > a*  ; 

I.  2.  m 

(m  —  i)  (wi  —  2)      _ 

I.  2.  3.  m* 

(H.  Laurent.) 

214.  —  Faire  voir,  à  l'aide  de  la  seule  théorie  des  loga- 
rithmes que  si  Ton  trace  les  courbes  représentées  par  les 
équations  y  =r  ûf,  y  =  fea?, 

Tune  d'elles  deviendra  la  projection  de  Tautre  si  on  fait 
tourner  son  plan  d'un  angle  convenable  autour  de  l'axe  des  y. 
—  Exprimer  cet  angle  en  fonction  du  module  relatif  des  deux 
systèmes  de  logarithmes  correspondants.  (Picquet.) 

215.  —  Démontrer  que  pour  trouver  la  dérivée  d'un  déter- 
minant dont  tous  les  éléments  sont  fonction  d'une  même 
variable,  il  suffit  de  faire  la  somme  des  déterminants  obte- 
nus en  remplaçant  dans  le  déterminant  proposé  tous  les 
éléments  d'une  colonne  par  leurs  dérivées.  (Picquet.) 

216.  —  Trouver  les  dérivées  des  fonctions  circulaires 
inverses  arc  sin  x,  arc  cos  x,  arc  tg  x 

en  s'appuyant  seulement  sur  la  définition  de  la  dérivée  et 
sur  les  formules  inverses  de  l'addition  des  arcs  : 

arc  sin  x  -f-  arc  sin  y  =  arc  sin  (cc}^i  —  y*  +J/  /i  —  a?*) 

arc  cos  x  -f-  arc  cos  y  =  arc  cos  (xy  —  Y^  —  x*Yi  —  y*) 


arc  tg  OD  -f-  arc  tg  a?  =  arc  tg 


î  —xy 

(Picquet.) 


217.  —  Étant  données  deux  circonférences  C  et  C  tan- 
gentes entre  elles,  et  une  de  leurs  tangentes  extérieures  AB, 
on  mène  une  circonférence  C  tangente  aux  deux  circonfé- 
rences proposées  et  à  AB,  puis  une  circonférence  G"'  tan- 
gente à  G,  à  G"  et  à  AB,  et  ainsi  de  suite.  On  propose  d'étu- 
dier les  séries  formées  par  les  rayons  de  ces  circonférences 
successives  et  par  les  surfaces  des  mêmes  cercles.  On 
donne  AB  =  2a,  et  AG  =  R. 

218.  —  Soit  la  série 


—  il  — 

i  +  _^__  4  x{x+i) 

^  +  P+i(a;+p+  i){cc+p+2)"^  •   •   ' 

^  x{x+  i)(a;  +  2)  ,  .   .  (cc  +  n) ^ 

(a?  +  p+  i)(^+p  +  2)  .  .  .  (a;  +  p+  n4-  i)"^'  '  ' 
on  demande  d'établir  que  cette  série  est  convergente  quand 
p  est  positif,  divergente  quand  p  est  négatif,  et  de  déduire  de 
la  considération  de  cette  suite  une  démonstration  du  théorème 
de  Duhamel.  Examiner  aussi  le  cas  intermédiaire  oh  p  =  o . 

219.  — Démontrer  la  règle  de  Leibnitz  pour  trouver  la 
dérivée  n™«  d'un  produit  uv  de  deux  fonctions  de  x  ; 

en  démontrant  que,  si  cette  règle  est  vraie  pour  la  dérivée 
d  ordre  (n  —  i),  elle  est  encore  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre 
^'  Appliquer  ce  théorème  à  la  recherche  de  la  dérivée  n"® 
de  la  fonction  y  =  g*»  cos  {mx  +  p) . 

220.  —  Soit  la  fonction        y  = 

x'^  -\-  i 

1°  Démontrer  qu'en  désignant  par  y\  i/', . . .  i/in)  les  dérivées 
successives  de  y,  on  a  entre  trois  dérivées  consécutives  la 
relation 

{«'  +  i)  t/(„)  +  2nxy[n  - 4)  +  n  (»  —  i)  2/(n -*)  =  o. 
2*  Démontrer  que  si  l'on  pose 

t/,„,  =(-!)»  ,.2,3...n^— p^ti^, 

Vft4.  ^  est  un  polynôme  en  x  du  degré  (n  -|-  i),  dont  le  pre- 
mierterme  est  aC*  +  S  et  que,  entre  trois  polynômes  consécu- 
tifs, on  a  la  relation 

Vn—  2û5Vn-i  +0  ■fx*)Nn-%=0. 

3°  En  faisant  V  =  i ,  le  théorème  de  Sturm  s'applique  à  la 
suite  des  polynômes  Vn,  V«  _|-  ^,  etc.  et  les  racines  de  l'équa- 
tion Vn  =  o  séparent  celles  de  l'équation  V,»  —  ,  =  o. 

4**  Les  coefficients  de  V  sont  des  fonctions  linéaires  de  la 
constante  a,  et  en  posant 

Vn  =  Pfi  —  aQn  ,  on  a,  si  a?  =  cotg.  9; 

COtgfKp=  — , 

Conclure  de  là  des  expressions  trigonométriques  des  racines 
de  l'équation  Vn  =  o. 
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Remarque.  —  On  pourra  établir  cette  relation  en  posant  : 

cos  n©  sin«  © 

sin"  9  sin»»  ç 

et  prouvant  que  Un  est  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  n 
où  Ton  fait  x  =  cotg  <p,  et  que  trois  polynômes  consécutifs 
sont  liés  par  la  relation 

U»  —  2XUn,  -<+(l+^*)    Un  —  2  =  0. 

5®  On  propose  d'établir  que  les  polynômes  V«  satisfont  aux 
deux  équations  suivantes  : 

nVn  +  1  =  2  nxVn  —  (2  +  œ*)  V  n  ; 
(i  +  X*)  V'n  —  2  (n  —  i)  05  V'n  +  n  (n  —  l)  Vn  =  0. 


ERRATUM 


Dans  renoncé  de  la  question  202,  il  s'est  glissé  une  erreur;  la  seconde  équa- 
tion doit  être  écrite  comme  il  suit  : 

xy  -j-  xs  —  y»  =  6  [(a  -f  c)  (a  —  c)  (20  —  6)  +  2ot']. 

Cette  correction  est  indispensable  pour  obtenir  des  valeurs  commensu râbles 
de  X,  y  y  z,  ce  qui  est  tout  rinlérét  de  la  question. 


AVIS 


Il  reste  à  résoudre  les  questions  :  175,  184,  185,  18G,  192,  193.  200,  201,  202, 
203,  204. 

Toutes  les  autres  questions  sont  déjà  insérées,  ou  le  seront  prochainement. 

A  ce  sujet,  nous  rappellerons  les  avis  que  nous  avons  déjà  donnés  pour  la 
solution  des  questions  proposées. 

Chaque  solution  doit  être  mise  sur  une  feuille  séparée,  i)ortant  le  nom  de 
celui  qui  a  résolu  la  question,  l'établissement  auquel  il  appartient,  le  numéro 
de  la  Question  et  l'énoncé. 

La  fiffure  doit  être  faite  à  part  avec  beaucoup  de  soin,  de  façon  à  ce  qu'elle 
puisse  être  reproduite  directement  en  cas  de  besoin. 

Toute  solution  qui  ne  remplirait  pas  ces  conditions  peut  parfaitement 
échapper  à  notre  examen,  et  nous  ne  répondons  pa$  de  son  insertion. 

Nous  rappelons  que,  à  moins  d'avis  contraire,  nous  n'acceptons  pas  de  solu- 
tion de  proiesseurs  pour  les  questions  proposées. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KOEHLER. 


IVPftlllSRIB  CEHTRALE  DES  CHEMINS  DE  FKB.   —  A.   CBAIX  ET  &*, 
RUE  BBR«kRB,  SO,  i  PARIS.  —  S40SQ-9. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

ET  DB  LEURS  PROPRIÉTÂS 

Far  M.  ILwLmmofj,  maître  répétiteor  au  Ijoée  Loois^le-Orand. 


I.  Définition.  —  Le  lieu  géométrique  des  points  dont  le 
rapport  des  distances  à  une  droite  fixe  et  à  un  point  fioce  est 
constant^  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  suivant  que  ce  rap- 
port  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

Bans  le  cas  où  ce  rapport  est  égal  à  l'unité,  la  courbe  est 
une  parabole,  et  l'étude  de  cette  courbe  est  faite,  d'après 
cette  définition,  dans  tous  les  traités  de  géométrie  élémen- 
taire. 

Soient  (fig.  4),  M  un  point  du  lieu,  D  la  droite  et  F  le 
poiut  fixe,  FD,  MP  perpen- 
diculaires sur  la  droite  D, 
h  la  distance  des  deux  pa- 
rallèles MP  et  FD,  FD  =  d, 

m  ,  ,       , 

—  le  rapport  donné. 

En  prenant  pour  incon- 
nue la  distance  MP  =  x, 
on  déterminera  le  nombre 
des  points  du  lieu  situés  sur  une  parallèle  à  FD. 

On  a,  par  définition,   >-.-^   =  — . 
'  ^  MF  n 

Bn  abaissant  la  perpendiculaire  MH  sur  FD,  on  a  le 

triangle  rectangle  MFH  qui  donne 

MF«  =  A«+  {x  —  d)\ 

d'oh,  en  vertu  de  la  proportion  précédente, 
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Fig.  4. 


yA«  +  (x  —  d)»         n 
Élevant  au  carré  et  développant  par  rapporta  x,  on  obtient 
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réquation 

x»  (m»  —  n*)  —  2  dm^x  +  m«  (ft«  -f  d«)  =  o.    ,  (1) 

Cette  équation  est  du  second  degré;  elle  indique  qu'il 
existe  deux  points  M  et  M'  du  lieu  sur  la  ligne  MP,  et  si  l'on 
convient  d'appeler  degré  d'une  courbe  le  nombre  des  points 
oîi  elle  est  coupée  par  une  droite,  on  dira  que  l'ellipse  et 
l'hyperbole  sont  des  courbes  du  second  degré. 

IL  Vellipse  et  rhyperbole  ont  deux  axes  de  symétrie.  — 
L'équation  (1)  est  indépendante  du  signe  de  h  ;  donc  il  existe 
une  seconde  parallèle  à  FD,  symétrique  de  la  première  MP 
par  rapport  à  FD  ;  cette  parallèle  renferme  également  deux 
points  du  lieu  donnés  par  la  même  équation  (1),  ce  qui 
prouve  que  ces  deux  points  sont  exactement  à  la  même  dis- 
tance de  D  que  les  points  M  et  M'  ;  la  ligne  FD  est  donc  un 
axe  de  symétrie. 

Soient  x  et  x'  les  racines  de  l'équation  (1)  ;  on  a 

.  ,      r,         2dm* 

X'f'X    = — ; -, 

'  m* — n* 

relation  indépendante  de  h  ; 

Si  l'on  prend  sur  DF,  et  à  partir  du  point  D,  une  longueur  DO 

égale  à  — — — ,  c'est-à-dire  égale  à — ,  et  si  au  point  0 

on  élève  une  perpendiculaire  à  FD,  les  points  M  et  M' seront 
symétriquement  placés  par  rapport  à  cette  perpendiculaire. 
Gomme  la  somme  x'  -{-  x"  est  indépendante  de  A,  il  en  sera 
de  même  des  points  de  chaque  parallèle  à  FD.  La  courbe 
possède  donc  un  second  axe  de  symétrie,  perpendiculaire 
au  premier;  on  sait  qu'alors  elle  possède  un  centre^  qui 
est  le  point  d'intersection  des  deux  axes. 

Corollaire  I.  —  Il  existe  par  suite  un  second  point  F'  et 
une  seconde  droite  D',  symétriques  du  point  F  et  de  la 
droite  D  et  possédant  par  rapport  à  tous  les  points  du  lieu 
les  mêmes  propriétés  que  ce  point  F  et  cette  droite  D. 

Corollaire  II.  —  On  a,  par  définition, 

MP  _  MT  _  m 
MF  ~  MF  ""  n  ' 
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or,  k  cause  de  la  symétrie, 

MT         MF 


MF         MF   ' 
MP         MP         MP'drMP         m 
elpar   suite:   -mf=i^=  mF  ±  MF  =V        <*> 

111.    —    Les    propriétés   précédentes    sont    communes   à 
VeUipse  et  ïi  l'hyperbole  ;  comment,  partant  delà  définition, 
peni-on  caractériser  chacune  de  ces  courbes? 
L'équalion  (1)  donne  pour  le  produit  de  ces  racines  : 

,  .  _   m'(A«4-d«) 
^^  -      m»-n«      • 
el  ce  produit  est  positif  si  m  >  n,  négatif  si  m  <  n. 

i^  m  >  n  ;  ellipse.  —  Dans  le  premier  cas,  m  >  n,  la 
courbe  est  une  ellipse  ;  de  ce  que  la  somme  x  -j-  x'  est  égale- 
ment positive,  on  en  conclut  que  les  deux  valeurs  x  et  x' 
sont  positives.  Si  Ton  porte  à  droite  du  point  P  les  valeurs 
positives,  on  voit  que  les  points  M  et  M'  sont  compris  entre 
les  deux  droites  D  et  D'  ;  en  prenant  dans  la  dernière  pro- 
portion (2)  le  signe  +,  on  a 

MF  +  MP  _  m 
MF-f  MF   ~   n  ' 

or  MF  +  MP  =  4^, 

et  par  suite  MF  +  MF  =    \^^^, 

*^  m* — n' 

Cette  somme  est  constante  ;  donc,  VelUpse  est  aussi  le  lieu 
des  points  dont  la  s&mme  des  distancés  à  deux  points  fixes  est 
constante. 

Les  points  F  et  F'  sont  les  foyers  de  l'ellipse  ;  MF  et  MF', 
les  rayons  vecteurs  ;  les  droites  D  et  D',  les  directrices. 

L'ellipse  est  une  courbe  fermée.  —  En  effet  le  produit  x  x" 
ne  peut  dépasser  un  certain  maximun  qui  a  lieu  lorsque 
ac'  =  x'f  puisque  la  somme  x  +  x''  est  constante  ;  alors 

X   —  X    —   — •  «9 

m"  —  n* 
Pour  avoir  la  distance  de  ce  point  à  la  droite  FD,  il  faut 
dans  le  produit  x  x"  remplacer  x  et  x  par  cette  valeur,  ce 


qui   donne 


d*m* 


—  82  — 


m"  —  n* 


d'où  Ton  tire  A'  = 

m*  —  n* 

La  parallèle  menée  à  cette  distance  à  la  droite  FD  est 
tangente  à  Tellipse  ;  et  cette  yaleur  de  h  est  la  longueur  du 
demi-petit  axe. 

Quant  à  la  valeur  minimum  du  produit  x'x'",  elle  a  lieu 
pour  A  =;  G,  ce  qui  donne  les  deux  points  de  la  courbe  situés 
sur  FD  ;  les  perpendiculaires  à  FD  menées  par  ces  deux 
points  sont  évidemment  tangentes  à  Tellipse;  leur  distance 
constitue  la  longueur  du  grand  axe  de  Tellipse.  La  courbe 
est  donc  renfermée  entre  quatre  droites  perpendiculaires 
deux  à  deux  et  constituant  un  rectangle,  dont  les  côtés  ont 
même  longueur  que  les  axes  de  la  courbe. 

2^  m<n;  hyperbole» —  Le  produit  xx'^  est  négatif;  les 
deux  points  M  et  M'  sont  de  part  et  d'autre  de  la  droite  D. 
Soit  X  la  racine  positive,  x'^  la  racine  négative  ;  la  diffé- 
rence de  ces  racines  est  , 

2amn 


X  —  X    — 


,«  ' 


wi"  —  n 
elle  est  essenliellemeut  positive  ;  comme  m  <  n,  il  faut  que 

Ton  ait  d  <  o  ;  alors  la  somme 

^  m}  —  n'^ 

est  positive  ;  donc  la   racine  positive  est  plus  grande  en 

valeur  absolue  que  la  ra- 
cine négative.  Il  est  fa- 
cile de  conclure  de   ce 
qui  précède  que  les  foyers 
F  et  F'  sont  en  dehors  de 
l'intervalle  compris  entre 
les  deux  droites  D  et  D' 
comme  Tindique    la  /ï- 
gure  2. 
Dans  ce  cas,  on  pren- 
dra le  signe  —  dans  la  dernière  proportion  (1)  et  on  aura 
MF  —  MP    _    MF  ~  MF    _    m^ 

MF  —  MF    ■"    MF  —  MF    ~    n  ' 
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or 


d'où 


MP  —  MF  = 


MF  —  MF'  = 


n*  — w" 
2dmn 


n* — !»• 

Cette  différence  est  constante  ;  donc,  Fhyperbole  est  le  lieu 
des  points  tels  que  la  différence  de  leurs  dislances  à  deux  points 
fixes  est  coMiante. 

L'hyperbole  est  une  courbe  à  branches  infinies,  —  En  effet, 
X  et  x"  peuvent  ayoir  des  yaleurs  aussi  grandes  que  pos*- 
sible,  pourvu  que  la  différence  x'  —  x"  reste  oonstante  ; 
h  pourra  également  prendre  toutes  les  valeurs  possibles, 
ce  qui  prouve  que  la  courbe  a  des  points  sur  toute  parallèle 
à  FD. 

Gomme  pour  l'ellipse,  le  minimum  du  produit  xx"  en 
valeur  absolue  a  lieu  pour  A  =  o  ;  à  cette  valeur  corres- 
pondent les  deux  points  de  la  courbe  situés  sur  l'axe  FD  ; 
et  si  par  ces  points  on  élève  des  perpendiculaires  à  FD,  on 
obtient  deux  tangentes  qui  limitent  la  courbe. 

lY.  Théorème.  —  La  tangente  en  un  point  d^une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs 
du  point  de  contact. 

Pour  le  démontrer,  ou  s'appuie   sur  le  lemme  suivant  : 

LBMifE.  —  M  est  un  point  d^une  ellipse  ou  â^une  hyperbole^  F  un 
foyer  etTS  le  point  où  la  ten- 
gente  en  M  rencontre  la  di-- 
rectrice  correspondante;  Tan- 
gle  MFN  est  droit. 

Soient  (fig.  3)  M  et  M' deux 
points  voisins,  MP,  M'F  les 
perpendiculaires  abaissées 
de  ces  points  sur  la  direc- 
trice et  N  le  point  oh  la 
corde  MM'  rencontre  cette 
directrice;  on  a,  par  défi- 

MP 
nition.  — —  =: 

'  MF 


Fi$  s. 


UT 
MF 
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mais  les  triangles  semblables  NPM  et  NP'M'  donnent 

MP  _  MT^ 

NM  ~"  NM'  ' 
d'où,  en  divisant  ces  deux  expressions  membre  à  membre , 

MN  _  MN' 
MF   "■  M'F  • 
Cette  proportion  montre  que  le  point  N  appartient  à  la 
bissectrice  extérieure  de  Tangle  MFM'.   Si  le  point  M'  se 
rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la  corde  MM'  deviendra 
la  tangente  en  M  à  la  courbe»  et  le  point  N  occupera  sur  la 
directrice  une  position  telle  que  la  ligne  NF  sera  perpen- 
liculaire  à  MF,  puisque  c'est  avec  MF  que  coïncidera,  à  la 
limite,  la  bissectrice  intérieure  de  Tangle  MFM'. 
Gela  étant,  soient  (fig.  4)  MN  une  tangente  limitée  aux 

directrices;  PMP'  une  pa- 
raUèle  à  l'axe  FD;  l'angle 
NFM  étant  droit,  le  qua- 
drilatère NFMP  est  in- 
scriptible  dans  un  cercleet 
par  suite  les  angles  NMF 
et  NPF  sont  égaux. 

De  même,  le  quadrila- 
tère MF'PTf  est  inscrip- 
tible  dans  un  cercle,  et  il  est  facile  de  voir  qu'on  a 

N'MF  =  N'F'P' 
et  F'MF  =  F'N'F; 

d'où  par  addition         NlfF'  =  NT'F  +  F'NT'; 

or  à  cause  du  triangle  F'P'N'  pour  lequel  l'angle  F'FD'  est 

un  angle  extérieur,  on  a 

N'FF  +  F'NT'  =  F'FD', 
d'où  NMF  =  F'FD'  ; 

mais,  par  raison  de  symétrie,  les  angles  F'P'D'  et  FPD  sont 
égaux,  donc  il  en  est  de  même  des  angles  FMN  et  F'MN'. 

Corollaire.  —  La  normale  est  alors  bissectrice  de  l'angle 
des  rayons  vecteurs. 

De  ce  théorème  résultent  les  constructions  connues  de  la 
tangente  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole,  et  quelques  propriétés 


p 

M^.^ '"                  / 

N 

V 

\./ 

D 

F     1 

i                               F- 

D' 

Fig.  4, 


—  85  — 

simples  qu'on  démontre  dans   les  cours  et   qu'il  est   utile 
de  rappeler  ici. 

I 

ELLIPSE 

1®  Propriétés  des  tangentes. 

V.  —  Pour  introduire  dans  les  relations  obtenues  jusqu'ici 
les  paramètres  qui  définissent  ordinairement  une  ellipse, 
saToir  les  longueurs  des  axes,  on  devra  poser  : 

MF  +  MF   =  — : r-  =  ^<^  ©t  — ; :-  =  6*. 

m*  —  n*  m*  —  n* 

En  divisant  ces  deux   expressions  membre  à    membre, 

après  avoir  élevé  la  première  au  carré,  on  a  : 

w'  a* 


m"  —  n» 

d'où  Ton  tire 

m* 

et 

m            a 

n            i//i«-/ia 

a"—  6« 
d 


en  posant  c  =  \a^  —  6* 

En  divisant  membre  à   membre  les  expressions  posées, 

tn  a 


on  a 


dn   ~  b^  * 


dou  d  =  —  X  —  =  — ; 

a  n  c 

Et  enfin,  la  figure  4  montre  que 


m"  —  n*  mr  —  n' 


=  v^a«  —  6«    =  c. 
On  a  alors,  par  substitution, 

XX    ou  MP  X  M'P  ou  MP  X  MF  =  -^A»  +  ^  . 
Ceci  posé,  soit  2a  Tangle  des  rayons  vecteurs  d'un  point 
de  la  courbe  (fig.  4)  ;  l'angle  NMF  est  égal  à  —    —  a,    et 
comme  les  angles  NMF  et  DPF  sont  égaux,  il  en  résulte 


—  w  — 

que  PFO  =  —  —  DPF  =  a, 

et  aussi  que  MH  =  PD  =  —  tg  a. 

C 

On  a  aussi,  par  définitioa, 

MF   _j_    MF  _a_ 

MF   ~    c  '  MF  ~    c  ' 
MF  X  MF'  a» 


d'oh 


MF  X  MF'  c*  ' 

et  comme 

MFxMF'  =  ^(A«+^)  =  -^iV. 
il  vient  MF  X  MF  = 


COS*  tt 


YI.  Théorème.  —  Le  produit  des  distances  des  foyers  à  une 
tangente  est  constant  et  égal  au  carré  du  petit  axe. 

En  effet,  la  relation 

MF  X  MF  =       ^\ 

cos*  a 

peut  s'écrire    (MF  cos  a)  x  (MF  cos  a)  ==  6*, 
et  les  deux  facteurs  du  premier  membre  représentent  préci- 
sément les  distances  des  foyers  à   la  tangente  considérée. 

Remarque.  —  La  somme  de  ces  deux  facteurs  est 

(MF  +  MF')  cos  a=  2a  cos  a 
et  si  OQ  représente  la  distance  du  centre  à  la  tangente 
en  M,  on  a  OQ  =  a  cos  a. 

Si  du  centre  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  nor- 
male en  M,  la  distance  du  point  M  à  cette  perpendiculaire 
est  précisément  égale  à  OQ.  Cette  perpendiculaire  prolongée 
coupe  les  rayons  vecteurs  du  point  M  en  deux  points  dis- 
tants de  M  d'une  longueur  égale  à  a. 

YII.  Théorème  d'Apollonius. —  1^  La  somme  de^  carrés 
construits  sur  deux  diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à 
la  somme  des  carrés  construits  sur  les  axes  ;  2^  Le  parallélo- 
gramme construit  sur  deux  diamètres  conjugués  a  une  surface 
c&nstante  est  égal  à  celle  du  rectangle  construit  sur  les  axes. 
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Soit  (fig,  5)  Y  l'angle  du  diamètre  OM  ayec  la  tangente 
en  ce  point  M,  OQ  la  distance  du  centre  à  la  tangente. 

Le  triangle  rectangle  OMQ  donne 

OQ  =  OM  sin  y, 
et  (YI)  par  suite        a  cos  a  =:  OM  sin  y. 

Le  triangle  FMF'  donne 

¥W  +  FW  =  2C*  +  2ÔM* 

et  comme  (V)  2FM  X  F'M  =      ^  '    , 

cos*  « 

on  a,  en  additionnant  ces  deux  expressions  membre  à  membre 
(FM  +  Flf)»  ou  40»  =  2ÔM*  +  2c«  +     ^** 


on 


cos*  a 

ÔH*  =  a«  +  6« ^, 

'  cos"  a 

ou  encore,  puisque 

OM  sin  Y 
cos  a  =  ■    ■  , 
a  ___ 

OM*  sin»  Y  —  (a«  +6«)  sin'yXOM*  +  a*  6«  =  o. 
Or,  il  existe  deux  angles  ayant  même  sinus  pouyant  con- 
venir à  la  relation  précé- 
dente; ces  deux  angles  ^  m, 
sont  supplémentaires;  à 
chacun  d'eux  correspon- 
dent nn  diamètre  et  une 
tangente  et  la  figure  for- 
mée par  ces  quatre  lignes 
est  un  parallélogramme. 
Les  diamètres,  pris  deux 
à  deux,  jouissant  de  cette 
propriété,  à  savoir  que  la 
tangente  à  Textrémité  de 
l'un  estparallèle  à  l'autre, 
sont  dits  canjugtiés.  Les 
Ion guenrs  de  deux  pareils 
diamètres  et  l'angle  qu'|ls  font  avec  leurs  tangentes  sont 
liés  par  la  relation  précédente;  en  la  considérant  comme 
une  équation  du  2*  degré  par  rapport  à  OM'  et  désignant 
par  a  *  et  b'*  les  racines,  on  obtient  les  deux  relations  : 


Fig,  9. 
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a  b'  sin  y=  afe, 
qui  constituent  les  deux  théorèmes  d'Apollonius. 

YIII.  Théorème.  —  Le  produit  des  rayons  vecteurs  d'un 
point  est  égal  au  carré  du  diamètre  conjugué  de  celui  du  point 
considéré. 

Soit  (fig.  5)  OM  =  a  le  demi-diamètre  du  point  M;  Je 
deuxième  théorème  d'Apollonius  donne 

ab 

OM  sin  Y  b 


a  sin  Y  =    ^,  , 


et  comme  (VII)    cob  a  = 


a         ~  b' 


on  peut  écrire       MF  X  MF'  = ; —  =  6*. 

cos*  a 

Remarque.  —  La  relation 

b 

COS  a  =  -rr 

0 

qu'on  vient  d'obtenir  permet  de  déterminer  facilement  les 
yariations  de  l'angle  des  rayons  vecteurs  d'un  point  M  d'une 
ellipse.  Le  point  M  étant  en  A,  b'  =  6  et  a  =  o;  le  point  M 
parcourant  l'arc  AB,  b'  augmente,  cos  a  diminue  et  a  aug- 
mente; le  cosinus  aura  sa  valeur  minimum  ou  l'angle  sa 
valeur  maximum  lorsque  b'  aura  sa  plus  grande  valeur  a  ; 

alors  cos  a  =  — . 

a 

IX.  Théorème.  —  Si  Von  porte  sur  la  normale  en  un 
point  'M  (fig.  5)  de  part  et  dautre  de  ce  point  une  longueur 
égale  au  demi-diamètre  conjugua  de  OM,  les  points  M^  et  M, 
obtenus  décrivent  des  cercles  lorsque  le  point  M  parcourt  r ellipse. 

Dans  le  triangle  OMM^^  on  a 

ÔM;*  =  OM^  -f  MM?  —  2OM  X  MMi  cos  OMM^; 
or,  d'après  les  notations  usitées 

OMMi  =  — +r 
et  cos  OMMi  =  —  sin  y, 
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et  par  saite,  si  Ton  pose  OM  =:  a ,  MM^  sera  égal  à  6'  et 

5S;»z=a«  +  6'»  +  2a  V  sin  y, 
on,  en  yertu  des  théorèmes  d'Apollonius, 

"ÔSÎ^  =  a»  +  6*  +  2ab  =(a  +  b)K 
Donc  le  point  M^  décrit  un  cercle  concentrique  à  Tellipse 
et  de  rayon  a-^  b. 
De  même,  d'après  la  figure 

OM,*  =  a  «  +  6'«  —  2a'6'  sin  y  =  (a  —  6)* 
et  le  point  M,  décrit  un  cercle  de  même  centre  que  Tellipse 
et  de  rayon  a  —  b, 

X.  Théorôme.  —  La  tangente  en  un  point  M  rencontre  les 
tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe  en  deux  points  R  et  B!  tels 
que  MR  X  MR'  =  b'« 

b'  étant  le  demi-diamètre  conjugué  de  OM. 

Sans  entrer  dans  les  détails  de  construction  de  la  figure  6 


Fig.  6. 

que  l'on  connaît,  on  yoit  que  les  triangles  semblables  MPN 
et  MSR  donnent  la  proportion 

MR  MS 


On  a,  de  même 


MN 
MR' 

MN' 


MP  • 
MS' 
MF  • 


—  «0  — 

«t,  en  multipliant  ces  deux  proportions  membre  ik  meoibre, 

MR  X  MR'         MS  X  MS' 

MN  X  MN'   "^  MP  X  MF 
Or  les  triangles  MFN  3t  MF'N'  étant  rectangles,  on  a 

MNXMN=    mi^^J^L.. 

sm*  a  sm*  a 

et  (V)       MP  X  MF  =     ^  ^'^* — . 

Si  Ton  remarque  que  la  distance  comprise  entre  les  droites 
ARS  et  DNP  est  égale  k -^ a,  on  a 


c 


a 
a 


MSxMS=[MP-(^-«)]  [MP_(|_)]=^.f^ 

et  par  suite  : 

MRxMR=  —— —  X  — I 1 X  iri =  b\ 

sm*  a  c*  cos*  a  a*6* 

Remarque.  -^  Soient  F'i  le  symétrique  de  F'  par  rapport  à 
la  tangente  en  M,  F4  celui  du  point  F,  on  a,  comme  il  est 

facile  de  le  voir,  

MFX  MF,  =  MFx  MFi  =  MRxMR=:  MM;*=MM?=  6» 
Ml  et  M,  étant  les  points  définis  dans  le  théorème  précédent 
et  construits  figw^  5. 

On  conclut  de  cette  suite  d'égalités  que  les  huit  points  R, 
R',  F,  F',  Fj,  F'j,  Mi,  M,,  sont  sur  un  môme  cercle  ;  son  centre 
est  éyidemment  au  point  ou  la  tangente  en  M  rencontre  le 
petit  axe.  (A  suivre.) 

QUESTION  155. 

Solution  par  M.  Ëlib,  élève  au  Collège  Stanislas. 


Étant  donné  un  parallélogramme  ABCD^  an  prolonge  AB  d^une 
longueur  BB'  et  AD  d'une  longueur  DD'  égale  à  BB';  on  cons- 
truit avec  kB'  et  AD'  un  parallélogramme.  Soil  G'  son  quatrième 
sommet.  Démontrer  que  les  droites  B'D,  BD'  se  coupent  sur  la 
droite  GG'.  (De  Longchamps.) 

Soit  R  le  point  de  rencontre.  Joignons  BD',  EF.  Les  deux 


-  61  — 

RB'  RB 

iriangles   équiangles    RBB',  RDP   donnent  -^:=r-  =  -^=r. 

RE  RB 

De  même  les  triangles  REB,  RDD'  donnent  = 

Divisant  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  on  a 

RB^    _    RD^ 
RE    "■    RF  • 

Les  deux  triangles  REF,  RB'D'  sont  dès  lors  semblables 
etFD'  est  parallèle  à  EF. 
De    sorte    que    les   deux 
triangles  C'B'D',  CEF  ont 
leurs  trois   côtés   respec- 
tivement  parallèles.    Les 
droites  B'D  et  BD' Joignant 
des  sommets  homologues, 
doivent  se  couper  sur  GG'  qui  joint  les  troisièmes  sommets. 
On  voit  que  cette  démonstration  ne  s'appuie  pas  sur  ce  que 
BB'  =  DD'. 

La  propriété  a  donc  lieu  indépendamment  de  cette  con- 
dition. 

Si  BB'  =  BD',  la  figure  CGG'H  est  un  losange  et  CG'  est 
la  bissectrice  de  Tangle  G.  G'est  donc  une  droile  fixe. 

D'où  l'énoncé  de  ce  lieu  géométrique.  —  Étant  donné  un 
parallélogramme  ABCDf  on  prolonge  AB,  AD  de  longueurs  BB', 
DD'  égales  entre  elles.  On  forme  sur  AB'  et  AD'  le  parallélo- 
gramme AB'G'D'.  On  joint  B'D  et  BD'»  et  on  demande  le  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  droites. 

Dans  ce  cas  on  peut  démontrer  directement  que  la  droite 
CR  est  bissectrice  de  l'angle  G  et  par  suite  passe  par  le 
point  G'. 

En  effet  BRD'  est  une  transversale  dans  le  triangle  AB'D 

BB'  X  AD  X  DR 

'^^^^^^  ÂrxDD'xRB'  =  '' 

,,  .  AD'  RB' 

dou 


AB  RD 

Les  deux  triangles  ABD'  et  BFG  sont  semblables  et  l'on  a 

AD'  _  BG 
AB    ~  GF* 
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et  d'après  Tégalité  démoutrée  on  a 

RB'  RB 


RD  BF 

Comparant  entre  elles  ces  trois  dernières  égalités,  on  voit 
BC  RB 


que 


FG 


=   p-p  .  Le  point  R  divise  la  base  du  triangle 

BCF  en  parties  proportionnelles  aux  côtés  adjacents  ;  il  est 
donc  sur  la  bissectrice  de  Tangle  G. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuy,  de  Grenoble;  Jacquier, 
École  normale  de  Charleville  ;  Manceau,  d'Orléans  ;  Hoc,  de  Sainte-Barbe;  Pas- 
quier.  Institut  Léopold,  Bruxelles;  Chareton,  Collège  Stanislas;  Vazou, Collège 
KoUin;  Uenaud,  de  Bordeaux;  Délais,  du  Mans;  Gondy,  Collège  de  Pontarller; 
Montérou,  Lyhée  de  Pau. 


QUESTION  156. 

flolntioB  par  M.  Duput,  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


Sur  deux  côtés  consécutifs  d'un  carré  ADGD,  on  décrit  des 
circonférences  ayant  pour  diamètres  ces  côtés,  et  l'on  mène  des 

tangentes  MQ,  NQ  parallèles  au  côté  du 
carré.  Démontrer  que  le  rayon  du  cercle 
0  tangent  aux  deux  premiers  et  à  MQ, 
NQ  est  égal  au  double  du  côté  du  carré 
diminué  de  deux  fois  le  côté  du  triangle 
équilatéral  inscrit  dans  Vun  des  cercles 
précédents . 

Soit  le  problème  résolu  et  2a  le  côté 
du  carré;  joignant  ME,  OE  et  menant 

HOF   parallèle  à  MQ,  on  a  le  triangle  rectangle  EFO.  Soit  x 
le  rayon  du  cercle  cherché,  et  a  le  rayon  des  circonférences 

données,  on  a  0Ê«  =  lF«  4.  FO» 

(a  +  ^)*  =  (d  —  xy  +  (2a  —  x)*y 

d'oh  X  =z  4a  —  2a  ^3, 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Tessier^  d'Angers  ;  Schlesser, 
Corbeaux,  Yermand,  de  Saint-Quentin;  Peyrabon,  de  Châteauroux;  Elie,  Cha- 


M 

j 

16 

^ 

;» 

A 

/          ' 

,,-r" 

i. 

^ 

w 

D 

t 
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reloo,  Collège  Stanislas;  Gondy,  de  Pontarlier  ;  Dumur,  de  Chartres  ;  Hanoean. 
Gélinetf  Hoet,  d'Orléans;  Pombart^  École  normale  de  Charieville;  Hoc^  de  Sainte- 
Barbe;  Dedais,  au  Mans;  Hugot,  de  Lyon;  Demaris,  de  Moulins;  Lannes, 
deTarbes. 


QUESTION  157. 

Solatiôii  par  M.  Lannbs,  élève  au  Lycée  de  Tarbes. 


Une  droite  de  longueur  et  de  direction  constantes  appuie  ses 
extrémités  sur  deux  sphères  données.  On  demande  la  courbe 
décrite  par  chaque  extrémité  sur  la  sphère  correspondante. 

(Âmigues.  ) 

Soient  0  et  O'  les  centres  des  deux  sphères.  Par  le  point  0 
menons  une  droite  parallèle  à  la  direction  donnée  et  égale 
à  la  longueur  donnée;  soit  0'  Textrémité  de  cette  droite. 
En  désignant  par  A  et  A' les  extrémités  de  Tune  des  droites, 
on  a  OA  =  0"A';  les  extrémités  des  droites  se  trouvent 
donc  sur  la  sphère  ayant  pour  centre  0'  et  un  rayon  égal 
à  0;  elles  se  trouvent  aussi  sur  la  sphère  0'  :  elles  se 
trouvent  donc  à  leur  intersection,  et  comme  cette  intersec- 
tion est  une  circonférence,  la  courbe  décrite  est  une  circon- 
férence. 

11  en  est  de  même  pour  la  circonférence  0. 

KoTA.  —  M.  Hoc.  de  l'École  Sainte-Barbe,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  158. 

tSolntldn  par  M.  Gbnin,  Collège  de  Cbarleville. 


Soient  O  le  centre  d*un  cercle,  ABC  un  triangle  circonscrit, 
A',  B',  C  les  points  de  contact  des  côtés  BC,  GA,  AB  ;  si  l'on  dé- 
signe par  R  le  rayon  du  cercle,  par  S  et  S' les  aires  des  trian- 
gles ABC,  A'B'C,  on  a 

4^  "^  ^*  OAR'  .  OA'C  .  OB'C  ' 


—  M  — 

Oo  aS'=OA'B '+  OA'C+  OB'C  =  ^  (ain  A+  sin  B  +  sic  G), 


ou 


S  ^  2R*  COS COS  C08   — 

2  2  2 


et       OA'B'  .  OA'C  .  OB'C  =  -^  sin  A  sin  B  sin  B 

„,    .      A  A        .     B  B     .      G  G 

=  H*  sin  —  COS  —  .  sm  —  cos  —  sin  —  cos  — 
22  2222 


d'oïl  R»  - 


S'' 


OA'B'  .  OA'0'-1ÔFâ-=4R*cotg4  colg|.colg^  ; 


or  tg 


2         '       p(p  — a)      '     ^   2  '       fKp— c) 

.g  c  _/(p-«)p-ft)  . 


p(p   -  C) 


A  B 

d'oîi  colg —  cotg  —  co 


G  l/p3(p    -    (g)  _  6)  (  -  C) 

"*  2        F  (p_a)'(p_6)«(p-^)« 


des  lors  R* 


_Jîl P.. 

■~   S    ~  R  ' 

OA'B'  .  OA'C'  .  OB'G  ~^     '   R   ~ '^ 


Nota.  —  Oot  t^Mtnk  même  question  :  MM.  Demarit,  de  Moulins  ;  Lanitas,  de 
Ttrbes;  Hoc,  de  Sainte-Barbe  ;  Gelinet,  d'Orléans  ;  Élie,  de  Stanislas;  Longue- 
riOe,  à  Ciurlerille  ;  Yermand,  k  Saint-Quentin  ;  Dopuy,  à  Grenoble  ;  De&ls, 
•o  Mans. 
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QUESTION  159. 

MluiioB  par  M.  Léopold  Babu.  élève  au  Lycée  de  Niort. 


Construire  un  caiTé  dont  les  côtés  passent  par  qtiatre  points 
donnés. 

Soient  a,  p,  y,  5  les  points  donnés  et  ABCDle  carré  répon- 
dant à  la  question.  Circonscri- 
vons des  cercles  aux  triangles 
oA'x,  xBp,  pCyt  yI^^*I^&  diagonale 
àG  du  carré  est  bissectrice  des 
an^rles  droits  DAB,  BGD;  elle 
passe  donc  par  les  points  connus 
F  et  E,  milieux  des  deux  demi- 
circonférences  yFpjîEa  décrites 
sur  ,S3  et  Sx  comme  diamètres, 
et  par  suite  celte  droite  AC  peut 
cire   construite    ainsi    que    les 
points  A  et  C  Un  raisonnement  semblable  montre  que  l'on 
peut  déterminer  facilement  les  points  B  et  D.  Pour  avoir  le 
carré  on  n'aura  donc  qu'à  joindre  ces  quatre  poinls. 

La  même  construction  s'applique  encore  au  cos  où  i,  % 
3  ou  4  des  points  doivent  être  situés  sur  les  prolongements 
des  côtés  du  carré. 

.Nota.  —  Ont  résolu  la  iii^me  quesliou  :  MM.  Tliual,  à  Loricnl  ;  Pasquier, 
Institut  Léopold,  à  Bruxelles;  Gélinet,  à  Orléans  ;  Henry,  à  Nice;  Deshiis.  »u 
Mans;  Dapuy.  à  Grenoble;  Lannes,  à  Tarbes  ;  Fontaine,  à  Lille;  Jolty.  nu 
r.ullêge  de  Va.ssy  ;  Coignard,  au  Lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 


QUESTION  160. 

MolvtioB  |>ar  M.  Pecqu£RT,  élève  du  Lycée  du  Havre. 


Soit  ABC  un  triangle  dans  lequel  les  deux  bissectrices  de 
r angle  A  sont  égales.  Démontrer  que  le  cercle  décrit  sur  BG  comme 
diamètre  rencofitre  les  côtés  AB,  AG  en  detuc  points  V  et  Q  tels 
queGP=CQ. 


JOUBIUL  DB  MATH.  1880. 
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Les  triangles  BCP,  BCQ  sont  rectangles  en  P  et  Q  ;  je  dis 

qu'ils  sont  égaux.  En 
effet,  ils  ont  l'hypo- 
ténuse commune  et 
de  plus  les  angles 
PBCQBCsont  égaux. 
Car,  le  triangle  EAD 
est  rectangle  et  iso- 
scèle;  et  en  appelant 
a    l'angle    BAC   du 


triangle  donné,  on  a 

PBC  =  ABE  = 


de  même 


BCQ  =  45«  — 


a 

2 
a 

2 


+  45»; 


Par  suite  le  troisième  angle  QBC  du  triau^^lo  BUQ  est  égal 


à  45»  +  - 

Donc 
et  par  suite 


PBC  =  QBC 
CP  =  CQ. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Fontaine,  à  Lille;  Gelinet,  à 
Orléans;  Libmann,  Élie,  à  Stanislas;  Barbieux,  à  Amiens;  Combebiac,  Chau- 
let,  à  Montanban;  Schlesser,  Corbeaux,  à  Saint-Quentin;  Hugot,  à  Lyon; 
Heni7,  à  Nice  ;  Thual,  à  Lorient  ;  Uuet,  à  Orléans  ;  Gondy,  à  Pontarlier  ; 
Deslais,  au  Mans;  Peyrabon,  Johannet,  à  Chàteauroux;  Objois,  à  Moulins; 
Mai*in,  à  Agen;  Pasquier,  Institut  Léopold,  à  Bruxelles  ;  Longucville  à  Char- 
leville;  Arthus  et  Yail,  Ëcole  ^Ubert-le-Grand,  à  ^Vrcueil. 


QUESTION  161. 

flolutloB  iMir  M.  Genin,  Collège  de  Charlevllle. 


Construire  géomélnquenient  un  hiangle,  comiaissant  un  côté, 
un  angle  adjacent  à  ce  côté^  et  sachant  que  les  bissectrices  de 
cet  angle  sont  égales  »^ 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  ABC  le  triangle  dont 
on  connaît  le  côté  AB^  l'angle  BAC,  et  soient  AD  =  AE  les 
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bissectrices  égales  de  l'angle  A.  Soit  AH  la  perpendiculaire 
sur  EC,  Cette  droite 
est  bissectrice  de 
l'angle  EAD,le  trian- 
gle ADE  étant  iso- 
scèle.  De  là  la  cons- 
truction suivante . 
On  construit  l'an- 
gle BAC  et  l'on  mène  les  bissectrices  AE  et  AD  de  cet  angle 
ainsi  que  la  bissectrice  AH  de  l'angle  EAD.  Gomme  AB 
est  donné,  du  point  B  abaissons  la  perpendiculaire  BH 
sur  AH.  Cette  ligne  coupe  AC  en  C  et  détermine  le 
triangle  cherché  ABC. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Gélinet,  Huet,  à  Orléans;  Lannes, 
àTarbes;  Tupin  et  Jan-on.  à  Beaume-les-Dames  ;  Barbleux,  école  primaire 
iiupérieure  d'Amiens;  Combebiac,  Chaulet,  à  Montauban;  Corbeaux,  Vermand, 
Schlesser,  à  Saint-Quentin;  Uugot.  à  Lyon  ;  Thual,  àLorient;  Goudy,  à  Pontar- 
lier;  Bie^,  à  Paris  ;  Deslais,  au  Mans;  Tessier,  à  Angers  ;  Renaud,  à  Bordeaux; 
Faivre  et  Gindre.  à  Lons-le-Saulnier;  Peyrabon,  Johannet,  à  Chàteauroux  ;  Lon- 
gueTîUc,  à  Cbarleville  ;  Gino  Loria,  à  Manlouo  (Italie)  ;  Marin,  à  Agen  ;  Brouillé, 
à  Sainte-Barbe;  Pecquery,  au  Havre;  Detraz.  à  Bourg;  LibnUin,  Élie,  Collège 
Stanislas;  Dupuy,  à  Grenoble  ;  Arthur  et  Yail,  école  Albert  le  Grand,  à  Arcueil; 
Rondeau,  lycée  Fontanes,  à  Paris. 


QUESTION  163. 

IKolation  par  M.  Dupur,  du  Lycée  de  Grenoble. 


On  donne  une  droite  AB  ;  un  point  G  se  déplace  entre  A  et  B. 
Sur  AC  et  BC  comme  diamètres  on  décrit  les  circonférences  0 
et  0'.  On  mène  une  des  tangentes  communes  extérieures  qui 
rencontre  en  P  etQ  les  tangentes  en  A  et  B.  On  mène  PO,  QO'  ; 
ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  M  dont  on  demande  le 
lieu  géométrique.  (Julliard.) 

Par  M  menons  une  perpendiculaire  KML  aux  tangentes 
AP,  BQ  et  abaissons  MN  perpendiculaire  sur  PQ.  Les 
droites  MQ,  MP  sont  bissectrices  des  angles  PQL,  QPK;  il 


—  68  — 

suit  que  ML  =  MN  et  que  MK  =  MN  ;  par  suite  MK  =  ML. 

Le  point  M  se  trouvant  équi- 
(lislanldes  tangentes  PK,QL, 
son  lieu  géométrique  est  la 
perpendiculaire  élevée  au  mi- 
lieu de  AB.  On  démontre  fa- 
cilement que  la  longueur  de 
cette  perpendiculaire  ne  dé- 
passe pas  le  quart  de  AB  de 
part  et  d'autre  de  cette  droite, 
selon  que  Ton  considère  Tune 

ou  l'autre  des  tangentes  extérieures. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  iiiùine  question  :  MM.  Elie,  du  Collège  Stanishis; 
Corbeaux,  de  Saint-Quentin;  Hugot,  de  Lvon;  Barbieux,  École  primaire 
supérieure  d'Amiens;  Mallel,  Petit  St'minaire  de  Belley;  Vermand,  de  Saint- 
Quentin. 


QUESTION  164. 

Mor«tion  par  M.  Cadot.  6l6ve  du  L>ct;e  Saint-Louis. 


Construire  graphiquement  Vanglc  x  donné  par  Véquation. 

3  sin  o  cos  o 

^  3  cos*  cp  —  I 

ou  ç  est  un  angle  donné.  (Launoy.) 

Prenons  une  droite  AB  de  longueur  3  faisant  avec  une 

B     autre  droite  AG  un  angle  cp,  et  for- 
mons le  triangle  rectangle  ABC. 
On  a 

BC  s=  AB  sin  ç  =  3  sin  ©. 
Soit  CD  perpendiculaire  sur  AB. 
On  a 

CI)  =  BC  cos  9  rr:  3  sin  cp  cos  o. 
D'autre  part 

AC  =  3  cos  9; 
donc 

AD  =  AG  cos  <p  =  3  cos*  ç. 
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Prenant  sur  DA  une  longueur  DE  :=  i  =  -r-AB, 

3 

on  a  AE=  3  cos«  9  — i. 

ÉleTons  maintenant  en  E  une  perpendiculaire  à  AB  et 

par  le  point  C  menons  CF  parallèle  à  AB;  alors 

EF  =  CD  =  3  sin  9  cos  (p, 

AE  =  3  cos*  <p  —  I  ; 

,.     ,  EF         .  3  sin  9  cos  © 

des  lors  •  -—=7-  =  te  cr  =  -r r- ^  ; 

AE  ^  3  cos*  (p  —  I  ' 

EF 

or  Te  =  *^  ®^^- 

d'où  BAF  =  X. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Bûcheron,  à  Moulins  ;  Dupu.> , 
à  Grenoble  ;  Êlie,  collège  Stanislas  ;  Landres,  à  La  Flèche  ;  Gino  Loria,  à  Mai>- 
imie,  Italie  ;  Longueville,  à  Charic ville. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

Toutes  ces  «|uestioiis  ont  été  proposées  en  1879  dans  ie-î  examens 

(le  l'Université  de  Dublin.) 

221.  Si  X,  y,  z  sont  les  côtes  d'un  carré  inscrit  dans  un 
triangle  dont  les  côtes  sont  a.  b,  c,  on  a  la  relalioii 

/  a     ,      b     ,     c  \*  /  bc     ,      ca     ,     ab  \ 

\x     '     y  z  I  \yz  zx         ocyj 

222.  Mener  par  uu  point  trois  droites  de  longueurs  données, 
telles  que  leurs  extrémités  soient  les  sommets  d'un  triangle 
équilatéral. 

223.  Les  six  axes  radicaux  des  quatre  cercles  tangents 
aux  côtés  d'un  triangle  pris  deux  à  deux  sont  les  bissec- 
trices des  angles  du  triangle  formé  eu  joignant  les  milieux 
des  côtés. 


\,  Construire  un  triangle  rectangle  connaissant  les  côtés 
des  deux  carrés  inscrits. 
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225.  Trouver  le  plus  grand  des  triangles  inscrits  dans  un 
cercle  donné  pour  lesquels  la  différence  de  deux  angles  est 
constante. 


RECHERCHE  DES  FACTEURS  COMMENSURABLES 

DE  DEGRÉ  QUELCONQUE  D*UNE  ÉQUATION 

Par  M.  CI.  de  liongjfehaiiips,  professeur  de  mathématiques  spéciales 

au  Lycée  Charlemagne. 

(Suite  et  fin,  voir  page  ^^  et  suiv.l. 


4.  —  Nous  nous  proposons  maintenant  d'appliquer  les  idées 
précédentes  à  la  détermination  des  facteurs  commenswables 
du  second  degré.  On  sait  que  si  a  et  6  désignent  des  nombres 
commensurables,  positifs  ou  négatifs,  \^  étant  incommensu- 
rable ,  une  équation  n'admet  pas  la  racine  (a  +  ^  sans 
admettre  par  cela  même  la  racine  (a  —  y/F.  Dans  ces  condi- 
tions, qui  sont  très  générales,  puisqu'elles  correspondent  aux 
racines  imaginaires  a -f-p^  quand  aet^sont  conimensurables, 
ou  même  seulement  a  et  ^*,  Téquation  admet  des  facteurs 
commensurables  du  second  degré  qu'on  peut  se  proposer  de 
déterminer  exactement. 

Posons  y  =  X*  —  px; 

on  en  tire  successivement  : 

^  =  py  +  (y  +  pV» 

(a)  ;  ^*  =  (2/  +  p')y  +  (^py  +  P'M*. 

^  '^x*  =  {2py  +  p»)t/  +  (y«  +  3p«t/  +  p'ÏT, 

^'  =  (y'  +  3p«î/  +  p')tj  +  (3pj/«  +  4p»t/  +  p»).T, 

Posons  généralement 

X*  =Sky  i-TkX  (1) 

Sa-  ,  Ta-  désignant  des  polynômes  entiers  en  y  et  p,  que  nous 
nous  proposons  de  déterminer.  De  Tégalité  (1),  on  déduit 

X*  +  <  =  aoySk  +  {y  +  px)Tk  ) 
ou  nr>^  +  1  =  yTk  +  œiySn  -f  pT*  ); 
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par  conséquent      Sk  4.  <  =  T*  ;  (2) 

T*  +  ^=t/Sik  +  pT*  ;  (3) 

on  en  déduit  S*  4_  2  —  pSk  +  <  —  y^k  =  o  (4) 

qui  lie  trois  fonctions  S  consécutives  et  permet  de  les  C9lU 
culeT  swcessivement,  quand  on  a  déterminé  les  deux  premières, 
qui  sont  d'ailleurs      S,  =  i  ;  S,  =  p. 

L'égalité  (2)  prouve  de  plus  que  la  fonction  T  est  connue 
quand  on  a  calculé  la  fonction  S  d'indice  immédiatement 
supérieur.  On  peut  dire  encore,  si  l'on  préfère,  que.T*  -  <  est 
donné  par  la  formule 

S.  —  Nous  allons  chercher  l'expression  algébrique  de  S^. 
Posons,  d'après  l'observation  à  laquelle  donnent  lieu  les 
formules  (a), 

S*  =  p*-«  +  A;p*-*y  +  Aîp*-V+  •  •  • 
le  second  membre  représentant  une  suite  nécessairement 
finie  dont  le  dernier  terme  est 

k-  % 

y    ^      quand  k  est  pair, 
A  —  3        A  —  3 


kk      *     py      *    quand  k  est  impair. 
Il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients. 
L'égalité  (4),  qui  est  fondamentale  dans  ce  calcul»  donne 

Al        à% 

^^k9  -^k  >     •     •     • 

A*  +  «  =  A/^  +  Afc  ^  ^ 

Aî^,   =A?  +  AÎ  +  ,  (5) 


il  suffit  d'écrire   qu     les   coefficients  de   p*  -  ^J/,  p*  -  ^y% 
P*""  V»  •  •  •  s^^^  nuls,  là  comme  dans  toutes  les  identités. 
Occupons-nous  d'abord  de  la  première,  elle  donne  succes- 
sivement Ai  ^  j  =  I  +  A^  ^  ^ 

AÎ  +  ,  =  i+AÎ 


Aî  =  i+Al 
Ajoutons  et  remarquons  que,  d'après  la  troisième  égalité  (ot) 
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A{  =  I ,  et  on  aura  Ai  ^  ,  =  K  —  i , 

ou  si  l'on  préfère,        AJ  =  K  —  3  (6) 

Considérons  maintenant  la  seconde  des  égalités  (5),  elle 
donne        A/fc  4. ,  =  Aj  +  A*  _  <  +  .  .  .  +  Aj  +  Aj, 

ou,  d'après  (6)  et  en  remarquant  que  A'  =  o, 

_  (K  -  2)(K  -  3) 

*  +  «  "~  2 

(K-4)(K-5)  ,.^ 

ou  encore  A^  = -^^^ -,  (/) 

*  1.2 

6.  —  Pour  terminer  ce  calcul  nous  nous  servirons  d'une 
identité  due  à  M.  Haion  (^)  ;  nous  devons  dire  d'ailleurs  que 
la  démonstration  de  cette  identité  est  des  plus  élémentaires  ; 
elle  s'établit  comme  dans  beaucoup  d'autres  cas  analogues: 
1®  en  vérifiant  qu'elle  est  vraie  pour  n  =  i  ;  2"  en  recon- 
naissant que,  si  elle  est  établie  pour  une  certaine  valeur  de 
n,  elle  subsiste  pour  la  valeur  (n  +  i). 

L'identité  «n  question  est 

iii(m  +  i)(m  -)-  2)  .  .  .  (m  +  n)  -\-  (m  +   i)(m  +  2)   .    .    . 

(m  -f  n  +  i)  +  .  .  .  +  (p  —  nyp  —  n -^  i)  .  .  .  (p  —  \)p 

(p  +  i)p  .  .  .  (p  —  n)  —  (m  -f  n)  .  .  ,m{m—  i)  ^^^ 
== Tj"! W 

Se  reportant  à  la  troisième  des  égalilés  (,^},  se  servant  île 
ridentité  précédente  dans  laquelle  on  supposera 

m  =  i     n  =  I     p  =  A  —  4, 
ou  trouve,  par  un  calcul  identique  à  celui  que  nous  venons 
de  faire  tout  à  l'heure  et  à  deux  reprises  différentes, 

_    </,-3)(A-4)(<.--5) 
*  +  »   ~  1.2.3 

A.  -  (^-  -  m  -  m  -  7) . 
A»  _  ^-^^ , 

ot  ainsi  de  suite;  la  loi  des  coefficients  devient  évidente  et 
sa  généralisation  se  fait  sans  peine,  grâce  à  l'identité  de 
M.  Haton,  et  l'on  peut  écrire 

•)  Souvelles  Annalet  de  ma  thématiques,  4H7t,  p.  476. 
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S4  =p*  -  »  +  (A  -  3)p»  -  *!/  +    (fe  -  4)(^  -  3)  p^_,^. 
a._5KA-6)a-7)  .;.  (9) 

1.2.3 

le  second  membre  est  une  suite  nécessairement  finie  ren- 
fermant  —  termes  si  k  est  pair,  et  «  si  k  est  impair. 

7.  —  Nous  ferons  remarquer,  en  terminant,  qu'on  peut 
déduire  des  calculs  précédents  une  conséquence  qui  est  peul- 
é(re  nouvelle  et  qui  ne  nous  parait  pas  sans  intérêt.  Nous 
Toalons  parler  des  conditions  de  divisibilité  d*un  polynôme 
^tier  de  degré  quelconqucy 

f  (x)  =  X"»  -|-  A,x"»  -  <  -f-  .  .  .  +  A„., 
par  un  trinôme  du  second  degré  j 

X*  —  px  —  q. 

Sjt  désignant  la  fonction  que  nous  avons  calculée,  la  for- 
mule iT*  -  <  =  ySk  -  1  +  Sfc 
donne  .r">  =  ySm  +  xSm  -f  i 


•j^'*  =  yS,  +  xSt 

ou  aura  donc  : 

f(x)  =  [î/Sm  +  Aiî/S,„  -  1  +  .    .    .  +  Am  -  8Î/S,  -|-  Am] 
-f  x[Sm  4-  i  +  A,Sm  +  .    .    .  +  Am    -  ,S,  +  Am  -  i]  (10) 

f{x}  s'annule  pour  les  deux  racines  de  l'équation 

X*  —  px  —  q  =  o 
^i  pour  fune  cl  l'autre  de  ces  dewv  racinea,  la  fonction  (x*  •  - 
/*.t),  ou  y,  prend  la  môme  valeur  q^  par  conséquent  les  deux 
parenthèses  de  l'égalité  (10),  elles  aussi,  conservent  dans 
ces  deux  cas  la  même  valeur,  et  une  équation  du  premier 
degré  Px  +  Q  =  o 

ne  peut  s'annuler  pour  deux  valeurs  différentes  de  x,  si  Ton 
n'a  pas  P  :=  o    Q  =  o. 

Concluons  donc. 

Théorème.  —  Le  polynôme 

x"  +  A^x»»  -<+...  -f-  A,n 
^t  divisible  exactement  par  le  trinôme 

x»  _  px  —  q 
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quand  on  a, 

Am 

Sm   +  AiSm  —  1  -j-  . . .    -}-  Am  —  2  S,  -j"  =  O 

et,      Sm  4-  1  +    A^Sm  +    • . .   -|-  Am  -  2  S,  -f-  Am  -  1  =  O, 

les  fonctions  S  étant  données  par  la  formule 

Sk  =  p»'  -  3  +  (k  —  3)  p  î^  -  *  q  +  (^  — 4)(k— 3)  ^^__^  ^^^ 

(k-5)(k-6)(k-^7)  ,,;" . 

^  1.3.3  P      q  i-  ••• 

6^  satisfaisant  aussi  à  Végalité, 

Sk  -  a  —  p  Sk  -  i  —  q  Sk  =  o, 
avec  les  conditions  initiales 

Sj  =  I  S,  =  p. 


RECHERCHES 

SUR  LES 

COUBBES  PLANES  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 

Pni*  M.  Jf,  CJollin,  ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique, 
Professeur  de  Mathématiques. 


Nous  nous  proposons  de  trouver  un  moyen  pour  construire 
facilement  par  points  toutes  les  courbes  planes  du  troisième 
degré  qui  ont  au  moins  une  asymptote  à  distance  finie. 

Dans  ce  but,  nous  considérerons  successiyement  celles 
qui  ont  un  point  singulier  et  celles  qui  en  sont  dépourvues. 
Nous  ferons  d'ailleurs  complète  abstraction  des  cas  parti- 
culiers oh  les  équations  générales  ne  représentent  plus 
réellement  une  courbe  du  troisième  degré,  mais  simplement 
Tensemble  d'une  droite  et  d'une  conique  ou  de  trois  droites. 

Courbes  à  point  singuliei\ 

Rapportées  au  point  singulier,  ces  courbes  sont,  repré- 
sentées par  une  équation  de  l'une  des   formes  suivantes  : 

{y  —  mx)  [y  —  m'x]  [y  —  fw".T)  =  Aj/'  -+-  B^  +  ^«'ï^^  (  '•)•  o  Asympt.  à  l'infini. 
{y  —  fmry  [y  —  «i'.t)  =  Ay^  +  Bcy  +  Cx^  (2,).  2  Asympt.  h  l'infini. 
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Du  reste,  dans  les  courbes  (  ig  ),  parmi  les  trois  directions 
asympto tiques  ,  il  peut  y  en  ayoir  soit  3  réelles ,  soit 
2  imaginaires  m  et  m  y  et  i  réelle  m". 

Théorème  I.  —  Toute  courbe,  à  point  singulier,  ayant  au 
moins  une  asymptote  à  distance  finie,  peut  être  mise  sous  la  forme 

mi'décomposée  : 

j  ^  ax  +  by à" 

(y  —  rax)  (y  —  m'x)    "^    y  —  m"x 
où  m'  =  m,  s'il  s'agit  d^une  courbe  (  2s  ). 

Ce  n'est  qu'une  application  de  la  théorie  de  la  décompo- 
Mtion  des  fractions  rationnelles. 

Remarque,  —  Si  m  et  m'  sont  réels  et  inégaux,  on  pourra 
mettre  la  courbe  sous  la  forme  annoncée,  de  trois  manières 
différentes;  on  pourra  aussi  continuer  la  décomposition  et 
arriver  à  la  forme  la  plus  simple  : 

d  d'  d' 

H — r. rrr"  "r 


y  — ma; 


y  —  mx 


y  —  m  X 


Théorème  II.  — Toute  courbe,  à  point  singulier,  ayant  au 
moins  une  asymptote  à  distance  finie^  peut  se  construire  par 
points  à  Vaide  d'une  conique  et  d'une  droite  fixes. 

En   effet,  si   nous   supposons  cette  courbe  mise  sous  la 
forme   indiquée   par  le  théorème 
précédent,  que  nous  passions  aux 
coordonnées  polaires,  et  que  nous 
posions 

a  cos  o>  +  6  sin  w 

"*    (sino)-w.coso))(sin(o-m'.cos<o) 

d" 

sinto-m  coso) 
nous  aurons 

P  =  Pi  +  P«- 
De  là  la  construction  suivante: 

On  construira  d'abord  les  éléments  nécessaires  de  la  coniquo 
directrice 

{y  —  mr)  (y  —  m'x)  =  ax  -^  6y, 
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qui  passe  par  l'origine  et  qui  a  pour  asymptotes  les  asym- 
ptotes de  direction  m  et  m  de  la  courbe  elle-même  ;  puis  la 
droite  asymptote  directrice  y  —  m"x  =  d".  Cela  fait,  par  le 
point  singulier  0,  on  mènera  autant  de  rayons  OR  que  l'on 
voudra;  on  construira  leurs  points  d'intersection  respectifs 
Ml  et  M,  avec  la  conique  et  la  droite  directrices  ;  Ton 
prendra  OM  =  OM^  +  OM,. 

Les  points  M  ainsi  obtenus  seront  des  points  de  la  courbe. 

Remarque  L  —  Dans  le  cas  ou  la  conique  directrice  est 
une  ellipse,  comme  cela  a  lieu  pour  le  Folium  de  Descartes, 
on  pourra,  si  on  le  veut,  considérer  la  courbe  à  construire 
comme  la  projection  d'une  autre  courbe  dont  la  conique 
directrice  serait  un  cercle. 

Remarque  11,  —  Si  la  conique  directrice  est  une  hyperbole, 
la  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme  décomposée 

d  ,  d'  ,  d" 

y  —  mx         y  —  mx         y  —  m  x 
c.-ii-d.  p  =  p,  -f  p,  -|-  p, 

et  ainsi,  le  triangle  des  asymptotes  •  étant  tracé,  il  suflfil, 
pour  avoir  un  point  M  de  la  courbe,  de  mener  un  rayon 
(juolconqueOR,  marquer  ses  points  d'intersection  respectifs 
M,,  Mj,  M,,  avec  les  asymptotes,  et  prendre 

OM  =  OMi  +  OM,  +  OM,. 

Théorème  III.  —  La  sous-nornuUe  en  un  point  M  de  la 
courbe  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  sous-normales  aux 
points  correspondants  ^r<  et  M,  de  la  conique  et  de  la  droite 
directricQS, 

En  effet,  de  p  =  p,  -f-  p^, 

on  déduit  p'  =  p\  -|-  o\. 

Si  la  conique  directrice  est  une  hyperbole,  on  peut  faire 
la  même  remarque  que  ci-dessus. 

Sachant  construire  la  sous-nonnale,  on  sait  donc  tracer 
la  tangente. 

Cette  méthode,  non  seulement  permet  de  déterminer  gra- 
phiquement la  courbe  et  d'une  manière  très  simple;  maiî^ 
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elle  en  rend  aussi  cvidemmeûtla  discussion  très  rapide;  elle 
en  fait  apercevoir  de  suite  la  forme. 

Le  point  oîi  la  courbe  rencontre  Tasymptote  directrice 
se  Irouye  sur  la  tangente  en  0  à  la  conique  directrice. 

IiCs  tangentes  au  point  singulier  0  sont  les  rayons  vecleiirs 
nnls.  Donc,  pour  les  obtenir,  on  tracera  la  symétrique  de 
l'asymptote  directrice  par  rapport  à  0,  et  Ton  déterminera  les 
points  d'intersection  N^  et  N^  de  celle  droite  avec  la  conique  ; 
les  rayons  ON^  et  ON^  seront  les  taugcnles  cherchées.  Donc, 
suivant  que  cette  symétrique  rencontre  la  conique  en  deux 
points  Ni  et  N,  réels  et  distincts,  réels  et  confondus,  ou 
imaginaires,  le  point  singulier  est  un  point  double  réel,  un 
point  de  rebroussement,  ou  un  point  double  isolé. 

Gela  posé,  si  nous  convenons  d'appeler  elliptiquesy  hyperbo- 
liques on  paraboliques  les  courbes  que  nous  étudions,  suivant 
qu  elles  ont  pour  conique  directrice  une  ellipse,  une  hyper- 
bole, ou  une  parabole;  —  et  si  nous  désignons  par  1)D 
l'asymptote  directrice,  SS  sa  symétrique  par  rapport  à  0, 
OT  la  tangente  en  0  à  la  conique  directrice  (C),  on  peut 
êlahlir  la  classificalion  des  courbes  planes  du  troisième  degré 
i«  point  singulier,  et  ayant  au  moins  une  asymptote  à  distance 
linie,  d'après  les  caractères  suivants  ; 

Courbes  elliptiques, 

[  1**  SS  rencontre  (G)  en  deux 

I.  DD   n'est  pas  parallèle  \  J^^''^  distincts; 

i.  OT;  alors    3   ou    .    point  {^^^.  rencontre  (C)  en  deux 

,Y-n     '  J      points  confondus; 

clmllexian.  /  ,,^^^  .      ^'        , 

f  ô^  SS  rencontre  (C)  en  deux 

\      points  imaginaires; 

'  1^  SS  rencontre  (C)  en  deux 

II.  I)D  est  parallèle  à  OT  ;  l  J^^^'  distincts; 

^,  ^        .   .     ,,.        )  2**  SS  rencontre  (G)  en  deux 

alors     2   ou    o  point    d  in  -  <  .   ^  «     , 

n    .  j      points  confondus  ; 

*  ^^^'  I  3^  SS  rencontre  (G)  en  deux 

I      points  imaginaires. 
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Courbes  hyperboliques. 


I 


I.  DD  n'est  pas  parallèle 
à  OT;  alors  3  ou  i  point 
d'inflexion. 


l^SS  rencontre 
(C)  en  deux 
points  réels 
et  distincts. 


/(a)Le  point  sin- 
gulier 0  est  à 
l'extérieur 
du  triangle 
des  asym- 
ptotes. 

(p)  Le  point  O 
est  à  l'inté- 
rieur du 
triangle  des 


\ 


1 


1®SS  rencontre 
(C)  en  deux^ 


asymptotes. 
SS  rencontre   (C)  en  deux 
points  réduits  à  un  ; 
y*»  SS  rencontre  (C)  en  doux 
points  imaginaires. 

(a)  Le  point  0 
est  à  l'ex- 
térieur du 
triangle  des 
asymptotes. 

points   réels)(P)  ^e  point  0 

et  distincts.  /     ^^^    ^    l'ex- 
térieur   du 

triangle  des 

asymptotes. 

2<»  SS  rencontre  (C)  en  deux 

points  réduits  à  un; 

3®  SS  rencontre  (C)   en   deux 

points  imaginaires. 

III.  Le  point  0  est  centre  de   gravité  du    triangle  des 
asymptotes. 

On  arrive  du  reste  très  facilement  par  l'analyse  à  cette 
même  classification. 


IL  DD  est  parallèle  k  OT  ; 
alors  2  ou  o  points  d'in- 
flexion. 
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Courbes  paraboliques. 

1®  SS  rencontre  (C)  en  deux 
points  distincts; 
I.  DD  n'est  pas  parallèle  à  )  2®  SS  rencontre  (G)  en  deux 
OT.  I  ou  3  points  d'inflexion,  j      points  confondus; 

3"  SS  rencontre  (G)  en  deux 
points  imaginaires, 

1®  SS  rencontre  (G)  en  deux 
points  distincts. 

2®  SS  rencontre  (G)  en  deux 
points  imaginaires. 

Ily  a  doue  en  tout  18  espèces  de  courbes  du  troisième  degré 
à  point  singulier  et  ayant  au  moins  une  asymptote  à  distance 
Unie. 


II.  DD  est  parallèle  à  OT.  o 
ou  2  points  d'inflexion. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET    LEURS    APPLICATIONS    EN    GÉOMÉTRIE, 
Par  M.  B.  Jf.  JBoqucl. 

[Suite  ^  voir  p.  35  et  su  iv.) 


Pour  appliquer  immédiatement  le  théorème  que  nous 
venons  d'établir,  soit  la  forme  quadratique  binaire  (c'est-à- 
dire  a  deux  variables)  Ax*  +  2Bxy  +  Gt/',  qui  forme  Ten- 
semble  des  termes  du  deuxième  degré  dans  Téquation 
générale  des  coniques. 

L'invariant  de  cette  forme  (qui  en  est  en  môme  temps  le 
discriminant,  car  nous  reconnaîtrons  plus  tard  que  les  formes 
quadratiques  n'ont  d'autre  invariant  que  leur  discriminant) 
est  le  déterminant     A    B  .  .^       _^ 

B     G     =^«-B'- 

Si  Ton  fait  dans  la  forme  proposée  la   substitution  li-»- 

néaire  l  ,  ,   ,    ,  7  „  <Jn  obtiendra  une  autre  forme  qua- 

y  =ax  •\'by 
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dratique binaire  Aa'*  -f-  2B'xy'  -|-  C'«/'*,  dont  riuvariant  sera 
A  G'  —  B». 

Or,  d'après  le  théorème  établi  pages  39,  40  et  41,  on  aura  : 
A'C  —  B«  =  (AC  —  B«)(a6'  -  ha)*. 

Il  en  résulte  que  le  signe  du  discriminant  (ou  invariant) 
nouveau  est  le  même  que  celui  du  premier. 

Or,  on  sait  que  le  signe  de  la  quantité  AC  —  B*  définit  le 
genre  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  générale  de 
deuxième  degré  à  deux  variables  ;  on  retrouve  donc  ce  ré- 
sultat, évident  o  priori  au  point  de  vue  géométrique,  que 
le  genre  d'une  conique  est  indépendant  des  axes  auxquels 
elle  est  rapportée. 

C'est  là  un  premier  exemple,  remarquable  en  raison  de  sa 
simplicité  même,  de  la  connexité  constante  qui  existe  entre 
les  propriétés  purement  algébriques  des  formes  et  les 
propriétés  géométriques  des  figures  dans  les  équations  des- 
quelles entrent  ces  formes. 

—  Soit  de  même  la  forme  quadratrique  ternaire  (c.-à-d.  à 
trois  variables)  Ax*-f"^2/*+  ^"^*  +  ^Byz  -\-  2B'sx'  -|-  l'BV//, 
qui  forme  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  dans 
l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre. 

Son  invariant  (ou  déterminant)  est  le  déterminant 

A     B"    B' 

B''    A'     B       =  AA'A"  +  2BB'B^  —  AB*  —  A'B'«  —  A^B^^ 

B'     B     A" 

si  l'on  fait  dans  la  forme  proposée  la  subslituuon   linéaire 

X  =  dx     -f-  by     -|-  cz 
y  =  dx   -f-  h'y    -|-  cz 
z  =  a'x   -f.  Vy    +  d'% 
ce  qui,  au  point  de  vue  géométrique,  signifie  que  l'on  rapporte 
la  surface  dans  l'équation  de  laquelle  entre  la  forme  proposée 
à  d'autres  axes   de  coordonnées,  on  obtiendra  une  autre 
forme  quadratique  ternaire 

A,.x-'«  +  A'iî/'»  -f  A'>'-2  4-  iB.y'z  +  iB^zx  -f-  2B'>y, 

dont  l'invariant  est  le  déterminant 
A.  B'.  B', 

B;A',  B4    =:AjA'iA",+  2B,B,B",— A,B,»— A'jBV— A",B  ,' 
B'.B,  A'J 


— m — 

et  d!aprefl  le  ikiiorènie  fandamenial»  ^od  ^a  : 


B- 1  A  f  JB| 
B'i   B4   A'.! 


1 

a  b   e 

X 

a'  b  c  . 

' 

a"  6"  c"; 

A   B'  B' 

B'  A'  B 

B    B    A' 

.Le  signe  du  nouTeau  1  discriminant  «st  donc  le:  même -que 
celui  du  premier. 

Or,- on  sait  que  cesif  iie(lixe.lanrariété  à  laciuelle  appartient 
le  cône  représenté  par  l'équation  Aac*4-.A,y  +«AV  7}-  ^Qyj 
4-  2B'isa;-|-  2B"a:;y=  o,  variété  qui  est  d'ailleurs  intimement 
liée  à  la  nature  même  de  la  surface  représentée  par  l'équation 
générale  du  second  ordre  à  trois  yariables  ;  on  retrouve  donc 
encore  ici  l'explication  purement  algébrique  d'un  fait,  géomé- 
trique évident  à  priori. 

—  Reprenons  la  relation 

MC  —  B'*  =  (AC  —  B«)(a6' —  fc»')». 
On  sait  que»  dans  un  changement  de  coordonnées  obliqnes. 


on  a 


,       sin  a    , ,       sin  a 

a  as—: — r-,0  =— r 


sin  0 


sin  (6  —  a)     .         sin  (0  —  a  ) 

a  = ■    ^       /A-=    "     -    ^ — ^» 

sin  0  sm  0 

par  imite 

.  ,         sin  (6  —  a)  sin  a  —  sin  (0  —  a)  sin  a 
ab  —  6a  = i r-T-T 1-^— — — 


sm  0 


ou  ab'  —  ba  = 


sin'iO 

"sin  a  sin  0  cos  a  —  sin  6  C09  a  sin 

Il  è 

8in*0 


iSin  (a  —  a) 

sin  6  ,     ' 
Or  a'  —  «  est  l'angle  6'  que  font  entre  eux  les  nouveaux 
axes;  on  a  donc 

A'C—  B'«  =  (AC  —  B>)  'T,4', 

^  ^    sin"  0 

jd'ourésnlte  la  relation . remarquable 

AC  —  B'«  AC  —  B« 


«in*  0'  sin"  6 

lAG  — *  B" 
-qui  exprime  que  la  quantité  - — r-^- —  edt  indépendante 'du 

^oîx  des  axes  de  coordonnées, ^o'est-4«-dire  conserve  une 
valeur  constante  «dans  tous.lossjsièmes. 

JOUaiUI.  Bl  HATH.  1890.  € 


—  Si  nous  considérons  la  forme  quadratique  lemaice 
Aac«  +  2Ba5j/  +  Oj/*  +  2Dxz  +  2Eytf  +  Fa» 
obtenue  en   rétablissant  l'homogénéité  dans  le  polynôme 
général  du  deuxième  degré  à  deux  variables  au  m^en  de  la 
yariable  apparente  js  =  i,  on  obtiendra  une  autre  forme 
analogue 

AV»  +  2B'flD  y'  +  Cy«  +  2D'(rV  +  2E'î/V  +  ¥%^ 
au  moyen  de  la  substitution  linéaire 

a?  =  (Kc'  +  6j^'  -4-  c% 
y  =  ax  H"  oy  -{-  cz 

et  nous  sarons  qu'on  a,  en  vertu  du  théorème  fondamental  : 


A'  B'  D' 

À  B  D 

abc 

B'  C  E' 

^ 

B  G  E 

X 

a'  b-  c' 

D'  E'  F' 

D  EF 

a"b"c" 

Or  la  substitution  considérée  revient  à  un  changement 
général  de  coordonnées  planes,  si  Ton  pose 

a"  =  o,  6"  =  G,  c"  =  I,  et  si  Ton  suppose  z  =  i. 
Dans  ce  cas,  le  déterminant  de  la  substitution  «(auquel  on 
donne  aussi  le  nom  de  module  de  la  transformation)  se  réduit  à 

abc 


=  (aV  —  ba)  = 


sin  6' 


sin  0 


abc 

G  G  I 

D'oh  résulte  la  relation  remarquable 

F   (AC  —  B«)  +   2BDE  —  AE«  —  CD» 

sin*  % 
_    F  (A g  --  B ')  +  2B D E^  —  A E'«  —  CD'' 
""  sin«  ô' 

qui  exprime  que  le  quotient  de  la  quantité  connue  en  géo- 
métrie analytique  sous  le  nom  de  A,  par  le  carré  du  sinus 
de  l'angle  des  coordonnées,  a  une  valeur  indépendante  du 
choix  des  axes.  *  ^ 

Or,  on  sait  que  le  signe  de  la  quantité  A  fixe  la  variété  à 
laquelle  appartient  la  conique  représentée  par  réquation 
générale  du  second  ordre;  au  point  de  vue  géométrique, 
on  sait  donc  à  priori  que  ce  signe  ne  peut  dépendre  du 
choix  des  axes;  mais  nous  avons  en  même  temps  reconnu 
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algébriquement  quelque  chose  de  plus,  à  savoir  que  non 
seulement  le  signe  de  A  ne  peut  changer,  mais  que  la  valeur 

A 

même  de      .  ,  ^    est  constante  dans  tous  les  systèmes. 

sin*  6  , 

—  Nous  pourrions  rappeler  ici  les  applications  de  l'im- 
portant théorème  démontré  dans  notre  premier  article,  et 
nous  en  trouverions  de  nombreux  exemples  dans  Tétude  des 
coordonnées  trilinéaires;  mais  nous  sommes  forcés  d'abréger, 
pour  passer  en  revue  d'autres  propriétés  des  formes  qua- 
dratiques, et  nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  engager 
les  lecteurs  à  pousser  d'eux-mêmes  plus  avant  dans  cet  ordre 
d'idées. 

—  Soit  une  forme  quadratique  à  trois  variables  décomt*- 
posée  en  somme  de  carrés. 

son  invariant  sera,  d'après  la  définition  donnée  précédem- 
ment : 

a«  +  a'«  4-  a"«        ap  +  a 3'  +  a"P"       ay  +  ay'  +  otY 
A  =     ap  +  a'P'  +  ar     P»  +  P  +  f  ^  +  PY  +  ff 

n+*Y4-  «Y    Py+  PY+  PY      T'  +  T»  +  Y* 

On  voit  qu'il  est  égal  au  carré  du  déterminant 

*      P      Y 

a       p      Y 
a      p      Y 

formé  avec  les  coefiicients  des  fonctions  linéaires  entrant 
sous  les  carrés. 

—  Si  Ton  a,  dans  la  décomposition,  un  ou  plusieurs  carrés 
précédés  du  signe  — ,  on  remplacera,  dans  le  calcul  précé^ 
dent,  les  coefficients  des  variables  sous  ces  carrés  par  leurs 
produits  par  v—  i  ;  c'est  ainsi  que  l'invariant  de  la  forme 

¥  =  (ax  +  ^y  +  Y«j«  -  (a  a;  +  p'y  +  y'^)'  +  K^*  +  P'V  +  Y»)* 
sera  le  carré  du  déterminant 

*  P    Y    

aV  —   I  pV  —   I         yV  — 

a  p  Y 


— ^Si  la^forme  quadratique  considérée  est  la  somme  de 
ji  — ^p  forcés  jdépendaut  de  n  Yariables»  son  inyariant  sera 
nul,  comme  ayant  un  certain  nombre  de  lignes  nulles. 

Soit,iparexemple;F=:  (tex  +'Py  +  T*)*  +  (*'^  +  PV  +  T^)* 
son  invariant  sera,  d'après  ce  qui  précède,  le  carré  du  déter- 
-minant  ta      ^      r 

a       P       Y 
o      o      o . 
«t'^ora,  parsuite,  nul. 

—  D'une  manière  générale,  il  est  facile  de  Yoir  que  pour 
que  k  nombre  des  cannés  obtentis  en  décomposant  une  forme 
quadratiqite  en  somme  de  carrés^  soit  précisément  égal  au  nombre 
des  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  l'invariant  de  cette  forme 
M^t  différent  <fe  *Mro. 

1®  La  condition  est  nécessaire;  car  A  Ton 'Considère  ii 
carrés  de  n  fonctioi^  linéaires  distinctes,  rinyatientMt -égal 
.i^u  jçarcéidu  détermiMoit  fermé  avec,  les  coefficieate  desifonc-* 
tiens  sous  les  carrés,  et  comme  ces  fonctions  sont  supposées 
distiaetesy.leur  déterminant  est  différent  de  ^éro  :  il  en  est 
donc  de  même  de  son  carré; 

2^.  Elle  est 'Suffisante;*  car  «si  A  est  ^  o,  la -décomposition 

donnera  un  nombre  de. carrés  précisément  égal  au  nombre 
des  variables,  puisque,  si  Ton  pouvait  obtenir  moins  de 
carrés  que  de  variables,  il  faudrait  que  A  fût  nul,  en  vertu 
de  la  remarque  faite  plus  haut. 

—  Application  à  une  question  d^eœamen.  —  La.comlitionpour 
qu'un  polynôme  homogène  du  deuxième  degré  à  trois  variables^ 
ouy  en  Vautres  term^Sy  pour  qu'une  forme  quadratique  ternaire 
soit  décomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  est  que 
rinvariant  de  cette  forme  soit  nul. 

fin  efiet,  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  est  une 
somme  ou  une  différence  de  deux  carrés,  suivant  que  les 
coefficients  de  ces  facteurs  sont  réels   ou  imaginaires;  car 

on  a:      P«  +  Q*  =  (P  +  Q  ^T^)  (P  — Q/ÎTT) 
et  P«  -  Q«  ^  (P  4-  Q)  (P  -  Q), 

Or  nous  venons  4o  démontrer  que  pour  qufune   forme 


qaaârattqvd  '  se  réduise  à  une'somme  d^m  nombre  de  carrés 
moindre  que  le  nombre  desfTariafcleSy  il  fàui^qiie  nirvariant' 
de  oette  forme  soit  nul. 

^  En  rendant  homogèae  le  poIj;nâme  général  du  deuxième 
degré  à  deux  yariablèSy  on  voit  par  conséquent  que  pour  que 
r^qualion  généraiei  du.  deociëme  degré  à  deux  variables' 
représMite  deux  droites^  il  faui'qu'on  «it  : 

AB*  -h  CD»  —  iBDB  4-  F(B*  —  A€)  =  0. 
En  effet,  le  polynôme 

Aa;»  +  2Ba:y  4.  Cy!  +  2l)x  +  2Et/+  F: 
derientpar  le  rétablissement  de  Thomogéitéité  (^r=  i); 
Àœ*  +  2Bxg  +  (V'+  2Dxi»+  zEift  +  Fr». 
C'est  là  une  forme  quadratique  ternaire  dont  rinvariant. 
est  :  A  B  D 

iB  G  B 
DBF 
el  «eliiiiTttriant  dérekppé' donne  la  oenditîon  énMioée. 

Il' résulte  éf^lemestides'mème»  considératiMis  que^  peur 
que  la  forme  quadratique^  ternaire*  entrant  dans  réqualion 
générale  de&  surfaces  «du  deuxième  ordre  se  décompoM  en 
un  produit  de  deux  facteurs  linéaires,  il  faut  qu'on  ait 

A    IBT    B' 
B'^A'    B      =0 
B'  B,    A' 

c'est-à-dire  que  les  surfaces  considérées  n'aient  pas  un. 
centre  unique. 

De  la  forme  adjointe,  (Oauss.)  —  Prenons  encore,  pour 
exemple* une  forme  ternaire,  c'est-à-dire  à  trois  variables,  et 
soit  : 

i' 
On  aura       —  /«i  =  0^X1  +  a^^x^  +  a„a:, 


2; 

V 

2i 

V 


App^toitfî  ^1,  ^L,  ^  oas»tfoîsi  fonotioas*^ linéaires*  ntms' 
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aurons  trois  équalioas  du  premier  degré  d'où  nous  pouvons 
tirer,  en  supposant  A^o,   les  valeurs  de   ccî,  x^j  œ^,   en 

fonction  de  X^,  Xj,  X,.  Si  nous  reportons  ces  valeurs  dans 

F 
la  fonction  /",  elle  prendra  la  forme  -—,  F.  élant  une  fonction 

A 

homogène  et  du -deuxième  degré  dépendant  de  X^,  X,,  X,; 

c'est  cette  fonction  qu'on   appelle  la  forme  adjointe  de  la 

forme  donnée  f.  Sa  formation  est  simple  ;  car,  en  vertu  du 

théorème  d'Euler,  on  a  : 

C«""a~"Q»         Jjb.|   CC|    "T"  Jk-^OC'^    "T"   .^gtZ/3    —   T 

et  en  remplaçant  dans  cette  expression  Xi,  x^,  a?,  par  leurs 

F 
valeurs  en  X^,  X,,  Xj,  on  a  bien  f  =  — -• 

—  Il  est  facile  de  voir,  et  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin 
de  le  reconnaître  lui-même,  que  cette  définition  s'applique 
sans  modifications  à  une  forme  quadratique  renfermant  un 
nombre  quelconque  de  variables.  Il  en  est  d'ailleurs  de  même 
des  considérations  qui  vont  suivre. 

■  —  Propriété  fondamentale  de  la  forme  adjointe.  —  Soit,  comme 

précédemment,  la  forme  f  =  a^^  x^*  +  ^m  ^2*  "t"  ^99  ^«* 

+  2ai,  Xi  a^a -f-  2ai,  x^  x^  -4-  2a,,.ir,  a?,.  Considérons  la 

forme  ç  =  6/*  —   {^î^i  +  a3,X,  +  a?,X,)*,  oh  X^,   X„  X, 

sont   les  fonctions  définies  plus  haut;  nous  allons   établir 

que,  *t  ron  prend  Uinvariant  de  ç,  cet  invariant  contiendra  ô* 

en  facteur,  et  que  ce  facteur  étant  suppiimé,  si  Von  égale  ce  qui 

F 
reste  à  zéro,  on  aura  la  relation  ô  =— -,  dans  laquelle  F 

désigne  la  forme  adjointe  de  î,  et  A  l'invariant  de  f. 
En  effet,  nous  avons  vu  qu'on  a  : 

!  «11  x^  +  tti,  O?,  4-  a^,  (c,  =  Xi 

(1)    I  a,i  flCi  +  o„  (T,  +  a„  CD,  =  X^ 

(  a,i  x^  +  a,,  x,  +  a„  a;,  =  X, 

Or  posons  6  =  a?!  X^  -|-  œ,  X,  -f"  ^s  ^j  î  1®  calcul  dont  il 
s'agit  revient  à  Télimination  de  x^y  a;,,  x^  entre  cette  der- 
nière équation  et  les  relations  {1).  Le  résultat  de  cette  élimi- 
nation s'obtiendra  en  rendant  les  équations  homogènes,  et 
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égalant  à  zéro  le  déterminant  des  coefficients  des  indéter- 
minées. Pour  cela,  multiplions  les  trois  premières  par  la 
dernière  ;  il  Tient  : 

e  (dn  a?!  +  tti,  X,  +  ûi,  a?,)  — Xj  {x^  Xi  -f  x,  X,  -f-  or,  X,)  ==  o 
e  ((1,1  Xi  +  a„  X,  +  a„  Xg)  — XJxjXi  +x,X,  +  x,X,)  =  o 
e  (a,i  Xi  4-  «11  ^t  +  «»«  ^a)  — Xj  (J^i  Xi  +  Xa  X,  +  X,  Xj)  =  o 
Le  déterminant  des  coefficients  de  x^,  x,,  x»  égalé  à  zéro 
est  le  résultat  de  l'élimination.  Or,  ce  déterminant  est  le  sui- 

Tanl :  ,     . 

ôa^i  —  Xj*        Ofli,  —  X^X,      ôfli,  —  X^X, 

(P)      ea,4  —  XiX,     ea„  —  X,«        ea„  —  X,X,   =  o 
ôa,4  —  XjXs     6a„  —  X^Xj      ea„  —  X,« 

11  est  facile  de  voir  que  ce  déterminant,  qui  n'est  autre  que 
l'inyariant  de  (p,  est  décomposable  en  une  somme  de  2'  dé- 
terminants obtenus  en  prenant  les  termes  de  toutes  les  ma- 
nières possibles.  n 

On  a  d'abord  le  déterminant  formé  des  premiers  termes 
des  premières  colonnes 

^11        ^11        ÔOi, 

da,i      ôa„      6a,| 
ôa,!      ôo,,      eo„ 
qui  contient  ô*  en  facteur  devant  l'invariant  A  de  la  forme 
f  elle-même. 

On  a  ensuite  le  déterminant  formé  avec  les  seconds  termes 
de  la  première  colonne  et  les  premiers  termes  des  autres 

X^*        OOis     OOii 
XjX,     ea„     ôa„ 
X^X,     6a,,     Oaja 
lequel  contient  6'  en  ^facteur. 

Il  y  a  deux  autres  déterminants  analogues  à  celui-là; 
quant  aux  quatre  autres,  ils  sont  nuls,  comme  contenant 
chacun  deux  colonnes  identiques. 

En  effet,  prenons  par  exemple  le  déterminant  formé  par  les 
seconds  termes  des  deux  premières  colonnes  et  les  pre- 
miers de  la  troisième  ;  il  sera 


X,» 
XiX. 

x»x. 


X|Xj| 

x,x, 


da 
6a 
6a 


ts 


t« 


II 


=  XiX. 


X. 

X. 

toj, 

X. 

X, 

eot, 

X.' 

X, 

9*M 

o. 


L'iqiOAtion  (P)  s  o  se  réduit  donc  à  la  suivante:. 
•^6A  —  F)  =  o         d'oîi  6  =  — .        c.q.  f.  d. 

(A  suivre.) 


NOTE  SUR  LES  FONCTIONS  TRIGONOMETRIQUES 

Par  M.  H.  lAnrent,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


Il  est  souvent  difficile  en  analyse  de  s'affranchir  des 
considérations  géométriques  ;  au  point  de  vue  philosophique 
il  y  a  un  vice  de  forme  :  on  conçoit  en  effet  que  les  vérités 
de  l'algèbre  soient  indépendantes  des  propriétés  de  reten- 
due. 

La  trigonométrie,  telle  qu'on  l'enseigne,  et  telle  qu'elle 
doit  être  enseignée  (car  on  ne  doit  jamais  cacher  les  mé- 
thodes d'invention),  a  rinconvénient' de  reposer  sur  tous  les 
postulata  de  la  géométrie,  et  en  particulier  sur  le  postulatum 
d'Euclide.  Il  est  facile  de  refaire  la  trigonométrie  à  un 
point  de  vue  purement  algébrique  et  de  l'affranchir  de  toute 
considératioA  géométrique  ;  c'est  ce  que  nous  allons  faire. 

l"*  De.l'cQipfijikçntieUe^  —  Nous. poserons 

'  I  '  I  .  2  '  I  .  2  »•  3  '  •  I  .  2  .  3  .  .  .  n^  ^ 
la  fonction  e^  sera  alors,  finie  ei  continue  pour  toutes  les 
valeurs  finies,  réelles  ou  imaginaires^  àâ  x*  Oikiaiica  d'ailr- 
leurs 

e>=i+Ji  +  -«L+.  .  .  ^     ^ (2) 

I  1.2  1 1  .    2    . .  ^,^  •  .  .     •    f^ 

eirmaUiplMaiileB&f«iniittka*(4)  el^i^meiiifare  à  membl^eona': 

x+  y 


^ev  =  i  4- 


• .  •  • 


.  •  -4-  (  ■       ■  "■    -ff /        "\  "^  "I"  •  •  •  )  "K  •  • 

'    \  i.a...n         If.. 2  .  .  .  (n —  i)    i     '  /  ' 


—  8ft/— 

0/  -4-  v 

oiLbien.  e«ey-=:-i.H s— ^.  .  . 

I 

H Vof^  4-  —a?»  -  ^  y 

'     iu2.3i..n'  L  I 

oa  enfin 

^„=.+.£±JL+...     (°^+/'     +•••=«-  +  > 

I  I     .    2    .   3   .  .  .  fl 

Ainsi  se  Irottv»  établie  lat*.  propriéié  fondamentale  de 
rexponentielle,  et  au  besoin  sa  continuité  ;  car  si  y  est 
trèspetit,  e9  est  voisin  de  Tûnité,  et  e^+v  =e*  «y  est  très 
Toisih  de  e^ .  Les  autres  propriétés  de  l'exponentielle  se 
déduisent  de  là. 

2*  Sinus,  et  c<mnu8^  — On  posera- o<M&me-déûiii tien  : 


cosx  = ■ sina;=: -^  ^ 

on  ce  qui  revient  au  même 

cos  a;  =  I ...  (4) 

1.2'     1.2.3.4 

sin  a;  =  0? ^  H r =•  —  . . .    (8) 

I  .  2' .  3     '    I  .  2  .  3  .  4,..5. 

et  on  en  conclura  d'ailleurs 

g«v  -^  =0081»+  V —  I  sino;  (€) 

3"  Formules  d'addition.  —  Si  dans  les  formules 

sin  (xdzy)  =  sin  x  cos  y  ih  cos  x  sin  y        (7) 
cos  (a;  d=  y)  •  =  cos  x  cos  y  q=  sin  ce  sin  y*       (8)  ' 

on  remplace  sin  (se  ±:  y),  cos  (x  ±  y),  sin  x,  stn  y,  cos- or, 

cos  y  par  leurd  valeurs  tirées  de  (3),  on  constate  qu'elles-. 

se  réduisent  à  des .  identités,   ces  formules  (7)  ei  (8)  sent 

donc:  ezactesi. 

4*  Autres  formules  fondamentiriès.  —  Les  formulés-  (4)  ei  (S)' 

jt  sÂn  X 

aonnent  sin  0=0,  lAm =  i  pour  co  =  o  et  cos  o. 

X 

=  I,  sin  ( —  x)  =. —  sin  x.et  cos  ( —  x)  =  -f-  ^^^  ®î  ®* 
donc  on  fait  x  =-y  dans  la  formule  (8)  on  a  : 

I  =  cos*  X  +  sin?  X*  (9) 
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5*  Racines  réelles  de  sin  x  =  o,  co«  x  =  o.  Soient  —  et  — 

2  2 

deux  racines  de  cos  x  =  o  comprises  entre  i  et  2  ;  s'il  peut 
en  exister  plus  d'une,  il  y  aura  nécessairement  entre  ces 
limites  un  nombre  fini  de  racines;  sans  quoi  il  y  aurait 
des  racines  de  cos  â?  =  o  infiniment  voisines  Tune  de  l'autre. 

Supposons  donc  —  —  -—  très  petit  ;  d'après  la  formule  (7) 
on  aura  :  sin  ( )  =  o  et sera  racine  de  sino; 

\  2  2  /  2 

=  o  ;  appelons  cette  quantité  a  :  en  vertu  de  (7),  si  l'on  fait 

X  =  a,  j/  =  a,  on  aura  sin  2a  =  o,  on  aurait  de  même  sin  3a 

=  o  .  .  .  or  ceci  est  absurde;  car 

/  X*  .  x'  \ 

sin  X •=  o?  (  I r-  H = 1 •    •   •    ) 

\  1.2.3  1.2.3.4.5  / 

or  la  quantité  entre  parenthèses  ne  s'annule  pas  pour  des 

valeurs  de  x  moindres  que  l'unité,  car  pour  o?  <  i  la  série 

05*  ir*  ac* 


1 .2.3  1 .2.3.4.5  1 .2. . .  .7 


•  • 


est  moindre  que  — ;  sin  x  ne  saurait  donc  l'annuler  pour  de 

très  petites  valeurs  a,  2  a,  .   .    .  de  ce;  donc  enfin  cos  x  n'a 
qu'un  nombre  limité  de  racines  comprises  entre   i    et  2  ; 

—  sera  la  plus  petite  de  toutes  ;  on  voit  aussi  que  la  diffé- 

2 

rence  de  deux  racines  est  au  moins  égale  à  un. 

6®  Périodicité^  suite  de  la  recherche  des  racines.  —  Les  for- 
mules {l)f  (8)  donnent  : 

sinf  X -{ j  =  cos  x,  cos  (  ce -j )= — sincc(lO) 

sin  (x  -{-iz  )  =  —  sin  CD,  cos  (  ce  +  ir  )  = —  cos  ce  (11) 
sin  (ce  -|-  2TC  )  =  sin  x  cos  (  ce  +  2w  )    =  cos  ce  (12) 

Donc  sin  x  et  cos  ce  ont  pour  période  2ir.  Les  formules 
(H)  montrent  que  sin  ce  s'annule  pour  ce  =  o,it  tc,  ±  2iç,  etc., 

et  cos  ce  pour  ce  =  rh  — ,  ± ,  ni  — ,  elc  ; 

'  222 

sin  ce  =  o,  cos  ce  ^  o  n'ont  pas  d'autres  racines,  car  si 
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cos  =  o  avait  une  racine  comprise  entre  —  et  tt,  à  savoir 

2 

— ,  X  —  , —   et seraient  racines  de  sin  a:  =  o  :  or 

2  2  2  2 

l'une  de  ces  difTérences  est  au  plus  égale  à  i,  puisque 
—  <  2,  et  nous  avons  vu  que  sin  x  n'a  pas  de  racines 

entre  o  et  i .  

7"  Ractnes  imaginaires.  —  ^®  +  ^  v         ^^^  ^^^  ^  ^  ^^^^  ^ 

+  "i —  I  sin  y),  donc  a*  =  o  n'a  pas  de  racines  finies,  car 
cos  \j  et  sin  y  ne  peuvent  être  nuls  \  la  fois  en  vertu 
de  (9).  Pour  que  cos  «  =  o,  il  faut  que  en  vertu  de  (3) 
on  ait 

e  -f-  e  =ooue  4-ï=o 

ou  en  remplaçant  z  par  ce  -j-  y  v  —  i 

M?  J—  *  —  *y 
e     ^  =  —  1 

ou  enfin       cos  2x  -{-  ^  —  i  sin  2X  =  —  e*^» 

Cette  équation  exige  que  sin  20;  =  o  ;  donc  cos  20?  =  di  i 
=  —  e^;  donc  y  ^  o,  donc  s  ne  saurait  être  imaginaire  si 
cos  ce  =  o;  on  verrait  de  même  que  sin  x  =  o  n'a  pas  de 
racines  imaginaires. 

8^  Variations  de  sin  x  et  cos  x.  —  Si  l'on  suppose  y  très 
petit,  les  formules  (7),  (8)  montrent  que  sin  x  croit  ou  décroît 
suivant  que  cos  x  est  positif  ou  négatif;  en  effet  la  formule 
(7)  peut  s'écrire 

sin  (x  +  y)  =  sin  x  (i  —  ^—.. .)  +cos  x  {y ^— r-.,.) 

le  terme  qui  donne  son  signe  à  la  partie  qui  dépend  de  y, 
c'est^-dire  à  l'accroissement  de  sin  x,  est  y  cos  x  ;  donc, 
etc. . .  On  verrait  de  même  que  cos  x  croit  ou  décroît  sui- 
vant que  sin  X  est  négatif  ou  positif;  donc^etc. 

9*  Calcul  de  «. —  —est  compris  entre  i  et  2  d'après  ce  que 

l'on  a  vu  ;  en  substituant  entre  i  et  2  des  moyens,  on  con- 
çoit que  l'étude  des  signes  que  prendra  cos  x  permettra  de 

resserrer  les  limites  entre  lesquelles  reste  compris  — . 
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10?  Conclusiim.  —  Toutes  le&  formules,  de  la.  trigonométrie 
analytique  se  déduisent  des  propriétés  que  nous  venons 
d'établir;  ces  propriétés  sont  donc  indépendantes  du  postula«> 
tum  d'Buclide  et  même  de  toute  notion  sur  les' propriétés 
de  la  ligne  droite.  Une  construction  de  tables  de  sinus  et  de 

cosinus  conduira  d'ailleurs  au  calcul  de  —  dont  le  sinus 

2 

est  I.  La  théorie  que  nous  venons  de  faire  était  utile  pour 
la  perfection  même  de  la  science;  malheureusement  elle  ne 
dispense  pas  de  refaire  la  théorie  géométrique  du  sinus. et 
du  cosinus:  car  il  reste  à  calculer  les  lignes  qui-seatles 
coordonnées  d'un  point  quelconqpie  du  cercle,  ce  que  l'on:  ne* 
peut  faire  qu'en  démontrant  que  les  propriétés  de  ces  lignes 
sont  précisément  celles  du  sinus  et  du, cosinus. 


SUR  LA  SOMME 

DBS  PUISSANCES  SEMBLÀBLSS  DES  fl  PREMIERS  NOMBRES 

Par  M.   de  I^OBgeliaaips 


M.  G.  Dostor  a  donné  récemment  dans  ce  journal  une 
méthode  élémentaire  pour  calculer  la  somme  des  carrés, 
des  cubes, des  n  premiers  nombres.  Le  pro- 
cédé employé  par  ce  géomètre  est  certainement  ingénieux; 
mais,    peut-être,   peut-on   lui  reprocher    d'exiger  pour    le 

calcul  des  quantités  S^,  S,, un  artifice    qui 

varie  avec,  chacune .  d'îles.  On  peut,  commef  nous  '  allons 
le  montrer  ici,  et  comme  nous  l'enseignons  depuis.  plu/« 
sieurs  années,  lier  par  une. relatioa. simple  la  sonune  des 
puissances  p  des  n  premiera  nombres,  somme  que.  nous- 

représenterons' par  S^. aux  quantités  de  même  espècti  mais 
qu'on  pourrait  nommer  d'ordre  inférieur;  nous  entendons 
parla  les  fonctions 

ou  encore  SJ'""  \  Sj  *"  ^ 
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Nous  montrerons  'easuifte  comment  de  cette  retation  on 

peut  déduire: de  proéhe  en   proche  Sj[,  S^ 

comme  on  le  fait  dans  les  cours  de  mathématiques  .^pé- 
cialeSy  lorsqu'on  a  établi  .la  formule  qui  donne  la. somme 
des  puissances  p  des  termes  dfune  progression  arithmé- 
tique en  fonction  des  quantités  de  môme  espèce  mais 
d'ordre  inférieur.  Cette  dernière  formule  exigée,  «omme 
Ton  sait,  la  connaissance  du  biaôme  de  Newton  ;ï  lai  mé- 
thode que  nous  allons  donner  est  au  contraire' in tuitiro; 
elle  n'a  d'autre  base  que  révidenee  même. 

1.  —  Disposons  dans  un  carré  dont  les  'côtés  oilt  été  par- 
tagés en  n  parties  égales,  et  comme  nous  l'ayons 'fait  ail- 
leurs (*),4es  nombres. 

Ce  qui. donne  le  tableau  suivant: 


rp  \'2P 

iP      2P 

^P 

# 

....    nP' 

« 

....    nP 
.   .   .   .     nP 

IP      2P 

Sp 

IP      2P  .    . 

La  somme  totale  des  nombres  renfermés  dans  ce  tableau 
est  évidemment  :  n  S^.  Comptons  maintenant    ces    mêmes 
-nombres «en 'survant  Tordre  indiqué  par  le  trait  ABC;  la  co- 
lonne AB  donne  n  .  nP  =  np  +  i,  puis  dans  la  ligne  BG  on 
trouve  encore: 

tP    -^  2P    +  .   .   .  +  (n  — l)P    =  Sp  n  —  I. 
Lia  tranche  brisée  AiBC  renferme  donc  finalement    nP  +  i 
+  Sî_|  ;  appliquant  cette  remarque  aax  tranches  brisées 
successives,  jusqu'à  la  dernière  qui  est  formée  par  iP  ,  qu'on 
peut  écrire  iP+iy  on  a  ïidentité : 

(A)      n.Si:  =  SS+    +SS_,  +  Sî:_.,+  ...  +  SÎ: 
c'est  la  relation  annoncée. 

2.  —  Nous  allons  maintenant  montrer  comment -de  cette 


(*)  Mémoire  sur  les  nombres  de  Bemouilli  f Annales  de  récole  normale 
mpérieure^  4S79}. 
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relation  on   peut  tirer    successivement  S* ,  Sj, . . . .  ;    dans 
ce  but  nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  somme  SJ  ,  est  une  fonction  entière  et  de 
degré  {^  -{-  i),  en  n;  mais  ne  renfermant  pas  de  constante. 

Onsait  que  S^    =  — ^ — ■ — ^  = . 

*»  2  2*2 

Ce  qui  vérifie  la  proposition  pour  p=  i.  Nous  allons,  con- 
formément au  procédé  connu,  supposer  que  cette  loi  est 
vraie  pour  les  quantités 

el  nous  ferons  voir  qu'elle  subsiste  pour  la  fonction  supé- 
rieure Sj  "^^  ^ . 

Posons  donc  Sj  =  AnP  +  i  +  BnP  -j-  .   .   .  -|-  Kn, 
on  en  tire  SJ  _  ^    =  A(n-T".i)P+  ï  +  B(n-i)P  ...  +K(nr—i) 

Sf=A.iP  +  i  +  B.ii'  +  .   .   .+K.i; 
d'oU 

Sf  +  SÎ...+  SP  =  ASS  =,:  1  +  BSS...4-  KSi. 
D'autre  part,  la  formule  (A)  peut  s'écrire  : 

(n+  i)ss  =  sî;+  1  +isî;+.  .  .  +sf. 

Par  conséquent 
(B)  (i+A)Si:+i  =  (n+i  -B)SS-GSS-i+.   .   . 

3.  —  De  cette  identité  on  peut  déduire  plusieurs  consé- 
quences; et  d'abord  le  théorème  énoncé  plus  haut:  car  cette 
expression  de  SJ  "^  \  et  l'hypothèse  qu'on  a  faite  sur  les 
fonctions  S  S,  S  J...  S",  prouvent  que  SJ"*"^  est  bien  : 
.1°  une  fonction  entière  de  n;  2®  une  fonction  de  degré  (p  -f-  2); 
3"*  qu'elle  est  dépourvue  de  constante.  On  peut  aussi  en 
déduire  le  théorème  suivant. 

Théorème.  —Dans  le  développement  de  S  J,  suivant  les  puis- 

sances  de  n,  le  coefficient  de  v?  "^  \  est  égal  à 

P  +  I 
La  loi  est  vraie  pour  S  ^  ;  posons 

Sp  —  A  P  +  ^  ^ 

s5  +  '=a'î:  +  »  +  b'î;  +  *4.  .... 
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,  I 

on  snppose,  A  = : — 

-  p  +  I 

T 

il  faut  démontrer  que  Â'  = 


p  +  2  ' 
Or  ridentité  (B)  donne,  en  égalant  les  coefficients  de  nP  +  ^^ 

A'  = ^-r-  d'oïl  A'  =         * 


I  +  A  p  -f-  2   ' 

4.  —  Nous  chercherons  encore  à  déterminer  le  second  coef- 
ficient du  développement,  celui  de  np. 

Théorème.  —  Dans  le  développement  de  SnP,  le  second 
coefficient^  celui  de  nP,  est  toujours  égal  à  — . 
L'identité  (B)  peut  s'écrire 

,0,   |±is;  +  .     =(.+  ,_B)(^  +  B5  +  ....) 

•— ~  ^'^^  "-—   ••••  ^■"  '**-^n" 

en  égalant  les  coefficients  de  np  +  i, 


d'où, 


PH-   2      • 


Si  B  =  —       on  a    B'  =  — . 

2  2 

Or  dans  S,  B  = ;  donc  la  loi  est  générale. 

2 

5. —  La  détermination  des  coefficients  suivants  ne  peut  se 
faire  que  par  des  considérations  que  nous  avons  déve- 
loppées dans  le  mémoire  cité,  mais  qui  sortiraient  du  cadre 
élémentaire  de  cette  note.  Nous  donnerons  seulement  en 
terminant  le  calcul  des  premières  formules  Sn*,  Sn'. 

La  relation  (C),  si  Ton  y  fait  p  ==  i,  donne  : 

J-   S«    =  fn  +  I L'\  s< 

2        «  \      ^  2  /     « 

ou,  3SÎ  =  (2n  +  i)  SJ 

ou. 


c,  n{n  +  i)  (2n  +  i)    _    n^      .      n*     .     ''^ 

6.  3     ^^     2       '      6 


L'hypothèse  p  =  2  donne  : 

3       n         \    ^  2  /  ^  .6       «' 

et  par  des  réductions  évidentes 

et  ainsi  de  suite.  .Nous  croyons,  en  résumé,  avoir  résolu 
par  une  méthode  .simple  et  élémentaire  le  problème  ujui 
consiste   à  calculer   de  ^proche    en   proche  .les  quantités 

^>  -Su- 

1  -     "  ■■■Il 

QUESTIONS  'PROPO&ÉES 


MatliAinati<;pias  spéetalea. 

(Toutes  cei  question»  ont  été  proposées  en  1879  dans  les  exameos 

de  l'Université  de  Dublin.) 

•  "Si  Ton  a  la  relation 

(fl)'T  +  (ym)T  +  (An)T  =  o, 
les  coniques  fyx  +  gzx  r}-  hxy  =  o 

Vte  +  Vmy  +  Yxi  =  o 
sont  tangentes.  .Déterminer  leur;point  de  contaiet. 

227.  Trouver  les  racines  communes  aux  équations  du 
système 

(P  -  j)'  (^  -  «)•  =  (t  -  «)•  (X  -  p)«  =  (a  -  w  {X  -  r)». 

228.  Lieu  du  centre  d'un  /triangle  équiktéfal  «iiont  les 
côtés  passent  par  trois  pointe 'donnés. 


Le  RédacteuMîéraQt» 
J.KQEHLER. 


wrmii'Tr  **»■*■*"  mm  gbuim  w- vu.  —  a,  olmixt  d» 

IVinMfcU,  Mb  A  PAUt.  —  6tSH>. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

ET  DE  LEURS  PROPRIÉTÉS 
ParM.IiAvmojr,  maître  répétitear  au  Lyeée  Loais-le-Grand* 

[Suite ,  voir  p.  49  et  suiv.) 


XI.  Théorème.  —  Le  cercle  gui  passe  par  les  deux  foyers 
et  par  le  point  de  rencontre  d'une  tangente  à  Cellipse  et  d'une 
parallèle  au  grand  axe  menée  par  tune  des  extrémités  du  petit 
a  pour  tangente  en  ce  dernier  point  la  tangente  considérée  de  V ellipse. 

Soit  (fig.  6)  ^  Tangle  que  fait  la  tangente  au  point  M  avec 
Taxe  focal  de  la  courbe  ;  on  a 

PP'  =  NN'  cos  p 

MF  4-  MF' 

or        NN'  =  NM  +  MN'  =  ^  — 


2a 


siua 


sin  a 


Fig,  6, 


et  comme 


PF  = 


2W 


il  en  résulte  que  c  cos  ^  =  a  sin  a  (1) 

Ceci  posé,  soit  (fig.  7)  T  le  point  où  la  tangente  en  un 
point  M  d'une  ellipse  rencontre  le  grand  axe,  OM  le  demi- 

JOORIIAL  DB  MATH.  18ë0.  '^ 
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diamètre  du  point  M  ;  le  triangle  OMT  donne 

OM    __    sinp 
OT    ~"    sin  Y 
Y  étant  toujours  Tangle  OMT  ;  d'où 

OT  sin  p  =  OM  sin  y 
et  comme  (VII)         OM  sin  y  =  a  cos  a 

OT  sin  p  =  a  cos  a 


(2) 


t"         /A' 


Fig,7. 

En  additionnant  membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  (â), 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  il  vient 

OT*  sin»  p  +  c«  cos*  p  =  a« 
ou  en  remplaçant  cos' p  par  i  —  sin*  ^ 

(OT*  —  c*)  sin»  p  =  o»  —  c*  =  6* 
(OT  —  c)  (OT  +  c)  =      ** 


ou  enfin 


sin'p 


Soit  BTi  parallèle  à  MT  et  BK  parallèle  au  grand  axe,  il  est 

facile  de  voir  que  TK  =  BT^  =:  -r-r- 

^         smp 

et  par  suite  "TK*  =  TF  x  TF 

ce  qui  donne  le  théorème  énoncé. 

Remarque.  -*  A  l'autre  extrémité  B'  correspond  un  second 
point  E'  et  partant  un  second  cercle  tangent  en  E'  à  MT. 

XII.  Théorème  —  La  puissance  du  point  T  (fig.  7)  par 
rapport  au  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  OT^  pour 
rayon^  est  constante  et  égale  au  carré  du  demi-grand  axe,  quel 
que  soit  le  point  M. 
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On  yieni  de  voir  (XI)  que 


sin'P 
ou  en  remplaçant  c'  par  a*  —  6* 

6« 

OT*  =  a»  —  6«  H :— —  =  a*  +  6«  cotg'fi; 

d'où  l'on  déduit 

(OT  —  6  cotg  p)  (OT  +  b  cotg  p)  =  o»; 
d'après  la  figure  OT^  =  6  cotg  p 

donc  (OT  —  OTO  (OT  +  OT,)  =  a«.        c.  q.  f.  d. 

XIII.  Théorème.  —  La  droite  qui  joint  un  foyer  éCune 
ellipse  au  point  ou  une  tangente  rencontre  le  petit  axe^  est  égale 
à  la  portion  comprise  entre  les  dexAx  axes  de  la  parallèle  à  cette 
tangente  menée  par  une  extrémité  du  grand  axe. 

Le  triangle  OMT  (fig.  7}  donne 

or  OM 

sin  Y  cos  p  ' 

d'oîi  OT'  cos  g  =  OM  sin  Y  =  a  cos  ot 

et  comme  (XI)  c  cos  p  =  a  sin  a, 

il  vient  en  ajoutant  les  deux  dernières  expressions  après 
les  avoir  élevées  au  carré, 

ÔT*  +  c«  =  — ^. 
'  cos*  p 

Soit  âT'i  une  parallèle  à  MT,  il  est  évident  que 

^         cos  3  ' 

déplus  W*  =  OF  +  OT'*  =  c»  +7)T^; 

donc  FT'  =  AT; 

Remarque.  —  Be  ce  théorème  résulte  une  construction  de 
la  tangente  parallèlement  à  une  direction  donnée  ;  par  le  som- 
met A  on  mènera  AT'i  parallèle  à  cette  direction,  on  prendra 
FT*  =  AT'i  et  par  le  point  T'  on  mènera  une  nouvelle 
parallèle  à  la  direction  donnée. 

XIV.  Théorème.  —  La  puissance  du  point  T  (fig,  7)  par 
rapport  au  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  OT'i  pour 
rayon  est  constante  et  égale  au  carré  du  demi-petit  axe. 


'     •     « 
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On  a»  d'après  le  théorème  précédent 


ou,  comme  c*  =  a*  —  b*, 


cos'  p 


ÔT*  =  — ? c« 


a« 


COS"  p  '  I  o    r 

et  comme,  d'après  la  figure, 

0T\  =  a  tg  p 
on  en  conclut 

(OT'  —  OT',)  (Or  +  OT'O  =  fe«.        c.  q.  f.  d. 

XV.  Thiorème.  —  Le  lieu  du  sommet  d*un  angle  droit  cir- 
œnscrit  à  une  ellipse  est  un  cercle^ 

Soient  OQ  et  OQ'  les  distances  du  centre  à  deux  tangentes 
rectangulaires,  on  a  (XI) 

c  COS  û 

sin  a  =  ; 

a 

,,  ,  1/  c*  cos«  p 

d  ou  COS   a   =    y     I ;; ^  , 

et  par  suite 

OQ 


1/           c*  cos*B 
=  a  COS  a  :=  a  ^  I — i- 


p  étant  l'angle  de  la  tangente  correspondante  avec^le  grand 
axe;  l'angle  de  l'autre  tangente  avec  la  même  direction  sera 
complémentaire  du  premier  et  l'on  aura 


nr^'            \f      '    c«  sin«  P 
OQ=a  |(i -5^; 


d'où,  en  additionnant  après  avoir  élevé  au  carré 

M  étant  le  point  considéré  du  lieu,  on  peut  voir  sans  figure 
que  ÔM*  =  OQ*  -f  ()(?*  =  a»  +  6« 

et  que  par  suite  le  lieu  cherché  est  un  cercle  concentrique  à 
l'ellipse  et  de  rayon  Va*  +  ^'* 

XVI.  — Minimum  de  li  portion  d'une  tangente  comprise  entre 
les  axes. 
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On  a  obtenu  (XII  et  XIV)  et  en  se  reportant  à  la  figure  8 

ÔT*  =  o»  -I-  6»  cotg»  p 

OT^  =  6*  +  a«  tg«  p 
et  en  ajoutant 

ÔT*  +  ÔT'*  =  a»  +  6»  +  6«  cotg»  ^  +  a*  tg*  p. 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  représente  TT*   et   le 

second  sera  minimum  en  môme  temps  que  la  somme 

b*  cotg«  P  +  tt«  tg*  .6; 

or  le  produit  6*  cotg*  p  X  a*  tg"  p 

est  constant  et  égal   à  a'6*  ;  donc  le   minimum  aura  lieu 

lorsque  a'  tg*  p  =  6'  cotg»  p 

ou  lorsque  tg*  p  =  — — , 

a" 

et  comme  tg  ^  est  une   quantité  réelle,  on  devra  prendre 

tg»p=-^,cotg>  P=-|-. 

Mors  la  valeur  de  TT  ■  sera 

o»  +  t«  +  a6  +  a6  =  (a  +  6)* 
d'où  TT'  ==  o  +  6. 

Hemarque.  —  De  cette  valeur  de  tg*  p,  on  déduit 

sin'p    cos*  p  I 

b  o  o  -f-  6  ' 

d'où  pour  la  distance  du  centre  à  celte  tangente  miuima, 

en  vertu  de  (XV), 

r  a' 

XVII.  Théorème.  —  Le  carré  construit  sur  une  tangente 
est  équivalent  à  la  somme  des  carrés  construits  sur  les  paral- 
lèles à  cette  tangente  menées  par  les  extrémités  des  axes^  ces 
trois  droites  étant  limitées  aux  axes. 

En  effet,  de  ce  que  (XI  et  XIII) 

m'-c-=—^ 

sin«p 

ÔT'*  +  c*=:  --^, 
^  cos«p 

il  vient,  par  addition 


WP  +  OT*  =  — 2L.  4. 


cos'p  sin*p 
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or,  d'aprës  la  figure  8,  on  voit  facilement  que  cette  expres- 
sion n'est  autre  que  la  suivante 

TT'*  =  Âr  4*  +  bt7 

qui  donne  l'énoncé. 

Remarqua.  —  Soient  OQ'  perpendiculaire  à  AT'^  (fig.  7), 
OQ*  perpendiculaire  à  BT<  on  a,  d'après  la  figure 

OQ'  =  a  sin  p 

OQ'  =  6  cos  p, 

d'oli     W*  +  OQ"^  =  a«  sin»p  +  6'  cos»p  =  a^  —  c^  cos«g; 
or  (XV)  OQ  désignant  la  distance  du  centre  à  la  tangente 

TT',  on  a  "[OQ*  =  a^  ^  c^  cos*  6; 

donc  OQ*  =  ÔQ'*  +  OQ^* 

2^  Propriétés  de  la  normale. 

La  construction  graphique  de  la  normale  dans  les  diffé- 
rents cas  qui  peuvent  se  présenter  ayant  été  donnée  dans 
le  Journal  (voir  3«  année,  p,  197),  il  est  inutile  d'y  revenir. 

XVIII.  Théorème.  —  het  o  étant  deux  côtés  d'un  triangle 
faisant  entre  eux  Vangle  A,  et  1  la  longueur  de  la  bissectrice 
intérieure  de  cet  angle^  on  a 

2  bc  cos  — 


Soit  (fig.  8)  ABC  le  triangle  considéré,  AD  la  bissectrice 
intérieure  de  l'angle  A  ;  la  surface  du  triangle  a  pour  expres- 
sion d'une  part  —  bc  sin  A 

2 

et  d'autre  part,  en  considérant  le  triangle  comme  formé  des 
deux  triangles  partiels  ADG  et  ADB, 
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A  A  A 

bl  sin  cl  sin /(&  +  c)  sin  — 

2  2  ^         I         /  2 

+ 


2  •  2  2 

en  égalant  ces  deux  expressions,  il  vient 

6c  sin  A  =  /(6  -|-  c)  sin , 

A            A 
et,  si  l'on  remplace  sin  A  par  2  sin cos ,ontrouYe 

20C  cos  

'=        b+c      • 
Remarque.  —  Une  méthode  analogue  conduirait  à  l'expres- 
sion suivante  de  la  bissectrice  extérieure  : 

26c  sin 


b—  c 

XIX.  —  Longueur^  limitée  au  grand  axe^  de  la  normale  en 
un  point  éFune  ellipse. 

Si  l'on  suppose  que  le  triangle  ABC  représente  celui  des 
rayons  vecteurs  d'un  point  d'une  ellipse  dont  les  foyers 
seraient  les  points  G  et  B,  on  voit  que 

fec  =  MF  X  MF'  =  6» 
6  +  c  =  MF  +  MF  =  2a 
et  si  l'on  désigne  par  N  la  longueur  définie  dans  l'énoncé, 
on  trouve  en  vertu  du  théorème  précédent  : 

6'*  cos  a 


et  comme 

N—  - 
(\1II,  Remarque) 

a 

b 
b' 

cos  a 

— 

on  a  aussi 

N 

^^^^ 

bb- 

• 

a 

XX.  Théoràme.  —  La  projection  de  N  sur  les  rayons  vee- 
leurs  du  point  M  est  constanlCy  quel  que  soit  le  point  M. 

Si  dans  la  première  valeur  de  N  (XIX)  on  élimine  6'  au 

b* 
lieu  do  cos  a,  on  obtient  N  =  — — 

a  cos  a 


ou 
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N  cos  a  =  - 


EL 
a 


expression  qui  montre  que  cette  projection  est  égale  à  — . 

XXI.  Théorôme.  —  Leproduit  de  la  longueur  N  de  la  nor- 
male par  la  dislance  du  centre  à  la  tangente  correspondante  est 
constant  et  égal  à  b*  pour  tout  point  de  rellipse. 

En  effet,  OQ  désignant  la  distance  du  centre  à  une  tan- 

gente»  on  sait  (YI,  Remarqua)  que 

OQ  =  a  cos  a, 

6» 
N  X  OQ  =  — — —  X  a  cos  a  =  6*. 


d'où 


a  cos  a 


XXII.  Théorôme.  —  D'un  point  pris  dans  le  plan  d'une 
ellipse,  on  peut,  en  général,  mener  quatre  normales  à  la  courbe. 

Soit  (fig.  9)  M  point  d'une  ellipse  de  foyers  F  et  F'  où 

aboutit  une  normale  issue  du  point 
P,  RP  une  perpendiculaire  sur  FF', 
MH  une  seconde  perpendiculaire 
sur  FF'  et  enfin  D  le  point  où  la 
normale  PM  rencontre  FF'. 

MD  étant  bissectrice  de  l'angle 
FMF'y  on  a  la  suite  des  rapports 
F'D         FD        F'D  +  FD  _  ^ 

~  a' 


MF         MF 
d'où  l'on  tire 


MF  +  MF 


MF'  =  —  F'D. 
c 


De  plus,  le  triangle  MDF'  permet 


Fig,  9. 

d'écrire  la  relation 

FD*  =  MF*  +  MÊP  —  2MF'  X  MD  cos  a 
et  en  y  remplaçant  MF'  par  sa  valeur  trouvée  ci-dessus  et 

b* 
^^  P®^ —  (^^)>  <^û  trouve,  après  réductions, 


a  cos  a 
FD* 


2cF'D  + 


6«c« 


=  G. 


a*  cos*  a 

Le  point  P  étant  donné  par  sa  distance  PR,  la  normale 
PM  sera  déterminée  par  la  longueur  RD  qui  sera  l'inconnue 


dn  problème  ;  si  l'on  pose  F'R  =  {,  on  a 

F'D  =  /  +  RD 
et  en  remplaçant  F'D  par  cette  valeur  dans  la  relation  pré- 
cédente, il  yient 

(/  -I-  RD)»  —  2C  (/  +  RD)  +  _JÎ2!__  =  o; 
^      '  o*  cos»  a 

d'où  l'on  tire 

b*c* 
a*  cos*  a  = 


(/  -f  RD)  [2C  —  (i  +  RD)]  • 
Cela  étant,  les  triangles  semblables  PRD  et  MDH  donnent 

PR  _    MH 

RD   ~     DH  ' 

DH 


d'où  RD  =  PR.  „„  , 

Juxl 

et  si  l'on  remarque  que,  dans  le  triangle  rectangle  MDH 

DH*=  MD*  — MH* 


DH 
"'i  "MH 


/md» 


et  si  l'on  pose  PR  =  d,  il  vient 


RD  =  rf  i /-=— I. 


En  se  reportant  aux  valeurs  de  MD  (XX)  et  MH  (Y)  on 

MD  c 

trouve  que  -r???-  =  , 

MH  a  sin  « 


d'où  RD  =  d  y     ,   ^' I. 

Remplaçant  dans  cette  expression  sin*  «par  i  —  cos' a, 
élevant  au  carré,  et  résolvant  par  rapport  à  cos'  a,  on  trouve 

ri,                 ,               «'RD'  +  b'd* 
facilement  cos*  a  =  , ^  r-, 

o«(RD*  +  d«) 
et  en  égalant  les  deux  valeurs  de  cos'  a  ainsi  obtenues, 
puis  ordonnant  par  rapport  à  l'inconnue  RD,  on  a  l'équation 
a*RD*  +  2a'  (/  —  c)  103^  +  [6'(d'  +  c')—  aH  (2c  —  /)]  TOT* 
+  2b*d'{l  —  c)  RD  4-  b*cP(l  —  c)'  =  o. 
Cette  équation  est  du  quatrième  degré;  elle  admet  donc  en 
général  quatre  racines  ;  on  peut  donc  en   conclure   que  du 
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point  P  on  peut  mener,  en  général,  quatre  normales  à 
l'ellipse.  Il  est  évident  que  les  valeurs  {  etd,  qui  déterminent 
le  point  P,  peuvent  être  telles  que  Téquation  admette  ou  des 
racines  égales  ou  des  racines  imaginaires,  auquel  cas  le 
nombre  des  normales  est  inférieur  a  quatre.      (A  suivre.) 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  li.  Ctnéroalt,  élève  à  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


Lorsque  deux  plans  se  coupent  et  qu'un  cercle  est  situé  dans 
Vun  SeuXy  Vangle  formé  par  les  droites  qui  joignent  le  centre 
de  ce  cercle  atux:  deux  foyers  de  Vellipse  qui  en  est  la  projec» 
tion  sur  Vautre  plan^  est  indépendant  de  Vangle  des  deux 
plans.  Il  ne  varie  qu'avec  la  distance  du  centre  du  cercle  à 
Vintersection  des  deux  plans. 

Considérons  deux  plans  AP,  AQ,  coupés  perpendiculaire- 
ment par  le  plan  du  tableau 
(fig,  4)f  et  le  centre  0  d'un 
cercle  situé  dans  le  plan  AP; 
un  diamètre  BG  de  ce  cercle  se 
confond  avec  la  ligne  de  plus 
grande  pente  passant  par  le 
point  0.  On  sait  que  la  projec- 
^^ff'  *'  tion  de  BG  est  le  petit  axe  de 

l'ellipse,  et  que  le  grand  axe  est  égal  au  diamètre.  Soient 
OB  =  a,  BG  =  6,  AO  =  a  +  d>  6^  menons  00'  perpendicu- 
laire et  BG  parallèle  à  AQ, 
J'exprime  la  distance  00'  en  fonction  de  a,  b,  d,  à  l'aide 

des  données  suivantes  :  

Dans  le  triangle  0GB,  on  a  OG  =  v'  «•  —  6«. 

Dans  les  deux  triangles  semblables  BAD,  0GB,  on  a  la 

,  ,.  AD         BG 

relation  : 

ou  bien 


AR 

^^^^^ 

BO 

AD 

d 

= 

6 
a 
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D'oli  enfin  AD  =  — . 

a 

Mais  dans  le  triangle  rectangle  BAD, 
BD 


=  V^d»  —  AD»  =  p»  — 


6«d» 


=  JL  v^o^-ôï^. 


a"  o 

Posons  V«*  —  b*  =  c  ;  la  longueur  00'  se  compose  de  OG 


et  de  O'G,  égal  lui-même  à  BD  ; 

de   (a-}-  d)c 

a  a 


donc 


00'  =  c  +  — ^  = 


Imaginons  le  point  0  joint  aux  deux  foyers  F,  F'  de  Tel- 
lipse  ainsi  qu'au  point  0'  (fig.  i)  et  soit  x  la 
moitié  de  l'angle  cherché;  dans  le  triangle 
rectangle   OO'F',  OT'  =  c  et  nous  avons 

00-  =  ii±^; 


trouvé 


a 


on  a  donc  en  simplifiant  : 

O'F'  a 


(i) 


Fig.  «. 


00'  a-i-d 

Cette  valeur  de  Ig  x  est  indépendante  de 
l'angle  des  deux  plans  et  ne  se  compose  que  des  facteurs 
constants  a  et  d  ;  par  conséquent  le  théorème  est  démontré. 

Il  7  a  lieu  de  considérer  le  cas  oh,  dans  leur  mouvement  de 
rotation,  les  deux  plans  devien- 
nent perpendiculaires  l'un  à 
l'autre  (fig.  3);  on  sait  qu'alors 
la  projection  du  cercle  est  une 
ligne  droite  égale  au  diamètre. 
Or,  toute  droite  DG  peut  être 
considérée  comme  la  limite  vers 
laquelle  tend  une  ellipse  lorsque 
ses  deux  foyers  s'écartent  res- 
pectivement jusqu'aux  extrémi- 
tés G  et  D  du  grand  axe.  Si  donc 
nous  trouvons  pour  l'angle  ÀOG 
la  même  valeur  que  précédemment  (1),  le  théorème  sera 
encore  vrai. 

Or  OA  =  a  +  d,  AG  =  a. 
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Donc  Ig  0?  =    ; — T. 

^  a-\-  a 

(i 

Si  enfin  dans  la  formule  générale  isx  = : — -r  on  fait 

a  -f-  a 

d=:o,le  cercle  sera  tangent  à  l'intersection  des  deux  plans; 

on  aura  tg  x  =  i 

et  20?  =  90°. 


ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE     . 

Solution  du  problème  donné  pour  l'admiBsion  an  1877, 

Par  M.  B.  Mallolsel,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique, 

professeur  à  Sainte-Btrbe. 


On  donne  un  triangle  ABC  rectangle  en  A;  on  considère  toutes 
les  coniques  circonscrites  à  ce  triangle  et  telles  que  les  tangentes 
en  B  et  C  concourent  sur  la  hauteur  du  triangle.  On  demande  : 

\^  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  normales  en'R  et  G; 

2®  Le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  ;  on  séparera  la  partie 
du  lieu  qui  correspond  aux  ellipses  et  aux  hyperboles; 

3°  Le  lieu  des  pôles  d*une  droite  quelconque  D.  Ce  lieu  est  une 
conique;  la  droite  D  étant  telle  que  cette  conique  soit  une  para- 
bole^ trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  cette  droite. 

Je  rappellerai  tout  d'abord  les  théorèmes  suivants  sur 
lesquels  je  m'appuierai  plus  loin  : 

Théorème  I.  —  Le  lieu  des  centres  des  coniques  passant 
par  quatre  points  A^  B»  C,  D,  est  une  conique  qu'on  appelle  la 
conique  des  neuf  points. 

Ces  neuf  points  sont  les  centres  M,  N,  P  des  trois  couples 
de  droites  passant  par  les  quatre  points  et  les  points  E,  F, 
G,  H,  I,  K,  milieux  des  droites  AB,  BG,  CD,  DA,  BD,  AC. 
Les  trois  droites  EG,  HF,  IK  se  coupent  en  un  même  point 
0  qui  est  leur  milieu.  Ce  point  0  est  le  centre  de  la  conique. 

Cette  conique  est  une  ellipse,  si  on  ne  peut  pas  former 
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aYec  les  quatre  points  un  quadrilatère  convexe.  Elle  est  une 
hyperbole  dans  le  cas  contraire,  comme  dans  la  figure  ci- 
contre.  Je  ferai  remarquer  que  Ton  peut  déterminer  faci- 
lement les  asymptotes  de  cette  hyperbole,  ainsi  qu'il  suit  : 


HF  est  un  diamètre,  donc  les  cordes  supplémentaires  HE, 
EF  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués;  il  en  est  de 
même  de  lE  et  EE.  Les  systèmes  de  diamètres  conjugués 
forment  un  faisceau  en  involution  dont  les  asymptotes  sont 
les  droites  doubles. 

Si  donc  je  décris  un  cercle  quelconque  passant  par  le 
point  E,  et  si  je  prolonge  les  quatre  droites  EH,  EF,  El,  £K 
jusqu'à  ce  cercle,  les 
deux  droites  RS,  TU 
se  coupent  en  un 
point  fixe  Y.  En  me- 
nant les  tangentes 
VX,  YY,  les  lignes 
EX,  EY  sont  les  di- 
rections asymptoti- 
ques.  On  obtient  les 
asymptotes  en  me- 
nant par  le  point  0  des  parallèles  à  ces  directions.  Remar- 
quons encore  que  la  ligne  ME  est  la  droite  conjuguée  de  la 
parallèle  MZ  à  AB  par  rapport  aux  deux  droites  MA. et  MB; 
Si  les  deux  points  A  et  B  Tiennent  à  se  confondre,  on  a  des 
coniques  tangentes  en  A  à  la  droite  AN;  le  lieu  des  centres  est 
une  hyperbole  dont  les  points  M  et  E  sont  venus  se  confondre 
en  A,  et  la  limite  de  ME,  ou  la  tangente  en  A  est  la  droite 
Aa  conjuguée  de  AN  par  rapport  aux  deux  droites  AD  et  AC. 
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Nota.  —  En  revenant  à  notre  première  figure,  ou  en  con- 
sidérant celle-ci,  on  voit  immédiatement  que  les  points  de 
la  branche  GF  sont  des  centres  d*ellipses,  tandis  que  les 
points  de  la  branche  NH  sont  des  centres  d'hyperboles.  Car 
les  points  M,  N,  P  de  la  première  figure  sont  les  centres  de 


N- 


couples  de  droites  passant  par  les  quatre  points,  c'est-à-dire 
d'hyperboles.  Il  en  sera  de  même  pour  les  points  voisins  el 
par  suite  pour  toute  la  branche.  D'ailleurs,  en  prenant  un 
de  ses  points  comme  centre  et  joignant  à  trois  des  quatre 
points  donnés,  pour  avoir  leurs  symétriques^  on  a  un  hexa- 
gone non  convexe.  Le  contraire  a  lieu  pour  l'autre  branche. 

Théorème  II.  —  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  par 
rapport  aux  coniques  qui  passent  par  quatre  points^  est  une 
conique. 

Par  les  quatre  points  donnés  À,  fi,  C,  D,  on  peut  mener 
trois  couples  de  droites  qui  coupent  la  droite   fixe  X  aux 


p    Q 
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points  N,  M,  P,  Q,  R»  S.  Je  prends  le  point  M'  conjugué  har- 
monique du  point  M  par  rapport  aux  points  A  et  D;  do  même 
N',  F,  Q',  R',  S',  La  conique,  lieu  des  pôles,  passe  par  ces 
six  points,  ainsi  que  par  les  points  i,  2,  3  de  concours  des 
trois  conples  de  droites. 

On  déduit  d'ailleurs  le  lieu  précédent  de  celui-ci,  en  sup- 
posant que  la  droite  X  s'éloigne  à  l'infini. 

Tliéorème  III.  —  La  podaire  cTun  point  par  rapport  à  une 
courbe  du  second  degi'éy  est  une  courbe  du  quatrième  degrés  ayant 
pour  point  double  ce  point, 

Bn  particulier,  si  ce  point  est  sur  la  courbe,  le  point 
double  devient  un  point  de  rebroussement  dont  la  tangente 
est  la  normale  à  la  conique  en  ce  point.  De  plus  si  la  conique 
est  une  hyperbole,  la  podaire  est  une  courbe  fermée  ayant  la 
forme  ci-contre,  quel  que  soit  le  point  Ppris  sur  l'hyperbole. 
Je  reyiens  maintenant  à  la  question  que  je  me  suis  proposé 
de  traiter. 

i**  Pabtib.  —  Si  je  prends  un  point  P  sur  la  hauteur  AH 
et  que  je  joigne  BP  et  CP,  la 
conique  tangente  à  ces  deux 
droites  en  B  et  G  et  passant 
en  A  est  une  des  coniques 
de  l'énoncé;  les  deux  nor- 
males en  B  et  G  se  coupent 
au  point  M  dont  on  demande 
le  lieu  quand  P  varie  sur  la 
hauteur  AH.  Le  quadrilatère 
MGPB  est  inscriptible,  puis- 
que les  angles  en  B  et  G  sont 
droits;  PM  est  un  diamètre 
du  cercle  circonscrit  et  son 
milieu  0  est  le  centre  qui  se  trouve  aussi  sur  la  perpendicu- 
laire élevée  à  BG  en  son  milieu  I  qui  est  fixe.  Gomme  OM 
=  OP,  le  lieu  du  point  M  est  donc  la  perpendiculaire  à  BG, 
symétrique  de  la  hauteur  AH  par  rapport  au  point  I. 

2*  PAaTiE.  —  Gonsidérons  une  conique  remplissant  les 
conditions  données  et  menons  sa  tangente  AE  en  A.  Le  point 


V 
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E  de  rencontre  de  cette  (angente  avec  BC  a  évidemment  pour 
polaire  la  droite  AP,  c'est-à-dire  la  hauteur  du  triangle,  et 

les  quatre  points  E, 
_p  B,  H,  G  sont  conju- 

gués harmoniques. 
J'en  conclus  que  le 
faisceau  AGHBE  est 
harmonique  et. 
comme  l'angle  BAC 
est  droit,  la  droite 
AB  est  bissectrice  de 
l'angle  EAH.  La 
droite  AE  est  donc 
une  droite  fixe,  fai- 
sant avec  AB  un  an- 
gle égal  à  BAH,  quelle  que  soit  la  conique  de  l'énoncé.  On 
peut  donc  considérer  ces  coniques  comme  tangentes  en  A  à 
une  droite  fixe  AE  et  passant  par  deux  points  fixes  B  et  G. 

Nous  savons  que  le  lieu  des  centres  de.  ces  coniques  est 
une  hyperbole  passant  par  les  points  I,  K,  G  milieux  de 

BG,  GA,  AB,  et  par 
les  points  E  et  A.  La 
tangente  en  A  est 
d'ailleurs  la  ligne 
conjuguée  de  AE  par 
rapport  aux  droites 
AB  et  AG,  c'est-à- 
dire  la  hauteur  AH 
du  triangle  ABG.  Le 
centre  de  l'hyperbole 
est  d'ailleurs  le  cen- 
tre (ù  du  rectangle 
AKIH  et  les  axes  soRtles  parallèles  aux  côtés  menées  par  le 
point  (o. 

D'ailleurs,  la  branche  EGrA  correspond  à  des  centres  d'hy- 
perboles et  la  branche  IK  à  des  centres  d'ellipses,  comme 
nous  l'avons  dit  précédemment. 
3*  Partie.  —  Considérons  une  droite  quelconque  D  fixe. 
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Cette  droite  a  un  pôle  par  rapport  à  chaque  conique  de 
l'énoncé. 

Le  lieu  de  ce  pôle  est  une  conique,  d'après  le  théorème  2. 
Ce  pôle  est  à  distance  finie  tant  que  la  droite  D  ne  passe  pas 
par  le  centre  de  la  conique.  Le  lieu  des  centres  des  coniques 
étant  l'hyperbole  précédente,  la  droite  D  coupe  cette  hyper- 
bole en  deux  points  ;  il  y  a  donc  deux  coniques  ayant  leurs 
centres  sur  la  droite  D  et  par  suite  deux  pôles  rejetés  à  Tin- 
fini.  Le  lieu  des  pôles  est  donc  une  ellipse  si  la  droite  D  ne 
coupe  pas  l'hyperbole  lieu  des  centres  en  des  points  réels. 
C'est  une  hyperbole  si  D  coupe  le  lieu  des  centres  en  des 
points  réels. 

Enfin  le  lieu  des  centres  sera  une  parabole  si  la  droite  D 
est  tangente  à  l'hyperbole.  — Les  différentes  positions  de  la 
droite  D  qui  correspondent  à  une  parabole  sont  donc  les  tan- 
gentes à  l'hyperbole  du  lieu  précédent. 

Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point 
A  sur  ces  droites  n'est  donc  autre  que  la  podaire  de  cette 
hyperbole  par  rapport  au  point  A. 

Ce  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré,  fermée,  ayant 
un  point  de  rebroussement  au  point  â.  La  tangente  en  ce 
point  est  la  normale  à  l'hyperbole,  c'est-à-dire  la  perpendi- 
culaire a  AH  ou  la  parallèle  à  BG. 


NOTE  RELATIVE  AU  THÉORÈME  DE  PAPPUS 

SUR  LE    QUADRILATERE   COMPLET 
Par  P.-A.-G.  Colombier. 


Théorème  de  Pappus.  —  Dans  un  quadrilatère 
complet  chaque  diagonale  est  divisée  harmoniquement  par  les 
points  où  elle  est  rencontrée  par  les  autres. 

Démonstration,  — Dans  un  quadrilatère  complet,  il  y  a  trois 
diagonales.  Pour  chaque  diagonale  il  y  a  quatre  manières 
de  présenter  la  démonstration.  Chaque  manière  comporte 
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un  certain  choix  à  faire,  ce  qui  peut  causer  quelque  em« 

barras.  Voici  une  règle 
générale  et  simple,  qui 
permet  d'arriver  au  but 
sans  hésitation,  qiielle  que 
soit  la  diagonale  que  Con 
considère. 

Supposons  que  Ton  ait 
écrit,  dans  un  ordre  quel- 
conque, sur  une  même 
ligne  horizontale,  les  six 
lettres  qui  désignent  les 
six  sommets  du  quadrilatère  complet:  A,  B,  G,  D,  E,  F. 

Supposons  qu'on  demande  de  démontrer  le  théorème  pour 
une  diagonale  déterminée;  AG  par  exemple.  Je  joins  aux 
deux  lettres  A  et  G  une  quelconque  des  quatre  lettres  restantes; 
soit  la  lettre  B.  Les  trois  lettres  A,  G,  B  déterminent  le 
triangle  ABG.  Des  trois  lettres  restantes  D,  E,  F,  il  y  en  a 
deux,  et  deux  seulement,  qui  déterminent  une  des  deux 
autres  diagonales.  G'est  la  diagonale  EF.  Enfin  il  reste  la 
lettre  D  qui  désigne  le  sixième  sommet  du  polygone,  c'est- 
à-dire  un  point. 

Gela  posé  j'applique  le  théorème  de  Jean  de  Géva  au 
triangle  ABG  et  au  point  D  ;  il  vient  ; 

G  A         EB         FG    _ 

GG     •    EA    '     FB   ■"""  '• 
J'applique  le  théorème  do  Ménélaiis  au  même  triangle  ABG,  et 
à  la  diagonale  transversale  EF.  Il  vient  : 

PA         EB         FG    _ 

PG     •    EA    "   FB   ~+  '• 
Si  Ton  divise  l'avant-dernière  égalité  par  la  dernière,  on 

GA         PA 

trouve:  -tttt-  :  -îr:^-  =  —  i.  c.  q.  f.  d. 


GG 


PG 
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PROPRIÉTÉ  DE  L'HYPERBOLE 

Par  M.  ^.  GememoBy  professeur  au  Lycée  de  Bourges. 


Théorème.  —  Soient  une  hyperbole  et  ses  deux  asymptotes 
OA,  OB.  On  mène  la  tangente  CEI  perpendiculairement  à  OA. 
Du  pied  G  de  cette  perpendiculaire^  on  abaisse  une  peîyendiculaire 
CD  sur  OB.  —  Toute  ordonnée  MP  de  lacourbe^  relative  à  CD, 
sera  vue  du  point  de  contact  E  sous  un  angle  constant. 

Démonstration.  —  Je  prolonge  CE  jusqu'à  sa  rencontre  en 

I  avec  OB  et  EMjusqu'à 
ses  rencontres  respec- 
tives en  N  et  en  G  avec 
OA  et  OB.  Des  points 
E,  M,N,  et  du  point  H, 
milieu  do  EM,  j'abaisse 
les  perpendiculaires 
EF,MP,NQ,HKsurDC. 
En  vertu  d'une  pro- 
priété connue  de  l'hy- 
perbole, El  =  EC,  et 
par  suite  DF=FC.  De 
même  EG  =  MN,  et 
par  suite  DF  =  PQ.  Par  conséquent  FG  =  PQ,  et  le  point 
Ky  milieu  de  FQ,  est  aussi  le  milieu  de  GP.  Le  point  H  est 
donc  également  distant  des  points  G  et  P;  d'autre  part,  il  est 
le  centre  d'une  circonférence  passant  par  E,  N,  G,  puisqu'il 
est  le  milieu  de  EN  et  que  l'angle  EGN  est  droit.  Donc  les 
quatre  points  E,  N,  P,  G  sont  sur  une  même  circonférence. 
Il  en  résulte  que  NEP  est  égal  à  l'angle  AGP,  qui  est  constant, 

c.  q.  f.  d. 


—  116  — 


NOTE  SUR  L'INTERSECTION 

DK  DEUX  SURFACES  DE  RÉVOLUTION  DU  SECOND  ORDRE  DONT  LES  AXES 

SONT  DANS  UN  MÂME  PLAN 

Par  A.  ^aaln,  élève  de  Mathématiques  spéciales  à  Saiote-Barbe. 


Théorème.  —  La  projection  de  l* intersection  de  deux  sur-- 
faces  de  révolution  du  second  ordre  dont  les  axes  sont  parallèles 
sur  un  plan  parallèle  au  plan  des  axes  est  une  parabole. 

Il  est  d'abord  évident  que  cette  projection  est  une  conique. 
Nous  démontrerons  le  théorème  d'abord  dans  le  cas  où 
Tune  des  surfaces  de  révolution  est  une  sphère. 
Soient  0  la  sphère  donnée,  S  la  surface  de  révolution.  Par 

le  point  0  je  mène 
une  droite  01  ren- 
contrant Taxe  xy  de 
la  surface  S,  et  je 
considère  la  sphère 
0  et  la  surface  S 
'  •  comme  des  surfaces 
de  révolution  dont 
les  axes  se  rencon- 
trent en  I. 

Pour  construire  un 
point  de  la  projection 
deTintersection  j'ap- 
plique la  méthode 
indiquée  en  géomé- 
trie descriptive  en 
coupant  les  deux 
surfaces  par  des  sphères  ayant  leur  centre  au  point  I. 

Je  considère  en  particulier  la  sphère  inscrite  dans  la 
surface  S.  Cette  sphère  coupe  cette  surface  suivant  un  paral- 
lèle double  qui  se  projette  suivant  la  droite  DE,  et  cette 
sphère  coupe  la  sphère  0   suivant  des   parallèles;  l'un  se 
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projette  suivant  AB,  l'autre  est  le  cercle  de  Tinfîni  commun 
a  tontes  les  sphères  :  il  se  projette  suivant  la  droite  deTinfini 
du  plan  de  projection. 

On  a  démontré  que  la  projection  de  l'intersection  des  deux 
surfaces  est  tangente  aux  projections  des  parallèles  suivant 
lesquels  la  sphère  limite  coupe  la  surface  pour  laquelle  elle 
est  sécante. 

La  projection  de  l'intersection  est  donc  tangente  à  la  droite 
AB  et  à  la  droite  de  l'infini  de  son  plan.  Cette  projection  est 
d'ailleurs  une  conique.  Nous  avons  démontré  le  théorème 
énoncé. 

Construction  de  l'axe  de  la  parabole. 

Remarquons  d'abord  que  la  droite  DE  qui  rencontre 
la  parabole  en  un  point  M  et  en  un  point  à  l'infini  est  un 
diamètre  et  que  les  cordes  qui  lui  sont  conjuguées  sont 
parallèles  à  la  tangente  AB  menée  au  point  M,  extrémité  du 
diamèlre. 

Remarquons  en  outre  que  DE  est  perpendiculaire  ^  Taxe 
^  et  que  AB  est  perpendiculaire  à  la  droite  arbitraire  01. 

Si  nous  voulons  obtenir  l'axe  de  la  parabole,  nous  remar- 
querons que  l'axe 
est  un  diamètre  per- 
pendiculaire  à  ses 
cordes  ;  il  faudra 
donc  déterminer 
sur  Taxe  un  point  1 
tel  qu'en  appli- 
quant la  construc- 
tion précédente  on 
obtienne  des  droi- 
tes A'B',  DE'  per- 
pendiculaires l'une 
sur  l'autre. 

Or  DE'  a  une 
direction  fixe,  cette 
droite  est  perpendi- 
culaire à  l'axe  xy  ; 
A'B' est  perpendiculaire  à  01';  pour  qu'il  soit  également  per- 
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pendiculaire  sur  D'E',  il  faut  que  01'  soit  parallèle  à  D'E', 
c'est-à-dire  soit  perpendiculaire  à  Taxe  xy. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

On  projette  le  centre  de  la  sphère  sur  Taxe  xy.  Soit  I'  cette 
projection.  On  mène  la  sphère  inscrite  dans  la  surface  S  et 
ayant  son  centre  au  point  V  ;  cette  sphère  coupe  la  surface 
S  suivant  un  parallèle  double  dont  la  projection  D'E'  est 
Taxe  de  la  parabole  projection  de  l'intersection. 

En  construisant  par  la  méthode  indiquée  un  autre  point 
de  la  parabole  et  sa  tangente,  on  aura  tous  les  éléments 
nécessaires  à  la  construction  de  cette  courbe. 

c  Considérons  maintenant  le  cas  de  deux  surfaces  de  révo- 
lution à  axes  parallèles. 

»  Le  théorème  sera  démontré  si  Ton  fait  voir  que  Ton 
peut  faire  passer  une  sphère  par  l'intersection  de  ces  deux 
surfaces. 

»  Remarquons  d'abord  que  deux  surfaces  de  révolution  à  axes 
parallèles  sont  deux  surfaces  ayant  leurs  detÂX  directions  de 
plans  cycliques  parallèles. 

»  Je  dis  maintenant  que  par  l'intersection  de  deux  surfaces 
du  second  ordre  S,  S',  ayant  leurs  deux  directions  de  plans 
cycliques,  parallèles,  on  peut  toujours  faire  passer  une 
sphère. 

»  Soient  en  effet  G,  G'  les  sections  de  ces  deux  surfaces  par  le 
plan  de  l'infini,  et  soit  T  le  cercle  de  l'infini. 

»  Pour  obtenir  les  plans  cycliques  de  la  surface  S,  je 
ferai  passer  des  plans  par  un  point  I  de  l'espace  situé  à 
distance  finie  et  par  les  sécantes  communes  à  la  conique 
G  et  au  cercle  T,  soient  D,  D^^  les  sécantes  communes 
réelles. 

»  Pour  obtenir  les  plans  cycliques  de  la  surface  S*,  je  fais 
passer  des  plans  par  le  point  I  et  par  les  sécantes  communes 
à  la  conique  G'  et  au  cercle  T,  soient  D'  et  D/  les  sécantes 
communes  réelles. 

»  Les  deux  surfaces  ayant  mêmes  plans  cycliques,  les  plans 
que  nous  avons  menés  coïncident;  il  en  est  de  même  des 
droites  Dî)'  et  D^D^. 

»  Les  coniques  G  et  G' ont  leurs  quatre  points  d'intersection 
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sur  le  cercle  T;  en  effet,  chacune  d'elles  passe  par  les  points 
d'intersection  du  cercle  T  et  du  couple  de  sécantes  DDj. 
Soient  abcd  les  points  d'intersection  des  coniques  et  du  cercle. 
V  Cela  posé,  je  fais  passer  une  sphère  par  quatre  points  de 
l'intersection  des  deux  surfaces  S,  S'  ;  cette  sphère  passera 
par  le  cercle.  T,  et,  par  suite,  par  les  points  a,  6,  c,  d. 
Elle  contiendra  donc  huit  points  de  l'intersection  des  sur- 
faces S,  S'  (les  quatre  points  considérés  à  distance  finie  et  les 
quatre  points  a,  b.  c,  d).  Par  suite  elle  passera  par  Tinter- 
section  tout  entière  des  surfaces  S,  S'.  »  (*)         c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  La  projection  de  l'intersection  de  deux  sur- 
faces de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent  sur  un  plan 
parallèle  au  plan  des  axes  est  une  conique. 

Lorsque  cette  conique  est  une  hyperbole  on  peut  en  déter- 
miner géométriquement  les  asymptotes. 

Nous  effectuerons  cette  détermination  en  deux  fois  : 

1®  Direction  des  asymptotes  (c'est-à-dire  détermination 
du  point  à  l'infini  sur  ces  droites)  ; 

2**  Détermination  d'un  point  de  l'asymptote  (à  distance 
finie). 

1®  Direction  des  asymptotes,  —  Soient  S,  S' les  deux  surfaces 
de.  révolution. 

Soiei\t  en  outre  C,  C  les  coniques  d'intersection  des  sur- 
faces S,  S'  par  le  plan  de  l'infini. 

Ces  coniques  C,  C  se  coupent  aux  quatre  points  ab,  cd^  qui 
sont  deux  à  deux  sur  une  même  perpendiculaire  au  plan 
de  projection,  et  les  asymptotes  de  la  projection  de  l'inter- 
section des  deux  surfaces  passeront  par  les  projections  des 
points  a6,  cd. 

La  détermination  de  la  direction  des  asymptotes  revient 
donc  à  la  détermination  des  projections  des  points  ab,  cd, 
c'est-à-dire  à  la  détermination  des  points  d'intersection  des 
coniques  G,  C. 

Soient  S^,  S,'  deux  surfaces  homothétiques  aux  surfaces 

(*)  Cette  généralisation  a  été  indiquée  par  M.  J.  Râveille,  élève  à  l'École 
polytechnique. 
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S,  S*;  ces  deux  surfaces  passeront  par  les  coniques  C,  C,  et  par 
suite  la  projection  de  leur  intersection  passera  par  les  pro- 
jections des  points  ab,  cd.  Nous  pourrons  donc  pour  la 
détermination  de  ces  points,  remplacer  les  surfaces  S,  S' par 
les  surfa<îes  S^,  S/. 

Nous  pouvons  en  outre  disposer  des  surfaces  Sj,  S/  de 
manière  qu'elles  soient  circonscrites  à  une  même  sphère, 
puisqu'elles  sont  toutes  deux  de  révolution.  Leur  intersec- 
tion se  composera  alors  de  deux  courbes  planes  dont  les 
plans  seront  perpendiculaires  au  plan  de  projection.  La  pro- 
jection de  l'intersection  des  deux  surfaces  S^,  S^'  se  compo- 
sera alors  de  deux  droites  A,  A' passant  par  les  points  ab,  cdj 
ces  droites  seront  parallèles  aux  asymptotes  de  la  projection 
de  l'intersection  des  surfaces  S,  S'. 

Pour  appliquer  cette  méthode  dans  la  pratique  nous  dis- 
tinguerons trois  cas  : 

l**  Aucune  des  surfaces  S,  S'  n'est  un  ellipsoïde.  On  tra- 
cera alors  dans  un  coin  de  l'épure  un  cercle  0  et  l'on  mè- 
nera à  ce  cercle  des  couples  de  tangentes  S^S/  parallèles 
aux  génératrices  de  contour  apparent  des  cônes  asymptotes 
des  surfaces  S,  S'.  On  fera  en  sorte  queles  cônes  S^,  S/  soient 
circonscrits  à  la  sphère  0,  ce  qu'on  reconnaîtra  facilement 
en  remarquant  qu'alors  les  cordes  de  contact  sont  perpen- 
diculaires aux  axes  de  révolution. 

Les  sécantes  communes  A,  A'  des  coniques  Sj,  S/  qui  pas- 
sent par  le  point  de  concours  des  cordes  de  contact  seront 
les  directions  des  asymptotes. 

2®  Une  seule  des  surfaces  est  un  ellipsoïde.  Soit  S 
l'ellipsoïde.  Pour  éviter  le  tracé  de  nouvelles  courbes  on 
conservera  l'ellipse  S,  on  construira  un  cercle  0  bitangent  à 
l'ellipse  et  pour  simplifier  on  pourra  le  prendre  concentrique 
è  l'ellipse. 

On  fera  en  sorte,  comme  précédemment,  que  la  sphère  0 
soit  circonscrite  à  l'ellipsoïde  S,  ce  qu'on  obtiendra  en  pre- 
nant pour  diamètre  du  cercle  0  l'axe  de  l'ellipse  qui  n'est 
pas  l'axe  de  révolution;  on  mènera  alors  au  cercle  0  un  couple 
de  tangentes  S'^  parallèles  aux  génératrices  de  contour  ap- 
parent, d'où  une  asymptote  de  S',  etc. 


—  lîl  - 

Remarque.  —  Si  Tane  des  surfaces  S'  était  un  paraboloïde 
de  révolution,  le  couple  de  tangentes  S^'  correspondant  à  ce 
paraboloïde  se  composerait  de  deux  droites  parallèles  à  Taxe 
de  la  parabole  S'. 

3°  Enfin  les  deux  surfaces  sont  deux  ellipsoïdes.  On  effectue 
alors  la  construction  comme  précédemment;  seulement  on 
prend  pour  surface  S\,  un  ellipsoïde  homothétique  à  Tellip- 
soïde  S'  et  circonscrit  à  la  sphère  suivant  un  grand  cercle. 
Cette  discussion  va  nous  permettre  d'énoncer  dans  quel 
cas  la  projection  de  Tintersection  sera  une  hyperbole,  dans 
quel  cas  cette  projection  sera  une  ellipse. 

1®  Lorsque  aucune  des  surfaces  n'est  un  ellipsoïde  aplati, 
les  coniques  S^,  S\  sont  toutes  deux  extérieures  au  cercle  0 
el  se  coupent  en  quatre  points  réels,  ce  qui  donne  deux 
asymptotes  A,  A'  réelles. 

11  en  est  de  môme  lorsque  les  deux  surfaces  sont  des 
ellipsoïdes  aplatis,  car  alors  les  deux  surfaces  sont  toutes 
deux  intérieures  au  cercle  0,  etc. 

2*»  Lorsqu'une  seule  des  surfaces  S  est  un  ellipsoïde  aplati, 
les  coniques  S^,  S\  sont  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure 
au  cercle  0,  et  ne  se  coupent  pas  en  des  points  réels.  Le 
couple  AA'  est  alors  imaginaire  et  la  projection  de  Tinter- 
section  des  surfaces  S,  S'  est  une  ellipse. 

2**  Détermination  d'un  point  de  l'asymptote.  —  Nous 
connaissons  la  direction  des  asymptotes  ;  pour  achever 
de  déterminer  ces  asymptotes,  il  suffira  de  construire 
tin  point  de  chacune  de  ces  asymptotes.  Pour  simplifier, 
nous  construirons  le  point  de  concours  de  ces  asymp- 
totes, c'est-à-dire  le  centre  de  la  conique  projection  de 
l'intersection  des  deux  surfaces. 

Soient  S,  S',  les  deux  surfaces,  I  le  point  de  concours  des 
axes  de  révolution  des  deux  surfaces  S,  S';  soit  0  la  sphère 
inscrite  à  la  surface  S  et  qui  a  son  centre  au  point  I  ;  cette 
sphère  coupe  la  surface  S  suivant  la  parallèle  double  EF 
et  la  surface  S'  suivant  les  deux  parallèles  AB,  CD,  et  Tinter 
section  est  tangente  aux  deux  parallèles  CD,  AB;  soient 
%  m^  les  points  de  Tintersection  situés  sur  la  droite  EF  ;  les 
tangentes  aux  points  m,  nii  sont  précisément  les  droites  AB, 
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CD;  ces  tangentes  sont  parallèles;  donc  mmi  est  un  diamètre 
en  grandeur  et  en  position. 


La  construction  du  centre  de  la  conique  projection  de  l'in- 
tersection est  maintenant  éyidente. 

Remarque,  —  Le  diamètre  EF  et  ses  cordes  AB  sont  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  axes  des  surfaces.  On  pourra 
donc  dans  le  cas  de  l'ellipse,  en  appliquant  deux  fois  la 
construction  précédente,  construire  un  système  de  deux  dia- 
mètres conjugués  delà  projection  de  Tintersection. 

La  construction  précédente  est  en  défaut  lorsque  le  cercle 
décrit  du  point  I  comme  centre  n'a  pas  un  double  contact 
réel  avec  la  conique  S. 

Nous  appliquerons  alors  la  construction  indiquée  ci-dessous 
et  qui  permet  de  construire,  avec  la  règle  et  le  compas,  la 
corde  de  contact  d'un  cercle  bitangent  à  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  déterminée  par  ses  axes,  ou  bitangent  à  une  para- 
bole dont  on  donne  l'axe  et  le  paramètre. 


[ 
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Iiemme  I.  —  Si  d'un  point  pris  sur  Taxe  d'une  conique 
à  centre,  on  mène  les  normales,  les  points  d'incidence  des 
lieux  normales  (autres  que  Taxe)  se  trouvent  sur  une  perpen- 
diculaire à  l'axe. 

Si  l'on  désigne  par  Ç,  l^  les  distances  du  centre  de  la  courbe 
à  la  droite  qui  joint  les  points  d'incidence  des  normales  et 
au  point  d'où  partent  les  normales,  si  l'on  désigne  en  outre 
par  a,  y  les  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  sommets 
et  aux  foyers  situés  sur  l'axe  considéré,  on  a  la  relation 

5i  "■  Y*  ' 
Soit  en  effet  P  le  point  d*oii  sont  issues  les  normales,  MM 

les  points  d'incidence.  Menons  la  tangente  au  point  M,  cette 

tangente  rencontre  l'axe  au  point  R  qui  est  évidemment  le 


pôle  de  la  droite  MM',  les  points  R  et  Q  sont  donc  conjugués 
harmoniques  par  rapport  au  segment  AA';  on  a  donc 

OQ .  OR  =  Dî* 
c'est-à-dire  Ç .  OR  =  a»,  (I  ) 

Soient  maintenant  F  et  F'  les  foyers  situés  sur  Taxe  consi- 
déré; les  droites  MP,  MR  sont  l'une  normale,  l'autre  tangente 
au  point  P,  et  le  faisceau  (M,RFPF')  est  harmonique,  les 
points  P  et  R  sont  donc  conjugués  harmoniques  par  rapport 
au  segment  FF'  et  l'on  a 

OP.OP=ÔP* 
c'eslrà-dire  ïi.0R  =  y2.  (â) 
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Divisent  l'égalité  (1]  par  l'égalité  (2)  il  vient  enfin 

Ç  _  «* 

Pour  étendre  cette  propriété  au  cas  de  Taxe  non  focal,  nous 
remarquerons  qu'il  existe  sur  cet  axe  deux  foyers  imagi- 
naires Fi,  Fi'  et  qu'on  démontre  que  la  somme  ou  la  différence 
des  distances  de  chaque  point  de  la  courbe  à  ces  deux  points 
est  constante. 

Gela  posé,  lorsqu'on  a  démontré  que  la  tangente  et  la 
normale  en  un  point  d'une  conique  sont  bissectrices  de 
Tangle  des  rayons  vecteurs,  on  s'est  appuyé  uniquement  sur 
ce  que  la  somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  est 
constante. 

Le  raisonnement  précédent  subsiste  entièrement  et  la 
formule  est  générale. 

Cette  formule  permet  de  construire  la  corde  qui  joint  les 
points  d'incidence  de  deux  normales  issues  d'un  point  situé 
sur  l'un  des  axes  sans  qu'il  soit  besoin  de  construire  ces 
normales. 

Lorsque  la  courbe  est  une  parabole,  la  droite  qui  joint  les 
points  d'incidence  de  deux  normales  issues  d'un  point  situé 
sur  l'axe,  s'obtient  immédiatement  lorsqu'on  remarque  que 
la  sous-normale  est  constante  et  égale  au  paramëtrc. 

Lemme  II.  —  Gela  posé,  considérons  deux  surfaces  de 
révolution  dont  les  axes  se  rencontrent  en  P.  La  projection 
de  leur  intersection  sur  un  plan  parallèle  au  plan  des  axes 
est  une  conique. 

Proposons-nous  de  déterminer  le  centre  de  cette  conique. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  allons  construire  deux 
diamètres  de  cette  courbe,  et  pour  cela  je  considère  la  sphère 
inscrite  dans  la  surface  0  par  exemple  et  ayant  son  centre 
au  point  de  rencontre  des  axes  ;  cette  sphère  se  projette  sui- 
vant un  cercle  bitangent  à  la  courbe  méridienne  de  la  surface 
0,  le  cercle  de  contact  se  projettera  suivant  la  droite  AB 
qui  joint  les  points  d'incidence  des  normales  à  la  conique  0 
issues  du  point  P. 

Je  dis  que  cette  droite  est  un  diamètre  de  la  projection  de 


—  128  — 

Tinterseciion.  En  effet,  on  a  démontré  en  géométrie  descriptive 
que  les  tangentes  aux  points  situés  sur  le  cercle  de  contact 


d'une  des  sphères  circonscrites  sont  les  tangentes  aux  cercles 
d'intersection  de  celte  sphère  limite  avec  la  surface  pour 
laquelle  elle  est  sécante; 
il  est  aisé  de  voir  que  les 
tangentes  aux  points  M, 
M\  situés  sur  la  droite 
AB,  sont  les  cordes  com- 
munes au  cercle  PQ  et  à 
la  conique  0'  (cordes  per- 
pendiculaires à  Taxe  PO')  ; 
ces  deux  tangentes  étant 
parallèles,  il  en  résulte 
que  la  droite  AB  est  un 
diamètre. 

Mais  d'après  le  lemme 
démontréprécédemment, 
il  suffit  pour  construire 
la  droite  AB,  d'appliquer 

a* 
la  formule  Ç  =  — r-  ï' 


dans  laquelle  l  désigne  la  distance  du  centre  0  de  la  courbe 
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à  la  droite  AB,  l'  la  distance  01,  et  a  et  y  les  distances  de  ce 
même  point  0  aux  sommets  et  aux  foyers  de  la  courbe  (réels 
ou  imaginaires)  situés  sur  l'axe  OP. 

Cette  construction  appliquée  successivement  aux  surfaces 
0  et  0'  fera  connaître  le  centre  de  la  conique  projection  de  Tin- 
tersection  des  surfaces  0  et  0'. 

Celte  construction  n'exige  nullement  le  tracé  du  cercle  P.  • 

Lorsque  le  cercle  P  aura  été  tracé,  on  obtiendra  le  centre 
plus  simplement  en  prenant  le  milieu  du  segment  MM' 
lorsqu'on  saura  construire  les  points  MM'. 

RemarqiLe.  —  Si  Tune  des  surfaces  était  un  paraboloïde, 
pour  construire  le   diamètre   correspondant,  on   prendrait 

PQ  =  P, 

et  Ton  mènerait  AB  perpendiculaire  à  Taxe  de  la  parabole, 
puisque,  dans  la  parabole,  la  sous-normale  est  constante  et 
égale  au  paramètre. 

Supposons  maintenant  que' les  axes  de  révolution  devien- 
nent parallèles  ;  les  constructions  précédentes  s'appliquent 
encore  et  la  conique  intersection  qui  a  dev^  diamètres 
parallèles,  puisqu'ils  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  droites  parallèles  01,  OF,  est  une  parabole. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  projection  de  U intersection  de  deux  sur- 
faces  de  révolution  dont  les  axes  sont  parallèles,  sur  un  plan 
parallèle  au  plan  des  axeSy  est  une  parabole. 

Corollaire.  —  La  projection  de  l'intersection  d'une  sur- 
face de  révolution  et  d'une  sphère,  sur  un  plan  parallèle  au 
plan  déterminé  par  l'axe  de  la  surface  et  le  centre  de  la 
sphère,  est  une  parabole. 

Car  on  peut  considérer  la  sphère  comme  une  surface  de 
révolution  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe  de  la  surface 
proposée. 

Remarque.  —  L'axe  de  la  parabole  est  perpendiculaire  aux 
axes  de  révolution,  puisque  ces  axes  sont  perpendiculaires 
au  diamètre  ÂB,  et  que,  dans  la  parabole,  tous  les  diamètres 
sont  parallèles  à  Taxe. 
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On  pouvait  démontrer  le  théorème  qae  nous  avons  énoncé 
en  commençant,  par  des  considérations  à  priori  et  purement 
géométriques. 

LexKune.  —  Il  est  évident  que  l'intersection  de  deux 
surfaces  du  second  ordre  ayant  un  plan  principal  commun  se 
projette  sur  ce  plan  suivant  une  conique. 

Les  asymptotes  de  cette  conique  sont  parallèles  aux  traces 
des  plans  qui  déterminent  dans  ces  deux  surfaces  des  sections 
homothétiques. 

Soit  en  effet  D  la  trace  d'un  plan  déterminant  dans  les  deux 
surfaces  des  sections  homothétiques.  Pour  obtenir  les  points 
de  la  projection  de  l'intersection  situés  sur  cette  droite  D,  je 
considère  les  coniques  G,  C,  intersections  du  plan  D  et  des 
surfaces  S  et  S';  ces  coniques  G»  G'  se  coupent  en  quatre  points 
A,  A',  B,  B'  situés  deux  à  deux  symétriquement  par  rapport 
èi  la  droite  D;  la  droite  D  rencontre  donc  la  conique  T  pro- 
jection de  l'intersection  des  surfaces  S,  S'  en  deux  points  a,  h 
projections  des  points  AA'  et  BB'.  Mais  les  deux  coniques 
C«  G'  étant  homothétiques,  les  points  B,  B'  sont  rejetés  à  l'infini 
et  aussi  le  point  6.  La  droite  D  rencontre  donc  la  conique  T 
en  deux  points  dont  l'un  est  rejeté  à  l'infini;  la  droite  D  est 
donc  parallèle  à  une  asymptote  de  la  conique  T. 

De  là  résulte  le  théorème  de  la  page  126. 

En  effet,  les  asymptotes  de  la  conique  T  sont  parallèles  aux 
deux  directions  des  plans  qui  déterminent  dans  les  surfaces 
S,  S'  des  sections  homothétiques. 

Or  ces  deux  directions  se  confondent  alors  avec  la  direction 
double  des  plans  cycliques. 

L'intersection  T  des  deux  surfaces  S,  S'  se  projette  donc 
suivant  une  parabole  dont  l'axe  est  perpendiculaire  aux  axes 
des  surfaces  S,  S'. 

Remarque.  —  Du  lemme  précédent  on  peut  déduire  immé- 
diatement la  construction  des  asymptotes  de  la  projection  de 
l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se 
rencontrent. 
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CONCOURS  GENERAL  DE  1878 

MathèmaticnieB  spéciales. 

Solailoii  par  H.  G.  Ksnigs,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 


On  donne  trois  axes  rectangulaires  OA,  OB,  OC  :  de  part  et 
d'autre  du  point  0  m  porte  :  OA  =  OA'  =  a,  OB  =  OB'  =  b, 
OC  =  OC  =  c.  On  demande  : 

4^  Le  lieu  des  €Lxes  de  révolution  des  surfaces  de  second  ordre 
de  révolution  qui  passent  par  les  six  points  A,  A',  B,  B',  G,  C  ; 

^  Le  lieu  des  points  D  où  ces  axes  percent  respectivement 
chacune  des  surfaces  qui  leur  correspondent  ; 

5»  La  projection  de  ce  lieu  sur  le  plan  AOB.  On  discutera 
cette  projection  en  supposant,  a  >  b  >  c. 

Par  le  point  0  passent  trois  cordes  de  chaque  surface  de 
révolution,  et  chacune  y  a  son  milieu:  comme  ces  cordes  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan,  on  en  conclut  que  toutes  les 
surfaces  de  révolution  du  système  ont  leur  centre  à  l'origine. 
Prenons  OA,  OB,  OC  pour  axes  ox,  oy  et  oz.  Soit  OR  un  axe 
d'une  surface  de  révolution  2  du  système.  Si  par  les  six 
points  A,  B,  etc.,  on  mène  des  plans  perpendiculaires  à  la 
droite  OR  et  la  coupant  aux  points  a,  p,  y,  a ,  p',  /  respective- 
ment, ces  plans  coupent  la  surface  S  suivant  six  cercles  de 
centres  bt,  p,  etc.,  et  de  rayons  aA,  pB,  yC,  ot'A',  p'B',  y  G'. 

Un  plan  quelconque  P  menée  par  OR  coupe  les  cercles 
suivant  douze  points  (a„  a,),  (Pi,  p,),  (y^,  y,),  (a^,  a',),  (^\,  p',), 
(Yi>  ï"ï)>  et  la  surface  S  suivant  une  conique  S.  Les  axes  de 
cette  conique  sont  OR  et  la  perpendiculaire  OR'  à  OR  dans  le 
plan  P:  en  posant  OD  =  p,  on  aura  2p  pour  longueur  d'un 
axe,  j'appellerai  2(y  l'axe  confondu  avec  OR'.  L'équation  de  la 
conique  S  dans  son  plan  sera  donc  : 

X*  Y* 

_-.  +  __x=o.  (i) 

Mais  la  conique  S  passe  par  les  douze  points,  a^,  a,  etc.  Et  de 
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plus  la  svmélrie  de  ces  points  relativement  au  point  0,  et  aux 
droites  OR,  OR'  montre  qu'il  suffit  d'exprimer  que  les  points 
a,,  pi  et  Yi  sont  situés  sur  la  conique;  ainsi  pour  le  point  a^ 

on  aura 


Oa         ,        xati 


aa4 

Mais  on  voit  que  aa,  ==  aA,  et  d'autre  part  le  triangle  OxA 
donne  :  Oa  =  a  cos  X 

aA  =  a  sin  X 
(X,  jjL,  v)  désignant  les  angles  faits  par  OR  avec  OA,  OB,  OC. 
Ainsi  l'équation  précédente  devient 
«•  cos*  X    * ,     a*  sin»  X 
p*  a* 

Les  points  Pj  et  y^  donneront  deux  relations  analogues,  ce 
qui  conduit  aux  trois  relations: 


cos"  X         sin»  X 


sin»  u 


cos»  a     . 

p»        ^        a» 

COS»  V  sin»  V 


I 

1? 

I 

'F 
I 


(2) 


P* 


En  éliminant  — -  et—-  entre  ces  trois  équations,  on  a  le 

p  cr  * 


déterminant  nul  : 

cos»  X   sin»X 

cos»  jx   sin»u. 

cos»  V    sin»v 

Les  équations  de  OR  sont  du  reste 


I 

I 

"F 
I 


=  o  ou 


cos»  X    I 

cos»  |JL    I 

cos*  V    I 


I 

I 
I 

"F 


=  o 


X 


cosX 


y         ?_ 

cos  \L  cos  V 


et  l'élimination  des  cosinus  entre  ces  équations  et  la  précé- 
dente donne  le  cône  lieu  des  axes  de  révolution  : 
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X' 


y'    I 


a» 
I 

f 

"F 


=  o 


ou  en  développant 
Les  équations  (2)  peuvent  être  écrites  comme  il  suit  : 


cos*X 

1 

COS'fX 

sin*X 
I 

p* 

COS"v 

sin*[jL 

I 

I 

"  • 

I 

a« 

sin' 

X 

I 

•  • 

I 

6« 

sin* 

H- 

I 

X' 


p*      *   sin"  V         c*  sin*  v  <t* 

Du  reste,  en  appelant  (x^  y,  ^)  les  coordonnées  du  point  1), 

on  a  les  relations  suivantes  : 

a;  =  p  cos  X,    y  =  p  cos  [/l,    9  =  p  cos  v,    p«  =  o?*  +  y*  -f-  *' 

d'où  on  tire  : 

p*  sin«  X  =  y"  4"  ^'>  P*  sin*  fx  =  j»'  -j-  ûc',  p*  sin"  v  =  o;'  +  y'- 
Les  équations  (S')  deviennent  ainsi  : 

£ L_ 

a*  '  y*  +  «* 

-il  ' 

6*  '   3*  +  a?* 

55*  I  p*  I  I         . 

Mais  on  peut  les  simplifier.  Les  équations  (2')  s'écrivent  : 

a*  cos*  X  —  p*  6*  cos^  fi.  —  p* 

a*  sin*  X  b*  sin*  |x 

c*  cos*  y  —  p*    p* 

c"  sin"  V  <i* 

g*  cos*  X  —  p*  é*  cos*  ja  —  p* 

p*  — a*  p*—  6* 

C*  cos*   V  —  p*    p* 

p*   —  c*         "  (T*—    p* 


y*  +  a*       p* 

jï*  +  a;*  *    p* 


(e) 


ou 
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ou  enfin  : 

g*  sin*  X  __  fe'sin»  fi.    c*  sin*  v  5" 

p«  —  a*    ~   p«  —  6*    ~    p»  —  c*   ~  p»— a* 

et  par  suite  en  multipliant  par  p*  : 

a*  (y*  +  z^)  6«  («•  +  as») 


a;«  4-  y«  -}-  jï»  —  a*  oc*  +  j/«  +  ;ï*  —  6 

_  c«  (a;'  +  y>)  _       pV 


^l^S 


X*  +  j/«  -^  jgl  _  c«  p*  —  (j"  ^^^ 

Les  équations  (3)  (oU  p  =  x"  +  y"  +  ^*)  représentent  dans 
l'espace  le  lieu  du  point  D  aussi  bien  que  les  équations  (3); 
mais  c'est  à  ces  dernières  évidemment  qu'il  est  préférable  de 
s'arrêter,  yu  leur  simplicité. 

En  éliminant  z*  entre  ces  équations,  on  arrivera  à  l'équa- 
tien  de  la  projection  du  lieu  sur  le  plan  œy.  Le  calcul  est 
sans  difficultés.  On  pose 

A = (a«  —  6»)c»  4-  (c*  —  b^)a\    B  =  (o*  —  6*)c*  +  (a« — c^)b\ 
C  =  (o»  —  c«)6*  -f  a*c\  E  =  (o*  —  6»)a»6«c* 

D=(fc«  — c«)a*  +  *"c» 
Les  hypothèses  a  >  c  >  6  entraînent  des  inégalités 

A  >  o,  B  >  o,  C  >  o,  E  >  o. 
On  trouve  {Ax*  +  By»)  (Gc»,—  Dj/*)  =  E(y»  —  a?«). 
On  discutera  la  courbe  en  posant  x  =^uy 

On  aura  y*  =  — 


(Att»  +  B)  (««  -  ^) 

On  distinguera  trois  cas  :  1'  D  >  o  (2  asymptotes  réelles)  ; 
2»  D  =  o  (fic  =  o  est  asymptote  double)  ;  3<*  D  <  o  (pas 

d'asymptote  réelle);  du  reste,  dans  tous  les  cas,  on  a  -7^  <  i . 

\j 

On  obtient  ainsi  trois  formes  de  courbes  représentées  ci- 
dessous. 

Il  est  facile  de  distinguer  les  points  de  la  courbe  qui  cor- 
respondent à  des  ellipsoïdes  de  révolution,  de  ceux  qui 
correspondent  à  des  hyperboloïdes. 

Reportons-nous  aux  équations  (e),  elles  s'écrivent  : 


cos*  X  — 


il 
a*' 


COS*  'X  — 
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6« 


COS^  V  — 


siu«  X  sin«  [a  sm*  v 

on  en   déduit,  en    faisant  la  somme  des  numérateurs  et  des 

dénominateurs  : 


.1 


f^*  (l?"  "+"ïr  +  -^)  - 


D  ^  0 


Les  points  D  extérieurs  à  la  sphère 

sont  des  sommets  d'ellipsoïdes,  car  alors  -^  >  o. 

Les  points  D  intérieurs  è  la  même  sphère  sont  des  sommets 

d'hyperboloïdes,  car  alors  —-  <  o. 

<j 

Tout  dépend  donc  du  si^e  de  la  fonction  des  coordonnées 

du  point  D, 

Ces  coordonnées  satisfont   à  Téquation  (3),  on  en   tirera 
ii*,  ce  qui  donnera  : 
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.    Ax*  +  Bw*  y*  —  x'*         ,      ,w         .        .     , 

et  tirant i^ — :i—  =  -77^- rr-r*  de  1  équation  de  la 

E  Ca;'  —  Dy* 

courbe  en  projection,  on  trouvera  : 

^  =      C^'   Z  Dy.     («*''*  +    *•<=•    +  '''«*)  -    ■  ' 

ou  en  réduisant 

_  (o*  +  c«)  fr'.v*  —  (fe'  +  c*)  g'jg* 

__        a\(b*  4-  c«)  a;'  —  6«  (o«  +  c^)  y» 

^  Ccc»  —  Dy« 

Considérons  donc  la  branche  de  courbe  située  par  exemple 
dans  l'angle  yox  :  elle  est  comprise  entre  la  bissectrice  OT 
des  axes,  qui  lui  est  tangente  à  Torigine,  et  Tasymptote 
PM  :  V  =  o  représente  deux  droites,  l'une  d'elles  ON  est 
située  dans  l'angle  yox  ;  on  peut  même  voir  qu'elle  est  com- 
prise dans  l'angle  MOT  :  elle  divise  donc  l'arc  de  courbe 
en  deux  parties,  l'une  donnant  des  ellipsoïdes,  et  l'autre 
des  hyperboloïdefi  :  la  branche  indéfinie  correspondra  à  la 
première  variété  :  la  branche  finie  comprise  entre  OT  et  ON 
correspondra  à  la  seconde;  les  points  à  l'infini  correspon- 
dent à  des  ellipsoïdes  dégénérés  en  cylindres.  Enfin  les 
points  oiiles  droites  V  =  o  rencontrent  la  courbe  correspon- 
dent à  des  systèmes  de  plans  parallèles  (ABC  et  A'B'C). 
(A'BC  et  AB'G),  etc.  Les  points  de  la  courbe  à  l'origine 
correspondent  aux  cônes  de  révolution  du  système. 
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ESSAIS  POUR  LES  CONIQUES  DE  PASCAL 

AVEC 
Des  notes  par  M.  Ch.  liiMireBS,  professeur  honoraire. 


Introduction.  —  Les  manuscrits  que  Pascal  avait  pré- 
parés pour  rédiger  un  traité  complet  sur  les  coniques  dans 
le  style  géométrique  des  anciens,  ont  été  perdus,  à  l'exception 
de  quelques  pages  que  nous  reproduisons,  d'après  l'édition 


—  lai- 
des œuvres  de  Pascal  publiée  en  186S  par  la  maison  Hachette. 

Ces  pages  que  Pascal  a  intitulées  :  Essais  pour  les  coniques ^ 
ne  contiennent  que  des  énoncés  sans  démonstration.  Nous 
croyons  être  utile  aux  élèves  studieux  de  mathématiques 
élémentaires,  en  rétablissant  les  démonstrations  des  énoncés 
de  Pascal,  sous  la  forme  géométrique  qu'il  aurait  employée 
lui-môme,  et  ajoutant  quelques  applications  qui  leur  per- 
mettront de  comprendre  ce  qu'aurait  pu  être  un  ouvrage 
que  la  science  regrette  à  bon  droit. 

Aujourd'hui  nous  possédons  le  premier  volume  du  Traité 
des  coniques  de  M.  Ghasles.  C'est  un  des  derniers  mots  de 
la  géométrie  moderne  sur  la  théorie  des  coniques;  mais  les 
efforts  de  Pascal,  à  la  suite  de  ceux  de  Désargues,  pour 
dépasser  les  travaux  d'Apollonius  ne  sont  pas  seulement 
remarquables  au  point  de  vue  historique  ;  ils  ont  une  valeur 
intrinsèque  que  l'on  ne  peut  négliger.  Nous  engageons 
vivement  nos  lecteurs  à  parcourir  les  pages  de  l'aperçu 
historique  que  M.  Chasles  a  consacré  à  l'histoire  de  la 
géométrie  du  commencement  du  xvii®  siècle. 

Les  élèves  trouveront  dans  ce  qui  suit  d'utiles  exercices, 
les  familiarisant  avec  la  méthode  si  féconde  des  transversales; 
ils  comprendront  mieux  la  théorie  des  coniques  que  le  pro- 
gramme leur  impose,  mais  malheureusement  sous  une  forme 
étroite,  sans  aucun  avantage  de  simplicité  ou  de  rigueur, 
et  se  prépareront  efficacement  à  l'étude  analytique  de  ces 
courbes,  partie  importante  du  cours  de  mathématiques 
spéciales. 

Avant  de  reproduire  l'opuscule  de  Pascal,  nous  croyons 
devoir  résumer  la  lettre  que  Leibnitz  a  écrite  en  1676  sur  la 
mise  en  ordre  des  manuscrits  de  notre  auteur. 

En  première  ligne,  il  a  placé  un  écrit  intitulé  :  Generatio 
coni  sectionum,  tangentium  et  secantium  ;  seuprojectioperiphei^œ, 
tangentium  et  secantium  circuli,  in  quibuscumque  oculi^  plant  ac 
tabellœ  positionibus. 

Le  manuscrit  placé  à  la  suite  porte  d'après  Pascal  le  nom 
A'Heocagramme  mystique;  il  contenait  la  propriété  remarquable 
de  l'hexagone  inscrit  dans  une  conique,  dont  les  côtés 
opposés  se  rencontrent  en  trois  points  en  ligne  droite.  Au 
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dire  du  père  Mersenne,  Pascal  en  avait  déduit  quatre  cents 
corollaires. 

En  troisième  li^e  Leibnitz  a  mis  un  opuscule  portant  le 
titre  suivant  :  De  quatuor  tangentibus  et  redis  puncta  tactuum 
jungentibtis,  unde  rectarum  harmonice  sectarum  et  diametrôrum 
proprietates  oriantur.  Pascal ,  dans  cet  écrit ,  faisait  une 
appplication  continuelle  de  Thexagramme  mystique. 

Leibnitz  place  à  la  suite  de  cet  écrit  un  manuscrit  intitulé  : 
De  praportionibus  segmentorum  et  tangentium;  auquel  il  adjoi- 
gnait une  feuille  séparée  qui  avait  pour  titre  :  De  correspon- 
dentibus  diametrôrum;  la  troisième  page  de  cette  feuille 
traitait  de  summà  et  differentiâ  laterum  seu  de  focis. 

Le  cinquième  traité  portait  le  titre  :  De  tactionibus  conicis; 
c'est-à-dire  (dit  Leibnitz),  pour  que  le  titre  ne  trompe  pas, 
de  punctis  et  rectis  quos  sectio  conica  attingit. 

kxi  dire  de  Leibnitz,  ces  cinq  écrits  formaient  un  traité 
complet  des  coniques  ;  mais  il  avait  encore  sous  les  yeux 
d'autres  écrits  renfermant  différents  problèmes  et  aussi  les 
quelques  pages  que  nous  reproduisons  et  qui  ont  été  publiés 
pour  la  première  fois  eu  1779  par  Bossut  dans  son  édition 
des  œuvres  de  Pascal.  La  publication  de  ce  petit  travail 
confirmera  le  dire  de  Leibnitz. 

§  1«'.  —  «  Définition  1^.  — Quand  plusieurs  lignes  concourent 
au  même  point,  ou  sont  toutes  parallèles  entre  elles,  toutes 
ces  lignes  sont  dites  de  même  ordre  ou  de  même  ordonnance^ 
et  la  multitude  de  ces  lignes  est  dite  ordre  de  lignes  ou  or- 
donnance de  lignes,  » 

tf  Définition  2,  —  Par  le  mot  de  section  de  cône,  nous  enten- 
dons la  circonférence  de  cercle,  Tellipse,  l'hyperbole,  la 
parabole  et  l'angle  rectiligne,  d'autant  qu'un  cône  coupé 
parallèlement  à  sa  base  ou  par  son  sommet,  ou  des  trois 
autres  sens  qui  engendrent  l'ellipse,  l'hyperbole  et  la  para- 
bole, donne  dans  sa  superficie,  ou  la  circonférence  d'un 
cercle,  ou  un  angle,  ou  l'ellipse,  ou  l'hyperbole,  ou  la  para- 
bole. f> 

«  Définition  8.  —  Par  le  mot  de  droite  mis  seul,  nous  enten- 
dons la  ligne  droite.  « 

«  Lemmi  L  —  Si  dans  le  planMSQ  (fig.  4),  du  point  M  par- 
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lent  les  deux  droites  MK,  MV,  et  du  point  S  partent  les  deux 
droites  SK,  SV;  que  K  soit  le  concours  des  droites  MK,  SK; 
V  le  point  de  concours  des  droites  MT,  SV;  A  le  concours 
des  droites  MK,  SV;  M  le  point  de  concours  des  droites  MV, 
SK,  et  que  par  deux  des  quatre  points  A,  K,  M,  V,  qui  ne 


Fig.  4. 

sont  pas  en  ligne  droite  avec  les  points  M,  S,  comme  par 
K  et  V,  passe  la  circonférence  d'un  cercle  coupant  les  droites 
MV,  MA,  SV,  SK,  aux  points  0,  P,  Q,  N,  je  dis  que  les 
droites  MS,  NO,  PQ  sont  de  même  ordre.  » 

Note  4.  —  Ce  lemme  n'est  autre  que  le  théorème  sur  l'hexa- 
gone inscrit  qui  porte  le  nom  de  Pascal  et  qu'il  avait  appelé 
hexagramme  mystique  à  cause  des  nombreuses  conséquences 
que  Ton  peut  eu  déduire.  Considérons  en  effet  (fig.  4) 
l'hexagone  KNOVQPK  ;  les  côtés  opposés  KN  et  VQ  se  ren- 
contrent en  S;  les  côtés  VO,  PK  en  M;  NO  et  PQ  en  R;  le 
théorème  de  Pascal,  tel  qu'on  l'énonce  habituellement,  con- 
siste en  ceci,  que  les  trois  points  R,  M,  S,  sont  en  ligne 
droite;  c'est-à-dire  que  les  droites  PQ,  NO,  MS  se  rencon- 
trent en  un  même  point  ou  sont  parallèles,  c'est-à-dire, 
d'après  l'énoncé  de  Pascal,  sont  de  môme  ordre. 
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Nous  ne  sommes  pas  éloigné  de  croire  que  Pascal  a 
obtenu  cet  important  théorème  en  considérant  un  hexagone 
inscrit  dans  un  cercle  ayant  deux  couples  de  côtés  opposés 
parallèles,  ce  qui  entraîne  le  parallélisme  des  deux  autres 
côtés  ;  mais  la  place  de  ce  théorème  dans  Tordre  des  énoncés 
de  Pascal  parait  exclure  dans  la  démonstration  que  l'au- 
teur avait  adoptée,  remploi  de  la  méthode  des  projections 
que  lui  et  Désargues  employaient  cependant  fréquem^ 
ment,  et  que  dans  Tun  des  lemmes  suivants,  Pascal  em- 
ploie pour  étendre  aux  coniques  le  théorème  établi  pour  le 
cercle. 

Nous  croyons  que  la  démonstration  de  l'hexagramme  mys- 
tique relatif  au  cercle  devait  être  fondée  sur  la  théorie 
des  transversales  ;  nous  reproduisons  la  démonstration 
connue. 

Dans  l'hexagone  PKNOYQP,  considérons  le  triangle  LTA 
formé  par  trois  côtés  non  consécutifs  PE,  NO,  YQ.  11  est 
coupé  par  les  trois  autres  côtés  KN,  OY,  PQ  ;  le  théorème  des 
transversales  appliqué  à  ces  trois  droites  donne  les  trois 
égalités  : 
LK     TN     AS  _      AY     TO     LM_     AQ     LP    TR  _ 

AK  •  LN  •  TS  ""^'  TY  "  LO    AM""^'  TQ  '  AP  *  LR  ""*• 

Si  nous  concevons  qu'on  ait  multiplié  membre  à  membre 

ces  trois  égalités,   et  simplifié  le  résultat  en  remarquant 

que  : 

LK.LP  =  LN.LO;TN.TO  =  TY.TQ;HQ.AY  =  AP.AK; 

V»-     *  ^S       TR       LM 

on  obtient:  .—  .—.,—^  =  ,^ 

identité  qui  exprime  que  les  trois  points  S,  M,  R,  sont  en 
ligne  droite,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

§  2.  —  «  Lemmb  II. — Si  par  la  même  droite  passent  plusieurs 
plans  qui  soient  coupés  par  un  autre  plan,  toutes  les  lignes 
des  sections  de  ces  plans  sont  de  môme  ordre  avec  la  droite 
par  laquelle  passent  les  dits  plans.  » 

«Ces  deux  lemmes  posés  et  quelques  faciles  conséquences 
tirées  d'iceux,  nous  démontrerons  que  les  mêmes  choses  étant 
posées  qu'au  premier  lemme,  si  par  les  points  K,  Y,  de  la 
figure  du  lemme  I  passe  une  section  quelconque  du  cône 
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qui  coupe  les  droites  MK,  MV,  SK,  SV,  aux  points  P,  0,  N,  Q, 
les  droites  MS,  NO,  PQ,  seront  de  même  ordre.  Gela  sera  un 
troisième  lemme.  » 

tt  Ensuite  de  ces  trois  lemmea  et  de  quelques  consé- 
quences d'iceuxy  nous  donnerons  des  éléments  coniques 
complets  :  à  savoir  toutes  les  propriétés  des  diamètres  et  des 
côtés  droits,  des  tangentes  et  la  restitution  du  cône  presque 
sur  toutes  les  données,  la  description  des  sections  du  cône 
par  points.  » 

Note  2,  — Le  second  lemme  est  le  point  de  départ  de  la  théorie 
des  projections  centrales;  on  peut  renoncer  ainsi:  Les 
perspectives  d'un  système  quelconque  de  droites  parallèles 
ou  concourantes  sont  parallèles  ou  concourantes.  Nous  n'in- 
sisterons pas  sur  la  démonstration.  On  sait  que  les  projec- 
tions centrales  ont  été  surtout  étudiées  par  Poncelet,  dans 
son  bel  ouvrage  des  propriétés  projectives  des  figures , 
et  on  peut  voir  dans  ce  livre  toute  la  fécondité  de  cette 
théorie. 

Le  troisième  lemme  est  une  conséquence  immédiate  des 
deux  premiers.  Concevons  un  cône  ayant  pour  base  la  cir- 
conférence de  la  figure  1,  et  des  plans  passant  par  le  som- 
met du  cône  et  les  côtés  de  l'hexagone  inscrit  dans  le 
cercle;  si  nous  coupons  le  cône  et  les  plans  par  un  nouveau 
plan  arbitraire,  nous  obtiendrons  une  conique  dans  laquelle 
sera  inscrit  un  nouvel  hexagone  ;  les  points  de  rencontre  des 
côtés  opposés  du  nouvel  hexagone  seront  évidemment  en 
ligne  droite.  Ainsi  se  trouve  étendu  à  toutes  les  coniques 
rhexagone  mystique  de  Pascal,  fondement  du  traité  qu'a 
préparé  Pascal. 

Nous  indiquerons  rapidement  quelques  applications 
importantes  de  ce  théorème. 

1®  Construire  une  conique  par  points. 

Soient  BAFED  cinq  points  d'une  conique  (fig,  2)  ;  menons 
par  D  une  droite  quelconque,  et  proposons-nous  de  trouver 
sur  cette  droite  le  point  G  inconnu  appartenant  à  la  conique. 
Ce  point  G  forme  avec  les  points  donnés  un  hexagone  ins- 
crit dans  la  conique.  ÂB  et  ED  se  rencontrent  en  M  ;  AF 
et  DC,dont  les  directions  sont  connues,se  rencontrent  en  N; 
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donc  le  côté  EF,  et  le  côté  BG  dont  la  direction  est  inconnue, 
dolyent  se  rencontrer  en 
un  point  P  situé  sur  MN  ; 
or,  EF  rencontre  MN  au 
point  P,  donc  la  direction 
PBC  sera  celle  du  côté  BG, 
et  le  point  G  où  PB  ren- 
contre DG  sera  le  point 
cherché. 

2^  Mener  une  tangente  à 
une  conique  par  un  point 
pris  sur  la  courbe. 

A,C,D,E,F  étant  cinq 
points  d'une  conique,  pro- 
posons-nous de  mener  par 

Aune  tangente  à  la  courbe; 

on  peut  regarder  (fig.  d)la 

tangente  au  point  A  comme 


Fig.  9. 


étant  le  sixième  côté  infiniment  petit  d'un  hexagone  inscrit 
dans  la  conique  que  déterminent  les  cinq  points,  les  côtés 
opposés  de  cet  hexagone,  à  savoir  AF  et  CD,  AG  et  FE,  se 


— P 


Fig.  3. 

rencontrent  en  N  et  M,  donc  le  point  de  concours  de  la  tan- 
gente en  A  et  du  côté  ED  doit  se  trouver  sur  MN  ;  ED  ren- 
contre MN  au  point  P,  donc  AP  sera  la  tangente. 

3^  La  propriété  du  centre  des  coniques  découle  de  Thexa- 
gramme  mystique. 

Considérons  (fig.  4)  nue  des  coniques,  ellipse  ou  hyperbole, 
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à  laquelle  on  peut  mener  deux  tangentes  parallèles  ;  soient 

B  et  F  les  deux  points  de 
de  contact  et  0  le  milieu 
BF;  0  est  le  cenlre  de  la 
conique,  qui  divise  en  deux 
parties  égales  les  cordes 
passant  par  ce  point.  Soit 
pris  en  effet  un  point  A  quel- 
conque sur  la  courbe  que 
nous  joignons  au  point  B. 
Par  F  menons  une  parallèle 
AF  à  BD;  joignons  AF,  BD; 


F  t 


Fig,  4. 


le  quadrilatère  ABDF  peut  être  regardé  comme  un  hexa- 
gone ABCDEFA  ayant  deux  côtés  BC;  FE  infiniment  petits 
se  confondant  avec  les  tangentes  en  ces  points. 

Les  côtés  AB,  FD  parallèles  ont  leur  point  de  concours  à 
l'infini,  il  en  est  de  même  des  tangentes  BG,  FE  ;  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points  étant  à  l'infini,  les  côtés  BD,  AF 
se  rencontreront  sur  une  droite  à  Tinfini,  et  par  suite  sont 
parallèles.  La  figure  ABDF  est  un  parallélogramme,  et  la 
corde  AD  passant  par  le  milieu  0  de  BF  est  partagée  en  ce 
point  en  deux  parties  égales. 

4®  Les  milieux  d'un  système  de  cordes  parallèles  dans  une 
conique  sont  en  ligne  droite. 


M 


'X 


Fig.  5. 

Soient  (fig,  5)  AB,  CF,  AD  trois  cordes  parallèles  quel- 
conques. Considérons  l'hexagone  ABCDEFA.  Les  côtés  op- 
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posés  ABy  DE  sont  parallèles  et  se  rencontrent  à  l'infini  ;  BC 
el  EF  concourent  en  M  ;  AF  et  CD  en  N;  donc  MN  est  paral- 
lèle aux  droites  AB»  ED,  par  suite  à  Ci'\ 

La  droite  HK  qui  joint  le  milieu  de  AB  au  milieu  de  CF 
passe  par  le  point  I  intersection  des  diagonales  du  trapèze 
ABGF  el  par  suite  par  le  milieu  O  de  MN  parallèle  à  AB. 

La  droite  KQ,  qui  joint  le  milieu  de  CF  au  milieu  de  ED 
passe  par  le  point  de  concours  des  diagonales  CD,  EF  du 
trapèze  GFED  et  par  suite  par  le  milieu  O  de  MN  paral- 
lèle il  ED.  Donc  les  trois  points  H,  E,  N  des  trois  cordes  pa- 
rallèles sont  sur  une  ligne  droite  NP,  diamètre  de  la  courbe. 

On  prévoit  qu'il  n'est  pas  difficile  de  conclure  que  les  tan- 
gentes aux  extrémités  NP  du  diamètre  sont  paralèlles  aux 
cordes  divisées  par  le  diamètre  en  deux  parties  égales, 
qu'il  existe  une  infinité  de  diamètres  conjugués,  et  un  sys^ 
ième  d'axes  ou  diamètres  conjugués  rectangulaires.  Nous 
ne  croyons  pas  devoir  insister.  (A  suivre.) 


QUESTION  143. 

Mol«itoM  par  H.  Hbnrique,  élève  du  Lycée  de  Bordeaux. 


Par  un  point  fixe  A  on  mène  une  droite  coupant  deux  parallèles 
données  enVetQ.  Par  les  points  T?etQ  on  mène  des  droites  respec" 
tivement  parallèles  à  des  droites  données  et  le  coupant  en  R. 
Prouver  que  le  lieu  de  R  est  ww  droite. 

Posons  AC  =  a  et  soit  QD  =  /i  la  distance  des  deux 
parallèles.  La  droite  QD 
prolongée  rencontre  PR    -^ 
en  B. 

Soit  a  l'angle  constant 

RPX, 

A  cause  des  triangles 
semblables  ACP  et  PQD 
PD  h 


on  a 


CD 


a  '\'  h' 
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Or  PD  =  DB  cotga 

DB  h       ^ 

DB 
Le  rapport  -T^tr-  étant  constant  et  l'angle  GDB  étant  droit, 

le  triangle  GDB  est  toujours  semblable  à  lui-même  et  par 
suite  l'angle  DGB  est  constant.  Donc  le  lieu  du  point  B  est 
la  droite  GB. 

Le  triangle  QBR  a  ses  côtés  parallèles  respectiyement  à 
des  directions  constantes,  et  deux  de  ses  sommets  Q  et  B  se 
meuvent  respectivement  sur  les  droites  HQ  et  HB  ;  donc  le 
troisième  sommet  se  meut  sur  la  droite  HR. 


QUESTION  165. 

Splatlon  par  M.  Bughcron.  (Hève  du  Lycée  de  Moulins. 


b  ^^  c  sont  deux  côtés  éFun  triangUy  1  et  Y  les  bissectrices 
intérieures  et  extérieures  de  l*angle  compris.  Il  existe  entre  ces 
quatre  longueurs  la  relation 

b«c«  4=  1*  (b  +  c)«  +  r«(b  —  c)«.    (Launoy.) 

On  a  l*  =  bc—  ,.    .     ,, 

(b  +  c)» 

(c  —  6)" 
Eliminant  a^bc  entre  ces  formules,  on  a  : 
bc  (6  +  c)«  —  /«  (6  +  c)»  =  r«  (c  —  &)•  +  6c  (c  —  6)«; 
effectuant  et  réduisant  on  a  : 

46»c*  =  /«  (6  +c)«  +  f  «  (6  —  c)«. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuy,  à  Gi^enoble;  Objoii,  à 
Moulins;  Girod,  àBelley;  Deslais,  au  Mans;  Elie,  Collège  Stanislas;  Cadot, 
Lycée  Saint-Louis;  Longueville.  à  Charleville;  Ferber,  à  Lyon;  Gino  Loria,  à 
Mantoue  (Italie]  ;  Schlesser,  à  Saint-Quentin  ;  Blessel,  piqueur  au  service  des 
ponts  et  chaussées,  à  Paris;  Boulogne,  à  Saint-Quentin. 
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QUESTION  168. 

ikilvUoB  par  M.  Marin,  élève  du  Lycée  d'Agen. 


Étant  donné  un  trapèze  isoscèle  trouver  par  la  géométrie  une 
relation  entre  sa  hauteur,  sa  surface,  le  rayon  du  cercle  ctr- 
conscrit  et  l'un  des  côtés  non  parallèles. 

Soit  ABCD  un  trapèze  isoscèle  inscrit  dans  un  cercle  0  ;  et 
soient  H£  =  A  sa  hauteur,  DG 
=  a  et  r  le  rayon  du  cercle  0. 

On  a    S  =  2NN.  h. 

Mais  les  triangles  semblables 
NNO  et  EDG  donnent 
NN    _    A 

NO    ~    a  ' 
Or    NÔ'=r« i-, 

K4r«— a* 


dVu 


NO  = 


Alors 


NN 


1^  a^^  - • 


d'où 


et  par  suite 


h  2a 

h 


NN= -!-)/>-«« 
2a     ^ 

S  =  —  /4r«  —  a«  . 
a 


^  ^^^\  T.P"'  ""^'^  ***  ™^°^®  question:  MM.  Deslais,  du  Mans;  Loncueville, 
de  CharleviUe. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


Matlièmaiiqaes  élémentaires. 

229.  —  Construire  un  triangle  ABG  connaissant  les  points 
M,  N,  P,  milieux  des  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  BG,  AC, 
AB  dans  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 
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230.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  les  points  de 
rencontre  du  cercle  circonscrit  avec  les  hauteurs  du  triangle. 

231. — Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  construit 
les  carrés  ABED,  ACGF,  BCHI.  Connaissant  les  points  de 
rencontre  des  droites  ED,  FG,  HI,  construire  le  triangle. 

232.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  les  points  de 
rencontre  a,  p,  y  du  cercle  circonscrit  avec  la  bissectrice,  la 
médiane  et  la  hauteur  issues  d'un  même  sommet. 


MathématliiaeB  spécialas. 

233.  —  Du  centre  d'un  cercle,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires OT  sur  les  tangentes  à  un  autre  cercle,  et  sur  chacune 
d'elles  on  prend,  à  partir  du  point  T  et  de  part  et  d'autre 
de  la  tangente,  des  longueurs  égales  TP  =  TF,  telles  que 
l'on  ait  OP,  OP'  =  K«.  Trouver  le  lieu  des  points  P  et  F. 

234.  —  Un  diamètre  d'une  ellipse  est  donné  en  grandeur  et 
en  position.  Son  conjugué  est  donné  en  grandeur  seulement. 
Trouver  le  lieu  des  foyers. 

235.  — Connaissant  un  foyer  d'une  ellipse,  l'excentricité  et 
un  point,  trouver  l'enveloppe  des  directrices. 

236. —  Lieu  du  sommet  d'un  triangle  dont  les  deux  côtés 
issus  du  sommet  touchent  une  conique  donnée,  tandis  que 
les  deux  autres  sommets  parcourent  une  seconde  conique 
donnée. 

237.  —  Étant  donnée  une  conique  à  centre  rapportée  à  un 
foyer,  trouver  l'expression  de  la  longueur  de  l'axe  non  focal. 
Applications  au  lieu  des  sommets  des  ellipses  qui  ont  un 
foyer  et  un  point  communs,  et  pour  lesquelles  la  longueur  du 
petit  axe  est  la  même. 

Le  Rédacteu  Durant, 
J.  KOEHLER. 


IIMIMIBIS  GSNTftALB  DES  CBBHIKS  DE  FER.  —  A.   CHAIK  IT   C<* 
RUE  MMkRI,  SO,  A  PAKS.   —  SSSS'O. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

KT  BB   LEURS  PROPRIÉTÉS 
Par  M.Ij»«noj^  maître  répétiteur  au  Lyoée  Lonis-Ie-Grand. 

[Suite  y  voir  p.  97  et  suiv.) 


XXIII.  Problème.  —  Consimire  les  normales  à  Vellipse 
issuci  d*un  point  donné  du  petit  axe. 

Si  dans  réquation  du  théorème  précédent,  on  fait  l  =  c, 
le  point  R  se  confond  avec  le  centre  de  Tellipse  et  le  point 
P  se  trouve  sur  le  petit  axe  ;  on  a  pour  RP  deux  valeurs 
nulles  auxquelles  correspondent  deux  normales  qui  coïn- 
cident  avec  le  petit  axe  et  deux  autres  valeurs  données  par 
l'équation     a*  RD*  —  a*c^  +  6*(d«  +  c»)  =  o. 

Le  point  R  du  théorème  précédent  coïncidant  avec  le 
point  0,  on  a  (fig.  40)  dans  le  triangle  OPD 

PD^  =  d«  +  ÔD^,  

et  en  substituant  dans  Téquation  la  valeur  de  OD^  tirée  de 
cette  relation,  on  a 

û«(pï)»^  d«)  _  a}c^  +  6»(d«  +  c«)  =  o 
ou  a*PD^  =  c*(d«  +  c»)  =  c*PF* 

ce  qui  donne  la  proportion 
PD  _  PF 

c  a   * 

Le  point  P  étant  donné,  on 
f  construit  les  normales  issues  de 
ce  point  de  la  manière  suivante  : 
on  prend  sur  PF  et  PF'  une  lon- 
gueur égale  à  a  par  un  arc  de 
cercle  de  centre  P,  on  joint  les 
points  obtenus,  et  la  ligne  qui 
joint  ces  deux  points  est  coupée 
par  le  cercle  décrit  du  point  P 
^H/.  *o,  comme  centre  avec  c  pour  rayon 

JOURNAL  DS  MATH.  18S0.  10 
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en  deux  points  qu'il  suffit  de  joindre  au  point  P  pour  avoir 
deux  normales  répondant  à  la  question. 

Remarqiie.  —  Celte  construction  peut  s'appliquer  seule 
lorsque  Tellipse  est  tracée,  à  la  place  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  PFF'  qui  donne  également  le  point  M;  mais  si 
Tellipse  n'est  pas  tracée,  les  deux  constructions  simultanées 
sont  nécessaires  et  donnent  le  point  M  avec  sa  normale  et 
sa  tangente. 

XXIV.  Théorème.  —  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
M,  D,  F  (fig.  10)  est  tangent  à  la  droite  FF. 

On  a  démontré  (Journal  de  Math,  élém.y  3®  année,  p.  199, 

PF  c 

III)  la  relation  -rrrrr-  =  — 

'  PM         a 

et  on  vient  de  trouver  par  le  problème  XXIII 

PF   _a^ 

PD   "  c  ' 
on  en  déduit,  en  multipliant  membre  à  membre, 

PF  =  PDxPM; 
donc  la  droite  PF  est  bien  tangente   au  cercle  PDM.  Le 
centre  de  ce  cercle  est  évidemment  sur  FT'  perpendiculaire 
à  PF;  il  se  trouve  donc  au  point  C  ou  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  MF  vient  rencontrer  FT'. 

Corollaire  I.  —  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
M,  D,  F'  est  aussi  tangent  à  PF',  puisque  PF'  =  PF,  et  son 
centre  C'est  à  l'intersection  de  FT'  et  de  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  MF'. 

Corollaire  II.  —  La  ligne  CC  que  Ton  vient  de  définir 
est  perpendiculaire  à  la  normale  MD,  car  elle  forme  la  ligne 
des  centres  de  deux  cercles  qui  ont  la  ligne  MD  pour  corde 
commune;  de  plus,  GC  partage  la  longueur  MD  en  deux 
parties  égales. 

Corollaire  III. — Soit  0'  le  point  oii  se  coupent  les  perpen- 
diculaires élevées  sur  les  milieux  des  rayons  vecteurs;  0'  se 
trouve  évidemment  sur  le  petit  axe  de  la  courbe,  puisque 
c'est  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  points  F',  P,  F,  M,  T'. 
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L'angle  COC  est  supplémentaire  de  FMF'et  par  suite  de  son 
égal  GT'G  ;  le  quadrilatère  GO'C'T'  est  inscriptible  dans  un 
cercle. 

XXV.  Théorème.  —  Si  par  les  points  où  les  normales 
issiies  (Vun  point  P  et  menées  à  une  ellipse  rencontrent  le  grand 
axe^  on  mène  des  parallèles  aux  rayons  vecteurs  du  point  cor-- 
respondant  et  qu'on  abaisse  des  perpendiculaires  du  point  P  sur 
ces  parallèles^  les  points  obtenus  sont  sur  un  cercle  de  centfe  P. 

Pour  le  démontrer^  il  faut  se  reporter  à  la  figure  9;  les 
triangles  PRD  et  MDH,  étant  semblables,  donnent  la  propor- 

PR         MH 

tion  _.  =  _.; 

MH 
on  a  posé  PR  =  d,  et  on  a  trouvé  (XXII)  pour  le  rapport  rrr=- 

.        .        a  sin  a  .  . 

la  valeur ,  ce  qui  donne 


PR         a  sin  a 


PD   "*"       c       ' 

d'oîi  PD  sin  a  = . 

a 

Soit  DK  parallèle  à  MF'  et  PK  perpendiculaire  sur  cette 

parallèle,  Tangle  PDK  élant  égal  à  a,  on  a 

de 
PK  =  PDsina  =  — -.. 

a 

La  longueur  PK  ne  dépend  donc  que  de  la  distance  d; 
or,  on  sait  que,  dans  le  cas  général,  on  peut  du  point  P  mener 
quatre  normales  à  Tellipse  ;  à  chacune  de  ces  normales  cor- 
respondent deux  parallèles  analogues  à  DK,  et  par  suite  huit 
points  tels  que  K  dont  la  distance  au  point  P  est  la  même . 
c'est-à-dire  qu'ils  sont  tous  sur  un  cercle  décrit  du  point  P 

comme  centre  avec pour  rayon,  etce  rayon  sera  lemème 

pour  tous  les  cercles  pareils  dont  les  centres  seront  sur  une 
parallèle  au  grand  axe  menée  à  la  distance  d» 

XXVL  Théorème.  —  Si  deux^normales  issues  d*un point 
du  plan  iune  ellipse  ont  même  longueur^  d  désignant  la  diS' 
tance  de  ce  point  au  grand  axe,  2a  et  2a  les  angles  des  rayons 


—,  148  — 

vecteurs  des  points  ou  aboutissent  les  normales^  on  a  la  relatioin 

,        a  -h  a  de 

tg^itgd  tg—^ —  =  "b^- 

En  se  reportant  à  la  figure  9,  théorème  XXII,  on  yoit  que 

PM  =  PD  +  DM; 

or  (XX)  DM  =       ^' 


a  cos  a 
de 


et  (XXV)  PD  = 

a  sm  a 

dVu  PM  =  -4^  H —. 

a  sm  a        a  cos  a 

De  même,  PM'  étant  une  seconde  normale, 

PM'=      'fc        ■         ^' 

a  sin  a        a  cos  a 

et  la  condition  PM  =  PM'  donnée  dans  renoncé  conduit  à 

la  suivante  : 

de    /     I i_\  _    b^  /     I I     \ 

a     \  sin  a  sin  a'/  a    \cos  a  cos  a/ 


ou 


de  (sin  a  —  sin  ot)     b*  (cos  a  —  cos  a) 

sin  a  sin  a  cos  a  cos  x 


,  .  .a  —  a  a  +  a 

or  sm  a  —  sm  a  =  2   sm cos ■ — 

2  2 

,  .     a  —  CL  OL  —1—  oc' 

COS  a  —  cos  *  =—2  sm sin 


2  2 

a'  —  a      .       a  -I-  a' 

=  2  sm  sm  — ■ . 

2  2 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  précédente  et 

divisant  les  deux  membres  de  cette  relation  par  le  facteur 

.     a'  —  a 
sm ,  on  trouve 

2 

de  cos  — • 0*  sm  ■ — 


sm  a  sm  a  cos  a  cos  a 

d'où  Ton  déduit  la  relation  cherchée 

ot  -f-  OL  de 

tg  a  tg  a  tg  ^ =  — -- 


• 
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XXYII.  Rayon^  et  centre  du  cercle  osculaieur  en  un  point 
iune  ellip.se. 

Si  du  point  P  défini  dans  le  théorème  précédent  par  cette 
condition  que  deux  des  normales  issues  de  ce  point  sont 
égales,  oa  décrit  un  cercle  de  rayon  égal  à  leur  longueur 
commune,  ce  cercle  sera  tangent  à  Tellipse  aux  deux  points 
oii  aboutissent  les  normales;  il  sera  alors  doublement  tan- 
gent à  l'ellipse. 

Gela  étant,  soient  PM  et  PM'  ces  deux  normales  ;  si  la 
première  reste  fixe  et  si  Ton  suppose  que  le  point  P  se  meut 
sur  elle  de  telle  sorte  que  les  normales  qui  partent  de  ce 
point  soient  toujours  égales,  il  arrivera  un  moment  où  le 
point  P  occupera  sur  PM  une  position  telle  que  les  deux  nor- 
males PM  et  PM'  n'en  formeront  plus  qu'une;  comme  elles 
n'auront  point  cessé  d'être  égales,  la  relation  du  théorème 
précédent  sera  encore  vraie  et  la  position  du  point  P  sur 
la  normale  PM  sera  définie  par  cette  même  relation  dans 
laquelle  a  ==  a,  c'est-à-dire  par 

tg'«  =  -^.  (1) 

La  parallèle  au  grand  axe  menée  à  la  distance  d  ainsi 
définie  rencontrera  la  normale  PM  au  point  P. 

Le  cercle  considéré  ci-dessus  sera  devenu  le  cercle  oscu- 
lateur  à  l'ellipse  au  point  M,  et  le  point  P  que  l'on  vient  de 
construire  sera  son  centre. 

Comme  à  la  valeur  de  a  ne  correspond  qu'une  seule 
valeur  pour  d,  on  en  conclut  que  la  normale  PM  ne  contient 
qu'un  seul  point  jouissant  de  cette  propriété  que  deux  des 
normales  issues  de  ce  point  et  menées  à  l'ellipse  sont  con- 
fondues. Chaque  normale  à  l'ellipse  contient  un  pareil 
point  et  le  lieu  de  tous  ces  points  constitue  la  développée  de 
l'ellipse. 

Quant  à  la  valeur  R  du  rayon  du  cercle  osculateur  au 
point  M,  elle  sera  donnée  par  l'expression 

a  sin  a  a  cos  a 

d  ayant  la  valeur  donnée  par  la  relation  (1). 
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On  a  Ra  sin  a  =  de  -j-  6*  Ig  a 

et  comme  en  vertu  de  (1) 

de  =:  b^  tg'  a, 

il  vient  Ra  sin  a  =  6ng  a(  i  +  lg*a)  = 


6*  sin  a 


cos*  a 


d'où  R  = 

Si  Ton  remarque  que 

N=: 


a  cos'  a 
b^ 


(XX), 


a  cos  a 
on  obtient  une  seconde  expression  de  R,  savoir 

cos*  a 
d'où  la  construction  suivante  de  R  :  MD  (fig.  44)  étant  la 

normale  en  M,  en  D  on 
clbve  une  perpendicu- 
laire à  MD,  qui  rencontre 
le  rayon  vecteur  MF'  au 
point  I  ;  en  ce  point  on 
élève  une  perpendiculaire 
àF'M;  celte  perpendicu- 
laire coupe  la  normale 
MD  au  point  R  tel  que 

MR=      ^ 


Fig.  41, 

Enfin,  on  a  obtenu  (VIII,  remarque) 

b 

6'» 


cos*  a 


COS  a  =  — rr  > 


on  en  déduit 


R=: 


'âb" 


On  trouvera  la  construction  de  R,  partant  de  cette  expres- 
sion, dans  le  Journal,  3®  année,  p.  16S  et  suivantes. 

XXVIII.  Théorème.  —  Il  existe  entre  les  rayons  vecteurs 
MF  et  MF'  d^xm  point  M  d'une  ellipse,  le  rayon  R  du  cercle  os- 
culateur  en  ce  point  et  a  le  demi-angle  des  rayons  secteurs,  la 

I         ,         I  2 

relation  -tfft  + 


MF 


MF 


R  cos 
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En   efifet,  si  dans  la  première  expression  de  R  que  Ton 

vient  d'obtenir,  on  remplace -—  parle  produit  MF  X  MF' 

cos*  a 

(V)  et  si  l'on  remarque  que 

MF  +  MF 

"= '2 ' 


on  peut  écrire 


R  = 


2MF  X  MF 


ou 


cos  a  (MF  X  MF') 
MF  +  MF  2 


MF  X  MF  R  cos  a  ' 

relation  qui  conduit  immédiatement  à  celle  de  l'énoncé. 

Remarque.  —  Soit  (fig.  42)  un  cercle  de  centre  0,  PAR  un 
diamètre,  PM  une  tangente  et  MQ  la  corde  des   contacts  ; 


Fig.  4H. 

le  triangle  rectangle  PMO  donne 

PM^  ou  PA  X  PB  =  PQ  X  PO  ; 

PA  +  PB 


or 


P0  = 


donc  PA  X  PB  =  PQ"X 

d'où  Ton  déduit  facilement 


PA  +  PB 


J ,       I     _    ^ 

PA  ■'■   PB  ~  PQ  • 


Cela  étant,  soient  (fig.  43)  MF  et  MF'  les  rayons  vecteurs 
du  point  M  d'une  ellipse;  sur  MF'  on  prend  une  longueur 
MFj  =  MF  et  si  I  est  le  milieu  do  FT^ 
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Si  TQ  est  la  corde  des  contacts  des  tangentes  issues  du 
point  M  et  menées  au  cercle  décrit  du  point  I  comme  centre 
avec  IF'  pour  rayon,  on  a,  comme  on  yient  de  le  voir, 


I 
MF 


+ 


et  par  suite 


doù 


MFi 

2 


MQ 


MQ 


R  = 


R  cos  a 
MQ 
cos  a  * 


La  polaire  TQ  prolongée  rencontre  précisément  la  nor- 
male en  M  au  point  R  tel  que 
MR  =  R,  c'est-à-dire  au  centre 
du  cercle  osculateur  en  M. 

On  déduit  alors  la  construc- 
tion suivante  du  rayon  MR: 
sur  l'un  des  rayons  vecteurs 
MF'  on  prend  une  longueur 
MI  =  o  ;  avec  IF'  pour  rayon 
on  décrit  un  cercle  de  centre 

I  ;  on  prend  MI'  =  —   et  du 

point  r  comme  centre  avec  l'M 
pour  rayon  on  décrit  un  nouveau  cercle;  la  corde  TQ  com- 
mune à  ces  deux  cercles  rencontre  la  normale  en  M  au 
point  R  tel  que  MR  =  R.  (A  suivre.) 


NOTE  D'ALGÈBRE 

Par  M.  PaJoB,  Professeur  au  Lycée  de  Cahors. 


Loi  des  variations  de  la  fraction  du  premier  degré 

ax  4"  b 

^~  a'x  +  b' 
X  croissant  d^une  manière  continue  depuis  —  oo  jusquà  -|-  oo  « 

Les  variations  de  la  fraction  du  premier  degré  sont  sou- 
mises à  une  loi  générale  très  simple  dont  l'application  est 
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utile  dans  la  discussion  de  toute  une  classe  de  formules. 
Cette  loi  n'étant  ni  établie,  ni  énoncée  dans  les  ouvrages 
classiques  d'algèbre,  nous  croyons  devoir  traiter  cette  ques- 
tion dans  l'intérêt  des  élèves. 
Nous  supposons  évidemment  qu'entre  les  coefficients  a,  6, 

a ,  b'  on  n'a  pas  la  relation  — r  =  tT"  On  sait  que  dans  ce 

cas  la  fraction  est  constante  et  égale  à  — r. 

a 

I.  Continuité  de  la  fonction.  —  On  démontre  d'abord  que  le 
binôme  Ma  -|-  N  est  continu  et  croît  depuis  —  00  jusqu'à 
-|-  00 ,  ou  décroît  depuis  +  00  jusqu'à  —  00 ,  selon  que  M  • 
est  positif  ou  négatif. 

De  la  continuité  des  deux  termes  on  déduit  aisément  celle 

de  la  fraction.  Soit  -^  la  valeur  déterminée  que  prend  y 

lorsqu'on  donne  à  x  une  valeur  quelconque  autre  que  —  — ;-; 

a,  6,  ky  les  accroissements  positifs  ou  négatifs  de  À,  de  B  et 

A 

de  -^  lorsque  x  augmente  d'une  quantité  positive  h  aussi 

petite  qu'on  voudra.  On  a  : 

_    A  +  g A_  __     Ba  — A6 

B  +  6  B~B«  +  B6' 

d'oîi  il  est  facile  de  conclure  que  k  tend  vers  zéro. 

h' 

Lorsque  la  variable  x  passe  par  la  valeur 7-,  le  déno- 
minateur à*y  s'annule  en  changeant  de  signe,  le  numérateur 
conservant  le  sien  ;  la  fraction  passe  alors  par  l'infini  en 
changeant  de  signe  à  ce  passage. 

II.  La  fraction  du  premier  degré  varie  dans  le  même  sens 
que  la  variable  x  ou  en.  sens  contraire  selon  que  ab'  —  ba'  est 
positif  ou  négatif.  —  La  fonction  1/,  étant  continue  et  ne  pas- 
sant qu'une  seule  fois  par  chaque  valeur,  puisque  à  une 
valeur  d'y  ne  répond  qu'une  seule  valeur  d'à?,  est  toujours 
croissante  ou  toujours  décroissante.  Il  suffit  donc  de  déter- 
miner le  sens  de  sa  variation  loisque  x  passe  par  deux 
valeurs  quelconques* 
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Or  pour  a?  =  dz  00    on  a  j/  = — -•  Soit  k  raccroissement 

d'j/  lorsque  x  croit  de  n  à  +  o®>  ^  étant  aussi  grand  qu'on 

voudra.  On  a  : 

,  a  an  -\-  b      ab'  —  ba 

a  an  -{-  b'  a'*/i  +  ab'  ' 

le  dénominateur  étant  positif;  si  n  est  suffisamment  grand, 
le  signe  de  k  est  le  môme  que  celui  de  ab'  —  ba. 

Donc  selon  que  ab'  —  ba  est  positif  ou  négatif,  la  fonc- 
tion .  varie  dans  le  môme  sens  que  la  variable  ou  en  sens 
contraire. 

III.  Loi  générale  des  variations  de  la  fraction.  —  Nous  avons 
supposé  que  x  croît  depuis  —  oo  jusqu'à  -|-  oo.  Si  ab'  —  ba 

est  positif,  y  croit  depuis  — r  jusqu'à  +  oo  ,  passe  brusque- 

ex 

ment  à  —  oo  et  croit  depuis  —  oc  jusqu'à  — r.  Si  ab'  —  ba' 

est  négatif,  y  décroit  depuis  —7-  jusqu'à  —   00,  passe  brus- 

a 

quement  à  +  co  et  décroit  depuis  +  ^  jusqu'à  — 7-. 

IV.   Applications.   —    1°  Discuter  la  formule    des  miroirs 

concaves  p  =  — î—r. 

P  — f 
On  a  :  ab'  —  ba  =  —  jT*  ;  donc  p  varie  en  sens  inverse 

de  p.  Supposons  que  p  décroisse  depuis  +  00  jusqu'à  zéro, 

la  formule  donne  les  valeurs  correspondantes  : 

|p  =  -|-oo        p  z=.  2f       p  =  f  p  =  o 

\p  =z  f  p  =  2f       p  =±:  00  p  =  o 

et  l'on  conclut  immédiatement  les  sept  cas  donnés  dans  les 

traités  de  physique. 

2®  Étant  donné  sin  x  = —^ ,  déterminer  les  limites 

2m  -{-  1 

de  m,  V angle  x  restant  compris  entre  o^  et  180®. 

On  a  :  ab'  —  ba  =  —  19;  donc  m  varie  en  sens  inverse 

de  sin  x,  La  formule  donne  les  valeurs  correspondantes  ; 

sin  x  =z         o    sin  o?  =  I 

m  =  —  10  m  =  9   * 
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Doncsina?  croissant  depuis  zéro  jusqu'à  i,  m  décroît  de 
—  10  à  —  00 ,  passe  brusquement  à  -|-  °°  ®t  décroît  ensuite 
jusqu'à  9. 

3®  Couper  une  sphère  par  un  plan  de  manière  que  le  volume 
de  Vun  des  segments  ainsi  obtenus  soit  une  fraction  donnée  k 
du  volume^  du  cylindre  qui  au7*ait  même  base  et  même  hauteur 
que  le  segment  sphériqu^. 

Entre  quelles  limites  peut  varier  k  ? 

(Baccalauréat  es  sciences,  Montpellier,  14  juillet  1879.) 

La  hauteur  du  segment  sphérique  étant  représentée  par  x, 

on  trouve  la  formule: 

3R(2K—  i) 

3K— 1       ' 

3R  étant  constante,  x  varie  dans  le  môme  sens  que  la 

2K  —  I 

fraction  -r^= ,  et  comme  cette  fraction  donne  :  ab'  —  ba 

3K  —  I 

=  1 ,  2C  et  K  varient  dans  le  même  sens.  Or,  la  formule  donne  : 

X  =    o         ce  =  2R 

Knr  —         K=  00 
2 

Donc  ce  croissant  de  o  à   2R,  K  croît  depuis  — jusqu'à 

2 

+  00.. 

4**  Dans  quelle  direction  faut-il  lancer  une  bille  élastique  pour 
qvL  après  trois  réflexions  sur  wi  billard  circulaire  elle  revienne 
au  point  de  départ?  Examiner  le  cas  où  la  bille  placée  en  dehors 
pourrait  pénétrer  librement  dans  Vintérieur  du  cercle  et  revenir 
librement  au  point  de  départ. 

Il  suffit  évidemment  de  déterminer  le  premier  point  d'inci- 
dence, le  second  point  étant  à  l'extrémité  du  diamètre  passant 
par  la  position  iniliale  de  la  bille,  et  le  troisième  étant 
symétrique  du  premier  par  rapport  à  ce  diamètre. 

R  étant  le  rayon  donné  du  billard,  d  la  distance  donnée 
de  la  bille  au  centre,  x  la  projection  du  rayon  mené  au  pre- 
mier point  d'incidence  sur  le  diamètre  qui  passe  par  la  bille, 

on  obtient  la  formule  : 

^^  R(R-d) 

2d        *     


—  1»6  — 

d  4-  R 

La  fraction -^ —  donnant  aV  —  ba  =  —  2 R,  a  et  a; 

2a 

varient  en  sens  inverse  Tan  de  l'autre.  Or,  d'après  la  formule, 

R  R 

si  a;  =  R9  on  a  d  =  -5-,  et  si  d  =  00 ,  on  a  a:  = . 

0  2 

Donc  si  d  croît  depuis  son  minimum  -r-  jusqu'à'  +  00 ,   x 

3 

décroît  depuis  son  maximum  R  jusqu'à sonminimum, 

2 

et  l'on  a  le  tableau  des  valeurs  principales  : 

d=-T-       d=: —       d  =  R       d=  +  3o 
3  2 

^  R  R 

x=  R  x-= —       x=o        x= 

2  2 

Remarque  générale. 

Lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  par  les  méthodes  élémentaires 
les  limites  d'une  fonction  ou  de  sa  variable  dans  des  con- 
ditions particulières,  la  loi  des  variations  de  cette  fonction 
fournit,  en  général,  un  moyen  plus  simple  et  plus  sur  que 
l'emploi  des  inégalités.  La  question  suivante  posée  aux 
examens  oraux  pour  Saint-Cyr  (1879)  en  offre  un  exemple 
assez  remarquable. 

Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  la  surface  du  trapèze 
formé  dans  une  ellipse  par  la  distance  focale,  deux  rayons 
vecteurs  parallèles  et  de  même  sens  et  ta  droite  qui  joint  leurs 
extrémités. 

a  désignant  l'angle  des  rayons  vecteurs  cherchés  avec  le 
grand  axe  2a,  2b  le  petit  axe  et  2c  la  distance  focale,  l'ex- 
pression de  la  surface  de  ce  trapèze  est 

ç^ 2o6"c  sin  a 

6*  +  c*  sin*  a  ' 
et  b  cause  de  la  quantité  constante  2ab*c,  il  s'agit  de  trouver 
le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction 

sin  a 

y  = 


6*  +  c*  sin"  a 
lorsque  sin  a  croit  depuis  o  jusqu'à  i.  Dans  ces  limites,;/ 
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est  toujours  positif  et  Ton  a  les  valeurs  correspondantes: 

sin  a  =  G         siu  oc  =  i 

Le  minimum  cHerché  est  donc  zéro,  et  le  maximum  serait 
1 si  pendant  que  sinx  croit  de  o  à  i,  1/  croissait  cons- 


6«  +  c^ 
tamment. 

Or,  si  l'on  cherche  les  variations  d'y  en  remplaçant  sin  a 
par  une  variable  indépendante  z,  croissant  depuis  —  00  jus- 
qu'à -[-  00 ,  on  trouve  que  la  fonction  y  croit  depuis  o  jusqu'à 

son  maximum  algébrique  — j-—  lorsque  a  croît  depuis  o  jus- 
qu'à « — .  Il  faut  donc  distinguer  trois  cas  : 

i^  > —  <  I .  On  a  les  valeurs  correspondantes  : 

6 

s  =  o       s  = Z  =   I 

c 


y  =  o      y  :=  — --  maximum  ;  y  = 


26c  '  "^        6«  +  c« 

Dans  ce   cas,  sin  a  croissant  depuis  o  jusqu'à  i,  y  croit 

depuis  o  jusqu'à  son  maximum  ^—r— et  décroît  ensuite  jusqu'à 
-rr-- — -.  Donc  le  maximum  du  trapèze  a  lieu  lorsque  sin  a 

=  — .  Sa  surface  est  alors  égale  à  ab,  et  les  rayons  vecteurs 

qui  forment  ses  bases  sont  parallèles  à  la  corde  qui  joint 
les  extrémités  des  deux  axes. 

2®  —  >  I .  On  a  les  valeurs  correspondantes  : 

b 

z  =  o  z=i  z  =  — 

c 

Dans  ce  cas,  sinœ  croissant  depuis  o  jusqu'à  i,  y  croit 

depuis  o  jusqu'à  -r— -i — -,  valeur  qui  devient  ainsi  son 

0*  -|-  c* 


maxi- 
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mmn.  Le  trapèze  maximum  est  alors  un  rectangle  dont  la 

surface  est  égale  à . 

3°  —  =  I.  On  a,  dans  ce  cas  : 
c 

—  —  JL  — 

c 

I  I  ! 

!/  =  o        y  = 


2bc  6*  +  c*  26* 

Le  trapèze  maximum  est  encore  un  rectangle,  et  sa  sur- 
face est  égale  à  ab. 


ÉTUDE  SUR  UNE  LIGNE  REMARQUABLE  DU  TRIANGLE 

ANTIBISSEGTRIGE 

Par  Manrlee  d'Ocairi&es  élève  en  Mathématiques  spéciales 

au  Lycée  Fontanes. 


Définition.  —  Cette  note  a  pour  but  l'exposé  des  principales 
propriétés  d'un  élément  nouveau  que  je  propose  d'introduire 
dans  l'étude  du  triangle. 

Cet  élément  est  la  droite  qui  joint  un  sommet  cPun  triangle 
au  symétrique j  sur  le  côté  opposé,  du  pied  de  la  bissectrice  cor- 
respondante, par  rapport  au  milieu  de  ce  côté. 

Je  dois  ajouter  que,  dans  ce  qui  suit,  je  donne  à  cette  ligne 
le  nom  à* antibissectrice  relative  au  sommet  considéré. 

Propriétés  de  l*àntibissectrige.  — Je  me  contenterai  d'énon- 
cer les  propriétés  suivantes  dont  les  démonstrations  sont 
assez  simples  pour  que  j'aie  cru  pouvoir  me  dispenser  de  les 
donner  ici. 

L  —  Lc5  distances  d*un  point  quelconque  d'une  antibissectrice 
aux  côtés  adjacents  du  triangle,  sont  inversement  proportionnelles 
aux  carrés  de  ces  côtés. 

Il  suffît  pour  le  démontrer  d'abaisser,  du  pied  de  l'antibis- 
sectrice  et  du  pied  de  la  bissectrice  sur  l'un  des  côtés,  des 
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perpendiculaires  sur  les  deux  autres  côtés.  On  a  des  triangles 
semblables  qui  donnent  la  propriété  énoncée. 

II.  —  Les  distances  du  pied  d'une  antibissectrice  aux  côtés 
adjacents  du  triangle  sont  proportionnelles  auœ  carrés  des  seg- 
ments déterminés  sur  la  base  par  ce  point. 

III.  —  Les  trois  antibissectrices  d'un  triangle  concourent  en 
un  même  points  dont  les  distances  d',  d",  d'  aux  calés  a,  b,  c 
sont  liées  par  la  relation  a*d'  =  b*d'  =  c*d'. 

IV.  —  Le  point  de  concours  des  antibissectrices  est  le  bary- 
centre  des  sommets  du  triangle  affectés  des  coefficients  coséc  A, 
coséc  B,  coséc  G. 

Relations  métriques.  —  1**  Longueur  de  t antibissectrice.  Si 
on  considère,  dans  le  triangle  ABC  la  hauteur  AH,  la  bissec- 
trice AD,  la  médiane  AM  et  rantibissectrice  AI,  on  remarque 

que  AM  est  médiane,  dans  le  triangle  DAI. 

Tïp 

Donc  aP  +  AD*  =  2Â5P  A 

'  2 

et  aP  —  H?  =  2DI  X  HM. 

Ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il  yient 

^         pp 

2TÎ'^  =  2nP  +  — h^HMxDI. 

2 

Remplaçant  AM,  DI,  HM  par  leurs  valeurs  que  Ton  sait 
calculer,  on  trouve  en  posant  AI  =  l 

2®  Angles  de  la  bissectrice  avec  les  côtés  adjacents.  En  posant 
lAB  =  p,  lAG  =  Y,  on  voit  facilement  quo 

4B1-  =  4.  (1). 

sin  Y  c* 

De  plus  p  +  Y  =  -^ 

ou  cos  p  cos  Y  —  sin  p  sin  y  =  cos  A,  (2) 

De  (1)  et  (2)  on  déduit 

6»  sin  A 

SID  p  =     ,. 

V  6*  +  c*  +  26V  cos  A 

c*  sin  A 
sin  Y  =   ,  (II) 

yt^  c*  +  26V  cos  A  ^    ' 
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3^  Distancés  du  point  de  concours  des  antibissectrices  attcc 
côtés  du  triangle.  La  formule  de  la  propriété  (II)  jointe  à  la 
relation  évidente  ad  -\-  bd'  -{- cd"  =:  2S  (S  étant  la  surface  du 

triangle)  donne       d  =    ,  ,    , rT\*  (IH) 

®    '  a{ab  -^ac-^bc) 

De  même  pour  d"  et  d". 

Remarque,  —  On  peut  considérer  V antibissectrice  extérieure 
correspondant  à  la. bissectrice  extérieure  comme  Vantibissec- 
trice  intérieure  correspond  à  la  bissectrice  intérieure. 

Les  deux  antibissectrices  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  côtés  du  triangle. 

L'antibissectrice  extérieure  donne  lieu  à  une  étude  analogue 
à  celle  que  nous  venons  de  résumer  pour  Tantibissectrice 
intérieure. 

Applications.  —  Nous  allons  maintenant  donner  quelques 
applications  des  théorèmes  contenus  dans  cette  note,  de 
manière  à  faire  ressortir  leur  utilité. 

Problème  I.  -^  Deux  points  AetB  se  meuvent  respective- 
ment sur  deux  droites  fixes  Ox  et  Oy,  de  façon  que  la  somme 
OA  -f-  OB  reste  constante. 
Déterminer  l'enveloppe  de  la  droite  AB. 
Nous  allons  d'abord  établir  une  relation  dont  nous  ferons 

plusieurs  fois  usage  au  cours 
de  la  question. 

Considérons  deux  positions 
quelconques  AB,  A'B'»  de  la 
droite  mobile,  qui  se  coupent 
en  M.  Nous  avons 

OA  +  OB  =  OA'  +  OB' 
ou 

OB  —  OB'  =  OA'  —  OA 
c'est-à-dire 

BB'  =  A'A. 

Les  triangles  MAA',  MBB  ayant,  par  suite,  même  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs 

MAA'         MH 


«It     B 


MBB' 


MI  • 
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Mais  ces  triangles  ayant  aussi  même  angle  au  sommet, 

MAA'         MA  X  MA' 
on  a 


Donc 


MBB*  MB  X  MB' 

MH         MA  X  MA' 


MI  MB  X  MB' 

Cela  posé,  nous  allons  «diviser  la  solution  du  problème  en 
deux  parties. 

i^  Déterminons  le  point  où  la  droite  AB  touche  son  enve- 
loppe. 

Pour  cela,  considérons  la  position  très  voisine  A'B',  qui 
coupe  AB  en  M,  et  cherchons  le  point  m  vers  lequel  M  tend 
sur  AB,  lorsque  A'B'  vient  se  confondre  avec  cette  droite. 

D'après  la  relation  précédemment  établie,  on  a,  si  MH  et 
MI  sont  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  oy  et  oa;, 

MH  _  MAX  MA' 

MI    ~  MB  X  MB'  • 

De  plus,  Lim  MA  =  Lim  MA'  =  mA 

Lim  MB  =  Lim  MB'  =  mB. 

Par  suite,  si  mh  et  mi  sont  les  distances  du  point  m  ïi  oy 

mh  wA* 

et  ox,  — r  =  ■ — ,  . 

mt  mB^ 

D'après  la  propriété  II,  le  point  m  est  donc  le  pied  de  Tan- 
tibissectrice  du  triangle  OAB  issue  de  0. 

Conséquemment,  si  on  mène  la  bissectrice  de  l'angle  xoy, 
Ojs,  qui  rencontre  AB  en  P,  on  a,  d'après  là  définition  même 
de  rantibissectrice,  AP  =  Bm. 

2**  Cherchons  maintenant  l'enveloppe  de  la  droite  AB. 

Pour  cela,  considérons  la  position  particulière  CD  de  la 
droite  mobile  perpendiculaire  à  OZ,  c'est-à-dire  telle  que 
OC  =  OD.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  voit  que  l'enve- 
loppe est  tangente  à  cette  droite  en  son  point  d'intersection 
S  avec  OZ.  Comme  d'ailleurs  cette  enveloppe  a  évidemment 
OZ  pour  axe,  le  point  S  est  sommet  de  la  courbe. 

Si  N  est  le  point  où  CD  coupe  AB  et  si  de  ce  point  nous 
abaissons  les  perpendiculaires  NR  et  NQ  sur  OY  et  OX,  nous 
avons,  toujours  d'après  la  relation  fondamentale, 

NR   _   NDxNA 
NQ   ~    NC  X  NB  • 

JOUBIUL  DS  MATH.  1880.  U 


—  leî  — 

Mais  RND  =  SOT 

comme  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires, 

et  QNG  =  SOX 

pour  la  même  raison. 

Donc  RNÛ  =  QNG 

ND  NR 

etona  .^_.  =  __-.. 

Par  suite,  "ttô*  =  i 

NU 

OU  NA  =  NB. 

Mais  nous  avons  yu  que  mB  =  PA, 
donc  Nm  =  NP. 

Par  conséquent,  si  L  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  m  sur  OZ, 
on  a  SL  =  SP, 

c'est-à-dire  que  la  sous-tangente  à  la  courbe  enveloppe  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  le  sommet  de  la  courbe  ; 
cette  enveloppe  est  donc  une  parabole.  On  voit,  de  plus, 
immédiatement  que  cette  parabole  est  tangente  à  OX  et  à  OT. 

Problème  II.  —  On  prend  à  r intérieur  du  triangle  ABC 
un  point  M,  et  sur  les  triangles  MAB,  MAC,  MBC,  on  construit 
des  prismes  ayant  des  hauteurs  proportionnelles  à  AB,  AG,  BG. 
Déterminer  la  position  du  point  M  de  façon  que  ces  trois  prismes 
soient  équivalents. 

J'appellerai  Me,  M6,  Ma,  les  perpendiculaires  abaissées  de 
M  respectivement  sur  AB,  AG,  BG.  Si  alors  je  représente 
par  V,  V,  V  les  volumes  des  trois  prismes,  par  H,  H',  H" 
leurs  hauteurs,  j'ai, 
^^  ABXMÇ  AGXM6  y,^BGxMa     ^, 

2  2  2 

Il  faut  donc  que  : 
AB  X  Me  X  H  =  AG  X  M6  X  H'  =  BC  X  Ma  X  H" 
ou,  comme  H,  H',  H*",  sont  proportionnelles  à  AB,  AG,  BG, 

Mcx  AB*  =  M6  X  AC*  =  Ma  X  BG^ 
Par  suite,  d'après  la  propriété  III^  la  position  cherchée  pour 
le  point  M  est  le  point  de  concours  des  antibissectrices  du 
triangle  ABG. 
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Théoràzne.  —  Si  on  considère  une  droite  AB  découpant 
sur  une  courbe  G  quelconque  un  arc  de  grandeur  constante^  le 
point  où  AB  touche  son  enveloppe  est  le  pied  de  l* antibissectrice 
du  triangle  formé  par  la  droite  AB  et  les  tangentes  à  la  courbe 
G  aux  points  AetBoii  elle  est  coupée  par  AB. 

Prenons  la  position  AB  de  la  droite  mobile  et  la  position 

infiniment  voisine 
A'B'  qui  coupe  la 
première  en  M.  Du 
point  M  abaissons 
les  perpendiculai- 
res MH  et  MJ  sur 
les  sécantes  AA'  et 
BB'. 

Les  arcs  AB  et 
AB'  étant  égaux, 
par  bypothëse,il  en 
résulte  que  arc  AA  =  arc  BB'. 

Mais  ces  arcs,  étant  infiniment  petits,  se  confondent  sensi- 
blement ayec  leurs  cordes  et  celles-ci  sont  égales,  à  moins 
d'un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Dès  lors,  les  triangles  MAA,  MBB'  ayant  même  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs.  Mais,  ayant  même  angle 
au  sommet,  ils  sont  aussi  entre  eux  comme  les  produits  des 
côtés  qui  comprennent  cet  angle. 

MH    _   MA  X  MA^ 
^^°^*  "mT  ~"    MB  X  MA  • 

A  la  limite,  lorsque  A'B'  vient  se  confondre  avec  AB,  on  a 

MA'  =  MA    MB'  =  MB, 

^         ..  ..       MH  Ml* 

Par  suite, 


Lim 


MI 


MB' 


C'est-à-dire  que  la  limite  cherchée  de  la  position  du  point 
M,  sur  AB,  est  le  pied  de  Tantibissectrice  du  triangle 
avec  lequel  se  confond  alors  le  triangle  PAB  ;  mais,  à  la 
limite,  les  sécantes  PA  et  PB  viennent  coïncider  avec  les 
tangentes  à  la  courbe  C  aux  points  A  et  B  ;  le  théorème  est 
donc  démontré. 


—  164-^ 

La  première  partie  du  problème  I  est  un  cas  particulier 
de  ce  théorème  ;  mais  cette  particularité  entraînant  des  con- 
séquences intéressantes  qui  ne  sont  pas  réalisées  dans  les 
autres  cas,  j'ai  voulu  traiter  le  problème  à  part,  avant  d'en 
faire  connaître  la  généralisation. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET  LEURS  APPLICATIONS  EN  GÉOMÉTRIE 
Par  M.  B.^.  Boquel. 

[Suite f  voir  p.  79). 


Le  théorème  précédent  conduit  immédiatement  à  la  pro- 
priété fondamentale  de  la  forme  adjointe. 
Si  l'on  fait  dans  f  la  substitution  suivante  : 

ce,  =  ajiCC'i  -|-  a,jX',  +    .  .  .  4-  dinpc'n 

(1) 


la  forme  /*sera  transformée  en  une  autre  forme  f. 

Soit  F'  la,  forme  adjointe  de  cette  nouvelle  forme /^,  F  dési- 
gnant toujours  la  forme  adjointe  de  la  première  forme  f. 

Je  dis  qu'on  aura  identiquement  : 

F  (X 1,  X  „  ...  X  n  )  =  R*F(Xi,  X,,  . . .  Xn  ), 
R  désignant  le  module  de  la  transformation   (c.-à-d.   le 
déterminant  de  la  substitution),  sous  la  condition  que  l'on 
suppose  X\,  X',,  ...  X'n ,  liées  à  X^,  X,,  . . .  Xn  par  les  rela- 
tions 

Xi  =  «iiXi  4"  o^iXj  -j"   .  .  .   -f-  OtniXn 
^  t  =  0^8^»  +  ^%^t  H"  •  •  •  4"  Ofia^Cn 

(2) 


X'n  =  OinX^  4"  ûtjnXj  -)-  ...  -|-  OwiXn 

Pour  établir  cette  proposition,  formons  F  en  considérant^ 
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d'après  le  théorème  précédent,  la  forme 

Prenons  l'invariant  de  ^,  que  nous  appellerons  A(<p);  nous 
avons  vu  qu'on  a  : 

A((p)  =  6"  A  —  6»»  -  -iFCX,,  X„  . . .  Xn  ). 

Faisons  dans  9  la  substitution  (1),  en  considérant  ô  et  les 
variables  X  comme  de  simples  coefficients.  Il  viendra  : 

<p'  =  e/"'  —  [Xi(aiitr' 4  -J-  04,£C',  +  •  •  •  +  <^n^'n  )  +  ...]". 

Pour  former  ce  carré,  multiplions  les  équations  (1)  par 
X|,  X,,  ...  Xn  9  et  ajoutons  ;  nous  aurons  : 

X^X^  "7"  •^tXji  -!-••.-(-  Xn  Xfj 

=  ^'iC^iiXi  +  OjiX,  4"  •  •  •  +  a«iXn  ) 

+  ^'i(auXi  4-  ^%^%  +  •  •  •  -f  *n«Xn  ) 


+  Xn  (oHnXj  +  a2nXj  +  •  •  •  +  ^n^n  ) 

Les  quantités  entre  parenthèses  dans  le  deuxième  membre 
sont  précisément  X'j,  X',,  . . .  X'n  ;  nous  aurons  donc  : 
a^iX^  +  ÛC,X,  +  . . .  +  ^n  Xn =aî'iX'i  +  ^'«X',  +  . . .  +x'n  X'fi. 

En  faisant  dans  9  la  substitution  (1),  on  aura  donc  : 
ç'  =  e/"  -  (x'.X;  +  a;'.X',  +  . . .  +  x'n  X'n  )». 

Donc       A((p')  =  6n  A'  —  6»  -  ^F'(X\,  X'„  ...  X'n  ) . 

Or  nous  avons  établi  au  début  que,  si  Ton  fait  une  substi- 
tution linéaire  dans  une  forme  quadratique,  l'invariant  de 
la  nouvelle  forme  obtenue  est  égal  au  produit  de  l'invariant 
de  la  première  forme  par  le  carré  du  module  de  la  transfor- 
mation; donc  A  (<p')  =  R*  A  (cp). 

Par  conséquent  0»  A'  —  0«  -  ^  F'  =  R«  (0»  A  —  G»»  -  i  F). 

Supprimant  0**  "-  S  et  remarquant  que  A'  =  R*  A,  il  vient  : 

F'  =  R«  F,  c.  q.  f.  d. 

—  On  peut  donner  de  cette  propriété  fondamentale  un  autre 
énoncé,  plus  commode  que  le  précédent  dans  les  applica- 
tions. 

Puisque  l'on  a  :  F  (X'^,  X'„  . . .  X'n)  =  R*  F  (X^,  X„  . . .  Xn), 
si  l'on  remplaçait  X'^,  X'j,  . . .  X'n  parleurs  valeurs  données 
par  les  équations  (2),  on  aurait  une  identité. 

Faisons  l'opération  inverse,  c'est-à-dire  remplaçons  X^, 
Xj,  . . .  Xn  par  leurs  valeurs  tirées   des  équations  (2),  en 
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observant  que  le  déterminant  de  ces  équations  est  R.  Il 
viendra,. en  désignant  par  R'o^i,  R^n*  ...  les  dérivées  de  R 
par  rapport  aux  éléments  respectifs  a^i,  ai^,  •  •  •  : 

RX|  =  R  <X|^X  4  -^  R  Qt^ji  X I  -}-  ...    -|-  Roc^n  X  n 
De  même    RX,  =  R  a,i  X'^  +  R  a„  X',  +  ...  +  R'04,  X  « 


RXn  =  R'otm  X 1  -^  Rofi,  X'j  -j-  .  .  .  -|-  R'ann  X'**. 

D'ailleurs,  F  étant  homogène  et  du  2®  degré,  on  a  : 

R«F  =  F(RXi,  RX,,  ...  RXn  ) 
et  par  suite,  la  substitution  des  valeurs  précédentes  donne  : 

F(Xi,  X'„  ...  X'n )  =  F(R'otii  X'i  -f"  ï^'^ii  -^1  "}"•••) 
résultat  qu'on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Si  Von  considère  la  substitution  (i),  et  que  Von  appelle  substi- 
tution ADJOiifTE  la  substitution 

a?i  =  Rotii  x\  -|-  R'tti,  ûc'j  -|-  •■•-!-  Rotin  Xn 

X^  =  R'*il  X\  r|-  R'ait  X\  -|-    •  •  •  -j-  R'Ojn  CD» 

(i)'  ■ 

Si  la  forme  f  és^  changée  en  la  forme  f  par  la  substitution  (1), 
la  forme  F,  adjointe  de  f,  sera  changée  en  la  form^  F',  adjointe 
de  f ,  par  la  substitution  (1)'  adjointe  de  la  substitution  (Ij. 

—  Application  des  théorèm^es  précédents  à  la  forme  ternaire 
Ax«  +  Ay«  +  A'z»  4-  2Byz  +  2B'zx  +  2B"xy. 

Soit  /*  la  forme  proposée  ;  nous  allons  chercher  sa  forme 
adjointe.  Posons,  conformément  à  la  définition  : 

Ax   +  B'^t/  +  B'a   =  X 
(1)  ]  B'o;  +  A  y  +  Ba    =  Y 

B'x  -f  Bj  +  M'z  =  Z 
A  B'B' 
B"  A'  B 
B'  B  A" 
que  nous  supposerons  différent  de  zéro. 

On  peut  tirer  des  équations  (i)  les  valeurs  de  a;,  y,  js,  en 
fonction  de  X,  Y,  Z  ;  il  vient  ainsi  : 


Soit  A  le  déterminant 


(invariant  de  la  forme  f) 


—  167  — 


X  = 


XB"B' 

1 

A  XB 

A  B"X 

YA'B 

B'YB 

B"  A'  Y 

Z  B  A  " 

A 

-,  «  =  - 

B'  Z  A' 

A 

-,  »=- 

B'B  Z 

A 

Si  l'on  reporte  ces  yaleurs  dans  f  mise  sous  la  forme 

f=  xX  +  »Y  +  *Z. 
le  numérateur  de  la   nouvelle   valeur  de  f  sera  la  forme 
adjointe.  On  a  ainsi  : 


X 


f  = 


XB'B' 

A  XB' 

A  B'X 

Y  A'B 

+  T 

B'YB 

+  Z 

B'A' Y 

Z  B  A* 

B'  Z  A' 

B'B  Z 

et  la  forme  adjointe  de  f  est,  par  conséquent  : 

F  =  X«  (A'A'  —  B»)  +  Y»  (A'A  —  B'«)  +  Z«  (AA'  —  B'«) 
+  2YZ(B'B'— AB)-|-  2ZX(B'B—  A'B')+  2XY  (BB'  —  A'B') 

—  On  doit  à  Gauchy  (Exercices  malhématiques)  une  remarque 
intéressante,  et  susceptible  de  nombreuses  applications.  Si 
Ton  fait  dans  /"la  substitution  particulière 

x  =  oLt  +  pu 

t/  =  aï  4-  P'^ 
;  z  =  ot"/  +  p^u 

on  obtient  une  autre  forme    ilt^  4*  ^N'/u  4~  MV,  dont 

l'invariant  est  MM'  —  N"». 

Si  Ton  considère,  d'autre  part,  la  substitution  générale 

x  =  at  -^-pu  +  Y^ 

y  =  a7  +  P'u  +  y'v 

jas  =  a''^  +  P'^  +  y'*' 
la  forme  obtenue  se  composera  de  la  partie  Mt^  ^  iîflu 

-}-  MV  et  des  trois  autres  termes  qu'il  est  inutile  d'écrire. 

Prenons  la  substitution  adjointe 

a?  =  R'«r  +  R'pu  +R> 

j/  =  RV^  +  R>'u  +  RVi; 

iï  =  RV'<  +  R>''w  +  ^y^ 
on  a  :    R'«  =  p'f  —  y>'.  R'g  =  y  a'  —a/,  R't  =  o?'  —  pV. 

X  =  (py-  r  n^  +  (A''  -  «r>  +  («r  -  P'*)^ 

Donc  }  y  =  (p^y  -  y'P)«  +  (y'*  —  ^"y)^  +  (*"P  -  f^)^ 

z  =  (Pr'  -  yP>  +  (y»  -  «y'M  +  («P'  -  P«> 
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Nous  avons  vu  que  cette  substitution  transformera  la 
forme  F  adjointe  de  /*,  en  la  forme  F'  adjointe  de  f. 

Or  la  forme  adjointe  de  f  est 

F  =  (M'M'^  —  N«)<*  -f.  .   .   .  +  (MM'  —  N"*)î;«  +  .   .   . 

Revenons  maintenant  à  la  première  substitution  considérée, 
oli  n'entre  pas  v;  tous  les  termes  de  la  substitution  adjointe 
où  entrent  les  quantités  y,  y,  y''  sont  nuls,  et  cette  substi- 
tution se  réduit  à 

X  =  (a'p'  —  p'a'> .      y  =  (ot'p  —  p'a)i;,      Z  =  (a?'  —  pa> . 

Or,  c'est  en  la  faisant  dans  F  qu'on  obtient  le  résultat 
F';  F'  se  réduit  d'ailleurs  dans  le  cas  actuel  à  v*  (MM'  — N'*)  ; 
MM'  —  N''*  est  donc  le  coefficient  de  v*  dans  le  résultat  qu'on 
obtient  en  faisant  dans  la  première  forme  adjointe  F  la 
substitution  adjointe. 

Mais  la  forme  /*,  quand  les  coefficients  de  t;  sont  nuls, 
est  simplement  M(*  -j-  2Wtu  +  MV;  son  invariant  est 
MM'  —  N'"  ;  cet  invariant  est  donc  égal  au  coefficient  de  v* 
dans  F',  c'est-à-dire  a  la  valeur  même  que  prend  la  forbce 

ADJOINTE  DE  LA  PROPOSÉE  QUAND  ON  Y  REMPLACE  £0,  !/,  Z,  PARLES  BI- 
NOMES a'p'  —  p'a^  ci'p  —  ^"a  ET  <xp'  —  fa'. 

Applications. 

Les  propriétés  des  formes  quadratiques,  qui  ont  été  beau- 
coup étudiées  à  l'étranger,  sont  susceptibles  d'applications 
intéressantes  et  variées  dans  toutes  les  branches  des  ma- 
thématiques. En  France,  M.  Hermîteen  a  tiré  un  merveilleux 
parti  dans  le  domaine  de  l'algèbre  pure,  et  le  P.  Joubert, 
dont  l'autorité  en  ces  matières  est  bien  connue,  en  a  fait, 
de  son  côté,  une  étude  approfondie.  Sans  vouloir  entrer  dans 
de  longs  détails  sur  des  travaux  qui  appartiennent  à  leur 
auteur,  et  qu'il  est  mieux  que  personne  à  même  de  vulga- 
riser en  les  publiant  s'il  le  juge  convenable,  nous  croyons 
qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  à  nos  lecteurs  une  idée 
de  la  méthode,  et  nous  choisirons  dans  ce  but  quelques 
questions  de  nature  à  les  intéresser  spécialement,  en  ce 
qu'elles  appartiennent  tout  à  fait  à  la  géométrie  analytique. 

Nous  allons  montrer  d'abord  comment  le  P*  Joubert  a 
utilisé  l'observation  de  Gauchy  pour  calculer  avec  une  extrême 
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simplicité  la  distance  d'un  point  à  une  droite  dans  l'espace, 
en  coordonnées  obliques,  calcul  que  nos  lecteurs  savent  par 
expérience  être  très  pénible  par  les  procédés  habituels. 

Distance  d*un  point  (x  y'  z)  à  une  droite  (x  =  az  +  P> 
y  .=  bz  -j-  q)  en  coordonnées  obliques,  —  Le  carré  de  la  distance 
du  point  {x  y  z)  à  un  point  quelconque  (ce,  y,  z)  de  la  droite 
considérée  est  l'expression 

^  =  {x-  xy  +  (y  -yy  +  {z-  zY  +  2(1/  -  y)[z  -  z) 
cos  X  +  2(2  —  z){x  —  x)  ces  jx  +  2 (05  —  x')(y  —  y)  cos  v. 

Le  minimum  de  cette  expression,  dans  laquelle  XQiy  sont 
des  fonctions  de  z  déterminées  par  les  équations  de  la  droite 
donnée,  est  précisément  la  valeur  du  carré  de  la  distance 
cherchée. 

B*  est  en  réalité   égal  \  (az  -{- p  —  x')^  +  {bz  -^  q  —  y'Y 

-f- ce  que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit  : 

l'^  =  [a{z—z)  —  {x  —  az—p)Y+[b{z—z)—{y'-bz—q>;\^ 

+  (J5  —  zY 

+  2[6(j5  —  z)  —  {y'  —  bz  —  q)]{z  —  z)  cos  X 

+  2 [a(x  —  xf)  —  {x  —  az  —  p)]{z  —  z)  cos  (jl 

+  2[a{z—z)  —  (x—  az—p)][b{z—z)—{y—bz  —  7)]  cos  v. 

8«  est  donc  de  la  forme  M  (s  —  zf  +  2N>  —  z)  +  M' 

^    .                              I    r                         1«       MM'  —  N''* 
C.-à-d.  de  la  forme  -^  m{z—  z)  +  N'J  H jj 

La  valeur  qui  rend  8*  minimum  est  celle  pour  laquelle 

M(jj  —  z)  -}-  N"  est  nul,  et  le  minimum  est  précisément 

MM' N"" 

rr ;  il  faut  donc  calculer  cette  quantité. 

Observons  que  Texpression  M(j5  —  3')'  +  2N"(3  —  z)  +M' 
provient  de  la  forme  quadratique 

/■  =  a;*  -|-  î/*  +  2*  +  2yj5  cos  X  +  2zx  cos  \k  +  2anf  cos  v 
quand  on  y  remplace    x  par  a{z  —  z')  —  (x  —  az  —  p) 

y  par  b{z  —  z  )  —  {y  —  bz  —  q) 
et  z  parjs  —  z\ 
C'est  là  une  substitution  tout  à  fait  analogue  à  celle  dont 
il  s'agit  dans  la  remarque  de  Cauchy,  t  représentant  z  —  »', 
u  représentant  Tunité,  et  les  coefficients  étant 

a  =  a,     a  =  6,     a'  =  i . 
p  =  —{x—a%—p),  -  ^- =  -  (y-  —  ba' —  q),    f  =  o. 
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Or,  d'après  la  remarque  de  Gauchy,  on  sait  que  si  dans 
f{x,  y,  z)  on  fait  la  substitution  x  =  a^  +  P^»  ^  =  *'^  H"  P'**» 
z  =  a^t  -^  p'u,  auquel  cas  f(x,  y,  z)  prend  la  forme  Mi* 
4-  2Wtu  4-  MV,  on  a  : 

MM'  —  W  =  F(a'p'  —  pV,  Qt"p  —  p"a,  op'  —  pa') 
F  désignant  la  forme  adjointe  de  f. 

Les  binômes  à  considérer  sont: 
ap"  —  pV  =  y  —  bz  —  î,  a"p  — p"a  =  —  (x'  —  az—p) 
et  op'  —  p<t  =  —  (y'  —  6j5'  —  q)a  +  (a;'  —  az  —  p)b 

=  b{x  —  p)  —  a{y  —  g). 

Nous  obtiendrons  MM' —  N'*  en  remplaçant,  dans  la  forme 
adjointe  do  /,  les  variables  a?,  y,  z  par  ces  binômes. 

Or  la  forme  adjointe  F  de  /"  est,  comme  nous  l'avons  va  : 
F  =  a?«(A'A'  —  B«)  +  y»(A'A  —  B'«)  +  ««(AA'  —  B'«) 

+  2y;5(B'B'  —  AB)  +  2zx(B'B  —  A'B')  +  2an/(BB'  —  A'B') 
c'est-à-dire  dans  le  cas  actuel  ; 
Y  =  x*  sin*  X  +  y»  sin*  f*  +  j3*  sin*  v  -|-  2ys(cos  fx  cos  v  —  cos  X) 

+  2j3a5(cos  V  cos  X  —  cos  |x)  +  2aîy(cos  X  cos  jx  —  cos  v). 

Par  conséquent, 
MM'  —  N'»  =  (y'  —  bz  —  g)«  sin«  X+{x  —  az  —  p)  sin*  [i 

+  [6(aj' —  p)  —  a(y' —  g)]*  sin«  V  + 

Le  dénominateur  de  o*  est  M  ;  or  la  quantité  M  obtenue  en 
remplaçant  dans  /*,  a?,  y  et  jï  par  dt  -\-  pu,  ctt  +  pu,  a'(  +  p'u, 
est  le  coefficient  de  t*  ;  c'est  donc 

a*  +  a  *  +  *'*  +  2a'a'  cos  X  -f  2a'a  COS  [t.  +  2aa'  COS  v 
c.-à-d.  que  l'on  a,  d'après  les  valeurs  de  a,  a ,  a'  : 

M  =  o*  +  6*  +  '  +  26  cos  X  -f-  2a  cos  fjL  -j-  2ab  cos  v. 
Le  carré  de  la  distance  cherchée  est  donc  : 

E*sin»X  +  G^sin'fjL  +  H«sin»v-f-  2GH(cos{acosv  —  cosX) 

__.      -!-•  2HE(C0SVC0SX  —  COSji.)  -|-  2EGr(C0SXC0S[X  —  COSv) 

a*  +  6*  +  I  +26  COS  X  +  2a  COS  |x  +  2a6  cos  v 

formule  dans    laquelle  E,  G,  H  désignent    les  valeurs  que 

prennent  les  premiers  membres  des  équations  des  projections 

de  la  droite  considérée  sur  les  trois  plans  coordonnés  qu4ind  on 

y  remplace  les  coordonnées  courantes  par  les  coordonnées  parti- 

culières  x',  y ,  z  du  point  considéré. 

(A  suivre,) 
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COURBES  PLANES  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 

AYANT  AU  MOINS  UNB  ASYBIPTOTÊ  A  DISTANCE  FINIE 

Par  H.  S.  Collin,  ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique, 
Professeur  de  Mathématiques. 

[Suite^  voir  p.  74.) 
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Courbes  dépourvues  de  point  singulier. 

Ces  courbes  sont  représentées  par  une  équation  de  l'une 
des  formes  suivantes  : 
(y  —  ma;)  (y  —  mx)  (y  —  m'a?) 

=  At/»  +  Bxy  +  Coî»  +  Dt/  +  Ecc  +  F 
(y  —  mx)*  (y  —  m'a?) 

=  A(j/  —  mx)  {y  —  px)  +  Dj/  +  Ea?  +  F 
(y  —  mx)*  (y  —  m'x) 

=  At/*  +  Bxy  4-  Cx*  +  Di/  +  Ex  +  F 
(y  —  wia?)3 

=  A(y  —  mx)  {y  —  px)  +  Dj/  +  Ea;  +  ^ 

Du  reste,  dans  les  courbes  (1),  parmi  les  trois  directions 
asymptotiques,  il  peut  y  en  avoir  soit  trois  réelles,  soit 
deux  imaginaires  m  et  m',  et  une  réelle  m".  En  outre,  dans 
les  courbes  (2),  nous  supposons  indifféremment  p  ^  m  ou 

=  m,  tandis  que  dans  les  courbes  (4)  forcément  on  a  p  ^  m. 
Cela  posé  : 

Théorème  I.  —  Toute  courbe  (\)  ou  (3)  peut  en  principe 
se  mettre  sous  la  forme  mi-décomposée. 

ax  +  by  1 

I  =  -r rr'  H ; (M). 

(y  —  mx)(y  —  mx)  y  —  m  x  —  n 

II  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  Von  prenne  pour  origine  le 
point  de  contact  de  tune  des  tangentes  issues  du  troisième  point 
d'intersection  I  de  la  courbe  avec  son  asymptote  de  direction  m". 
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Que  cela  soit  nécessaire  c'est  évident;  il  n'y  a  pour  s'en 
rendre  compte,  qu'à  regarder  l'équation  (M). 

Mais,  de  plus,  cela  suffit.  En  effet  considérons  une  courbe 
(1),  et  prenons  pour  origine  l'un  des  points  indiqués. 
L'équation  de  la  courbe  sera  forcément  de  Tune  des  deux 
formes  (y  —  mx){y  —  ni'x){y  —  m"x  —  d") 

=  (a'x  +  Vy){y  —  m''x  —  n)  (a) 

ou  (y  —  fnx)(y  —  fnx){y  —  m'^x  —  d") 

=  a'(y  —  fn'*x){y  —  m'^x  —  n')  (a) 

suivant  que  I  est  à  distance  finie  ou  à  1*  oo.  Or  l'identifica- 
tion de  ces  équations  avec  (M)  est  toujours  possible  et  très 
simplement. 

RemarqtLe.  —  Cette  identification  ne  manifeste  encore 
aucune  impossibilité,  si  l'on  suppose  d!^  =  o,  de  sorte  que  I 
semble  convenir  lui-môme  pour  transformer  l'équation  de 
la  courbe.  Mais  il  faut  remarquer  que,  si  Ton  prend  I  pour 
origine,  l'équation  de  la  courbe  n'est  pas  forcément  de  la 
forme  (a). 

Ainsi,  pour  qu'une  courbe  (1)  ou  (3)  puisse  se  mettre  sous 
la  forme  (M),  il  sufiit  que  du  point  I  on  puisse  mener  une 
tangente  réelle  à  la  courbe.  Or,  il  est  facile  de  s'assurer  que 
cette  tangente  réelle  existe,  sauf  fuet^ue/bt^  pour  des  courbes 
des  formes     (t/  —  nix)(y  —  rnx){y  —  m'x) 

=  A{y  —  mx)(y  —  m'x)  +  Dy  +  ^^    (^i) 
(y  —  W2x)»(y  —  m'x) 
=  k{y—m'x)iy  —  px)  +  B{y  —  m'x)^F     (E.) 
et  jamais  pour  les  courbes 
(y  —  mx)(y  —  m'x){y  —  m'x)  =  Dj/  +  Eac  (E,) 

On  peut  donc  donner  sous  forme  de  corollaire,  cet  autre 
énoncé  du  théorème  ; 

Corollaire  :  Toute  courbe  (1)  ou  (3)  peut  se  mettre  sov^  la 
forme  (M),  powvu  quelle  ne  contienne  pas  le  point  de  rencontre 
de  deux  asymptotes. 

Remarque.  —  Si  m  et  m  sont  réels,  on  peut  leur  faire  jouer 
un  rôle  analogue  à  celui  de  m''  dans  l'équation  (M).  On  peut 
aussi  alors  passer  à  la  forme  entièrement  décomposée. 
Cette  remarque  ne  regarde  que  les  courbes  (1). 
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Théorème  I  bis.  —  Toute  courbe  (2)  ou  (4)  peut  toujours 
se  mettre  sou^  la  forme  mi-décomposée  : 

ax  4-  by  1 

+  — — T-W 


(y  —  mx)(y  —  m'x)  y  —  mx  —  n 

//  faut  et  il  suffît  pour  cela  que  l'on  prenne  pour  ongine  l'un 
quelconque  de  ses  points,  sauf  celui  oii  Vasymptote  de  direction 
m^  coupe  la  courbe,  ceux  oii  la  tangente  est  parallèle  à  m.''^  et  les 
points  de  contact  des  tangentes  issues  des  points  oii  la  tangente 
est  parallèle  à  m. 

Que  cela  soit  nécessaire,  c'est  évident  d'après  l'équation  (M^). 

Pour  démontrer  que  cela  suffit,  prenons  une  courbe  (2)  et 
essayons  de  l'identifier  avec  (M^).  Nous  trouverons  facilement 
que  l'identification  est  possible,  en  général,  et  qu'il  n'y  a 
qu'à  prendre 

AE(p  —  m^        _       AD(p  —  m")        _J)m'  +  E 
^■"  Dm'  +  E  Dm'  +  E       ^""A(p  — m') 

_   A*D(p  —  my  +  A'(p  —  m")(Dm'  +  E)  —  (Dm*^  +  W 

A{p  —  m'){Dm"  +  E) 
avec  la  seule  condition  F  =  o. 

L'identification  n'est  donc  impossible  que  si,  supposant 
F  =  o,  l'on  a  : 

1°  A  =  o,  ou  p  —  m"  =  o,  c.-à-d.  si  l'origine  est  le  point 
011  l'asymptote  de  direction  m"  coupe  la  courbe. 

2®  Dm'  -}-  E  =  o,  c.-à-d.  si  l'origine  est  un  des  points  oh 
la  tangente  est  parallèle  à  m". 

3»  A»D(p  —  m'}*  +  A«(p  —  w')(Dm'  -f-  E)  —  (Dm''  +  E)« 
=  o,  c.-à-d.  si  l'origine  est  le  point  de  contact  d'une*tangente 
issue  de  l'un  des  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  m. 
Pour  interpréter  en  effet  cette  relation,  il  suffit  de  prendre 
pour  axe  des  y  la  tangente  à  l'origine,  et  pour  axe  des  x  une 
parallèle  à  la  direction  m'. 

Remarque.  —  Aucune  courbe  (2)  ne  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (M),  ni  aucune  courbe  (3)  sous  la  forme  (Mi).  C'est 
une  conséquence  du  théorème  bien  connu  de  la  divisibilité, 
en  vertu  duquel  si  un  facteur  divise  une  partie  d'une  somme, 
etc. 
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Des  formes  (M)  et  (Mi)  on  peut  déduire  deux  méthodes  de 
construction  pour  les  courbes  qui  nous  occupent. 
La  i"  méthode  repose  sur  le  problème  suivant  : 

Problème. —  Construire  les  deux  points  d'intersection  ivme 
courbe  a  point  singulier,  ayant  au  moins  une  asymptote  à  distance 
finie,  par  wne  droite  parallèle  à  cette  asymptote. 

Soit  (C)  la  conique  directrice,  DD  Tasymptote  directrice, 
SS  la  sécante.  Coupons  la  conique  par  une  droite  auxiliaire 
ÂA  parallèle  à  cette  asymptote,  et  dont  la  distance  au  point 
singulier  origine  0  soit  égale  à  la  distance  de  l'asymptote 
directrice  et  de  la  sécante.  Nous  aurons  ainsi  deux  points 
Ml  et  Ml'  (réels  et  distincts,  réels  ou  confondus,  ou  imagi- 
naires). Menant  alors  les  rayons  OM^  et  OM^'  et  les  prolon- 
geant jusqu'à  leur  rencontre  avec  SS,  nous  obtiendrons  en 
Ml  Ml'  les  points  cherchés. 

Gela  posé  : 

Théorème  II.  —  Toute  courbe  (M)  ou  (Mi)  peut  se  cons- 
truire à  Vaide  d'une  conique  fixe  et  d'une  droite  qui  se  meut 
parallèlement  à  elle-même. 

En  effet,  toute  courbe 

ax  •}-  by l 

(y  —  m'x)(y  —  mx)  y  —  m'x  —  n 

peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  d'intersection 
des  deux  séries  de  courbes  suivantes  : 

Un  +  X) 
^  __  ax+by  X 

(y  —  mx){y  —  m'x)         y  —  m'^x  ^^' 

y  —  m'^x  =  n  -j-  X  ((Xi) 

Or  les  courbes  (<r)  sont  des  courbes  à  point  singulier, 
ayant  même  conique  directrice  et  pour  droite  directrice  des 
droites  parallèles.  D'autre  part,  les  droites  (<T^)  sont  parallèles 
aux  droites  directrices  des  courbes  (a).  La  construction  des 
courbes  (M)  et  (Mj)  revient  donc  à  l'application  répétée  du 
problème  précédent. 

Remarque  L  —  Cette  construction  est  une  construction 
directe;  car  elle  revient  à  se  donner  l'abscisse  et  à  cens- 
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traire  l'ordonnée  dans  le  système  d'axes  oîi  l'axe  des  y  serait 
parallèle  à  m',  et  où  l'axe  des  x  serait  d'ailleurs  Taxe  actuel. 

Remarque  IL  — Il  parait  naturel  d'appeler  encore  ici  conique 
directrice  de  la  courbe  (M)  ou  (Mi)  la  conique  directrice 
commune  aux  courbes  (a)  et  droite  asymptotique  directrice  la 
droite  y  —  m^x  =  I  +  n. 

Théorème  II  bis.  —  Même  théorème  pour  les  courbes  (E,) 
et  (E,). 

En  effet,  les  courbes  (E^)  peuvent  être  considérées  comme 
définies  par 

I  _  By  +  Ex  X(A  +  I  —  X) 

(y  —  mx){y  —  mx)  "^      y  —  m^x 
y  —  m^a?  =  X 

et  les  courbes  (Eg)  par 

^  _  Dy +  Ea;  \{i-\) 

{y  —  inx){y  —  w"ûc         y  —  m'x 
y  —  m'x  =1  —  X. 

Théorème  III.  —  La  tangente  en  un  point  quelconque  M^ 
d^une  courbe  plane,  du  5®  degré,  définie  comme  lieu  d'intersection 
des  deux  séries  de  courbes 

,  _      S  9(X) 


(C)      {     *  P.Q     •      R 

X  =  +(R) 

(où  P,  Q,  R,  S,  sont  des  polyn&mes  linéaires  homogènes  en-Lct 
y),  passe  par  le  point  d'intersection  de  deux  droites  que  l'on  peut 
construire.      • 

En  effet,  la  tangente  en  un  point  Mo  de  cette  courbe  a 
pour  équation 

^  S,(P.Q  +  Q.P)-S.P,Q.    ^  j^  (  /(R.)  -  R,^(R,)  ) 

"o   «xo  [  Ro*  ) 

=  I  -  r  (Ro) 

en  posant  TJ+Wj  =  /(R). 

D'autre  part,  l'équation  de  la  tangente  au  point  M^  à  la 
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courbe  pourvue  de  point  singulier. 


PQ    '      R 

est    (EJ ^j-^^ +_/-(R,)_,. 

Si  nous  coupons  (E)  par  la  .droite 

M  _  R.')  I  -  r  (R.){ 

^"  -  /•(R,)-Ro.nR.) 

le  point  d'intersection  sera  sur 

(p)  So(PoQ  +  QoP)  -  S.PoQo  =  o. 

Or  cette  droite  (p)  passe  d'une  part  par  l'origine,  et  d'autre 
part  au  point  d'intersection  de  (£|)  et  de 

Remarque.  —  Les  droites  (a),  (y)  seraient  difficiles  à  cons- 
truire, si  f(R)  était  compliqué  ;  mais,  d'après  ce  qui  précède, 
pour  les  courbes  qui  nous  occupent,  /(R)  est  de  l'une  des 
formes  simples  suivantes 

— i^,R(i-R),  R(A+i-R). 

(A  suivre.) 


VARIÉTÉS 


ESSAIS  POUR  LES  CONIQUES  DE  PASCAL 

AVEC 

Des  notes  par  M.  Ch.  liaurens,  professeur  hoiftraire. 

(Suite,  voir  page  133.) 


§  3.  —  «  Quoi  faisant,  nous  énonçons  les  propriétés  que 
nous  en  touchons  d'une  manière  plus  universelle  qu'à  l'or- 
dinaire, par  exemple  celle-ci  :  si  dans  le  plan  MSQ  (fig.  6) 
dans  la  section  de  cône  PKY  sont  menées  les  droites  AK, 
AV  atteignantes  la  section  aux  points  P,  K,  Q,  V,  et  que 
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de  deux  de  ces  quatre  points  qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite 
avec  le  point  A,  comme  par  les  points  K,  V  et  par  deux 
points  N,  O  pris  dans  le  bord  de  la  section  soient  menées 
quatre  droites  KN,  KO,  VN,  VO  coupantes  les  droites  AV, 
AP  aux  points  L,  M,  T,  S.  Je  dis  que  la  raison  composée 


Fig.  6, 


des  raisons  de  la  droite  PM  à  la  droite  MA,  et  de  la  droite 
AS  à  la  droite  SQ  est  la  même  que  la  raison  composée  de 
la  droite  PL  à  la  droite  LA  et  de  la  droite  AT  è  la  droite 
TQ.  » 

Note  8.  —  On  peut  énoncer  ainsi  le  théorëme  précédent  : 
si  Ton  joint  deux  points  quelconques  V  et  K  de  la  conique 
à  quatre  points  Q,  P,  M,  0  de  la  courbe,  ces  droites  ren- 
contrent PK,  QV  suivant  deux  séries  de  quatre  points  A, 
P,  L,  M  ;  A,  Q,  T,  S  ;  on  propose  de  démontrer  que 

PM         AS    __    PL         AT 
AM     •     QS    ~    AL    •     QT  • 
L'hexagone  de  Pascal  et  le  théorème  sur  les  transversales 
fournissent  une  démonstration  très  simple  de  ce  théorème. 

Considérons  rhexagone  inscrit  KONVQPK  dans  la  conique. 
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Les  côtés  opposés  KO,  VQ  se  rencontrent  en  T;  VN  et  PK  au 
point  L;  ON  et  PQ  en  R;  les  trois  points  T,  L,  Rsont  en  ligne 
droite  :  donc  QP,  ON,  TL  se  rencontrent  en  un  point  R  situé 
sur  MS  d'après  la  note  1. 

Le  triangle  APQ  est  coupé  par  les  deux  transversales  MS, 
LT,  par  suite  : 

PM        QR        AS    _  PL        QR        AT    _ 

AM   '    PR    '    QS   ""  ^'     AL    •    PR    •    QT    ""  '' 
égalant  les  deux  nombres  et  supprimant  le  facteur  commun 

-^5-,  on  obtient  : 

PM        AS_  _  JPL_      _AT_ 
AM    •    QS    "■   AL    *    QT  ^'  ^'   '  ^' 

Remarque,  —  On  peut  écrire  la  relation  précédente  sous  la 

PM       JA   _  _QS_       AT 
forme:  ^^   '    LP    ""    AS    "  "QT"*' 

PM        PL  PM        AL        _    .  ^       ^ 

or  -TTT-  .  -7T-  =  "T^nr  •  -^RT-y  relation   entre   les    rapports 
AM        AL  AM        PL  ^^ 

des  distances    des    points    M   et   L   aux   points    P    et  A, 

a  été  appelé  par  M.  Ghasles   rapport    anharmoniquo    des 

QS        AP 
quatre  points  M,  L,  P,  A.  De  môme  -^^  .  -^y=r  est  le  rapport 

anharmoniqûe  des  quatre  points  A,  Q,  T,  S.  Le  théorème 
énoncé  par  Pascal  revient  donc  à  celui-ci  :  les  deux  faisceaux 
de  droites  joignant  V  et  K,  deux  points  d'une  conique  à  quatre 
points  quelconques  Q,  P,  N,  0,  déterminent  sur  PK  et  QV 
deux  séries  de  quatre  points  ayant  le  môme  rapport  anhar- 
moniqûe, c'est-à-dire  étant  homographiques.  Cette  propriété 
est  précisément  celle  que  M.  Ghasles  a  choisie  comme  base 
de  sa  théorie  nouvelle  des  coniques,  propriété  plus  féconde 
encore  que  celle  de  Thexagramme  mystique  de  Pascal. 

§  4.  —  «  Nous  démontrerons  aussi  que  s'il  y  a  trois  droites 
DF,  DG,  DH  que  les  droites  AP,  AK  coupent  aux  points  F,  G, 
H  ;  C,  Y,  B  ;  et  que  dans  la  droite  DG,  soit  déterminé  le  point  E  ; 
la  raison  composée  des  raisons  du  rectangle  deEF  et  FG,  au 
rectangle  de  EG  et  Gy  et  de  la  droite  Ay  à  la  droite  AG,  est 
la  môme  que  la  composée  des  raisons  du  rectangle  de  EF  et 
FH,  au  rectangle  de  EG  et  GB  et  de  la  droite  AB  à  la  droite 
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ÂH  et  elle  est  aussi  la  même  que  la  raison  du  rectangle  des 
droites  FE,  FD  au  rectangle  des  droites  CE,  CD.  » 

Note  4.  —  Soit  (/Sy.  7)  les  côtés  de  l'angle  A  coupés  par 
les  trois  droites  DF,  DG,  DH;  aux  points  F,  G,  H;  C,  y,  B; 


Fig.  7, 

et  un  point  arbitraire  E  pris  sur  Tune  des  droites  DF,  Pascal 
énonce  la  relation  suivante  : 
•      EF.  FG         Ay   _    EF  .  FH        AB   _   EF  .  FD 

EC  .  Cy     ■    AG  ""    EG  .  GB    '   AH   ~    EG  .  CD  ' 
le  triangle  AFG  est  coupé  par  les  deux  transversales  DG, 
DH,  on  a  donc  : 


FG        GD 


Ay   _ 


FD 


_    FG        Ay 


AG    •    FD   •    Gr         '     ""      GD    ~ 

AG   • 

Cr 

FH        CD        AB                       FD 
AH    •    FD    •    GB         ^     ''^     GD   ~ 

FH 
AH    • 

AB 
CB" 

d'oU  l'on  conclut  : 

FG        Ay          FH       AB 

FD 

AG    •     Cv    ~"  AH   •    GB    ~ 

CD' 

EF 
multipliant  par  -^^  on  obtient  : 

EF        FG        Ay         EF        FH        AB 

EF 

FD 

EC    •   AG    '    Gr   ~  EG    ■   AH    ■    GB 

""  EG 

•    GD 
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qui  devient  en  changeant  Tordre  des  facteurs  la  relation 
énoncée  par  Pascal. 

Cette  relation  sert  à  Pascal  à  démontrer  le  théorème  énoncé 
dans  le  §  •*>. 

Remarque.  —  Si  Ton  considère  Tégalité  : 

AG    •    Gy  ""■  AH    "    CB 

,.,,    .         FG        AH         Cy         AB 
on peutl  écrire  :  -^  .  ^^  =  _  .  .^, 

qui  exprime  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
A,  F,  G,  H  égale  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
A,  C,  Y,  B,  ou  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
en  ligne  droite  n'est  pas  altéré  par  la  projection  centrale. 
§  S.  —  «  Partant,  si  par  les  points  E,  D  passe  une  section 
de  cône  qui  coupe  les  droites   AH,  AB  (fig.  8)  aux  points 


Fig.  8. 

P,  K,  R,  X,  la  raison  composée  des  rectangles  EF,  FG  au 
rectangle  des  droites  EC,  Gy  et  de  la  droite  yA  à  la  droite 
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A6,  sera  la  même  que  la  composée  des  raisons  du  rectangle 
des  droites  FE,  FP  au  rectangle  des  droites  GR,  GX  et  du 
rectangle  des  droites  ÂR,  AX  au  rectangle  des  droites  ÂK, 
AP.  » 

Note  5.  —  Le  théorème  énoncé  par  Pascal  peut  se  traduire 
ainsi.  Par  un  point  À  on  mène  dans  une  conique  (fig.  8)  deux 
sécantes  APK,  ARX;  par  un  point  D  de  la  courbe  on  mène 
deux  cordes  quelconques  DF,  DG,  on  a  la  relation  : 
EF         FG         Ay    _  FK.FP        AR.AX 

EC  ■  Cy  ■  AG  ~  GR.CX  ■  AK.AP  ' 
Considérons  l'hexagone  EPKXRDË,  d'après  le  théorème 
de  Pascal,  EP,  XR,  se  rencontrant  en  M;  PK,  DR,  en  N; 
KX,  DE,  en  S;  les  trois  points  M,  N,  S  sont  en  ligne  droite, 
c'est-à-dire  que  les  droites  MN,  DE,  KX  concourent  en  un 
point  S. 

Cela  posé,  le  triangle  ACF  est  rencontré  par  les  transver- 
sales EM,  NP,  EX,  MN  ;  on  aura  donc  les  relations 
,        ^F_      W_       AM_      ,,  ^  ^       ^^   —  ^M^ 
AP     ■   FE    •   CM  ~  '  AP    '    FE  ~   MA  ^' 

AR        DG        NF  _      ,.  X    AR        DG_  _  _AN 
RG    ■   FD    *    AN  ~  "   RC    *    FD  ~"  NF  ^' 

FE        AX        es    _  ,    FK_       AX  _  FS 

AK    •    GX    •    FS  ~'        '^  AK    '    GX  ""GS"'^ 
MC        AN        FS    _ 

AM    •    NF    •    GS   ~  '  ^^' 

multipliant  les  trois  égalités  (1)  (2;  (3)  on  a  : 

PF.GE         AR.DG        FK.AX         MG        AN        FS 


AP.FE         RC.FD        AK.GX         MA       NF    '    GS  ' 
mais  en  vertu  de  (4)  le  second  nombre  égale  i,  donc  : 
PF.GE         AR  PC        FK.AX  _ 

AP.FE    •    RG.FD    *    AK.GX  ~"  ''  ^  ' 

égalité  que  l'on  peut  écrire  : 

PF.FK     AR.AX    _   FE.FD 

GR.GX  ■  AP.AK    "~    CE, CD  *  ^' 

Mais,  d'après  la  note  4,  si  par  D  on  mène  une  sécante 
quelconque  D^G  on  a  la  relation  : 

FE.FG.Ay   _   FE.FD 

CE.AG.Cy   ~   CE. CD  ' 
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à  cause  de  (6)  on  conclut  la  relation  énoncée  par  Pascal  : 

FE.FG.Ay   _    DF.FK     AR.AX 

GE.AG.Cy    ""    CR.GX  •  AP.AK  " 
La  relation  (8)  qui  s'écrit,  en  changeant  Tordre  des  facteurs, 

AR.AX     FP.FK     CE. CD  ^ 
CR.CX  •  AP.AK  '  FE.FD  ""  '' 
est  précisément  le  théorème  de   Carnot  sur  les   relations 
entre  les  segments  déterminés  par  une  conique  sur  les  trois 
côtés  d*un  triangle. 

Ce  théorème  contient  comme  cas  particulier  la  relation 
cartésienne  qui  lie  les  différents  points  d'une  conique 
(fig.  9). 


Fig,  9. 

Supposons  que  le  point  A  s'éloigne  indéfiniment 

AR    _       AX   _ 

AP    ■"  '    AK   ""  '' 
PF.FK     CE. CD 


^"""^  CR.CX  '  FE.FD   -  '' 

alors  PK  et  RX  sont  parallèles.  Prenons  pour  ED  le  diamètre 
qui  divise  les  cordes  PK,  RX  en  deux  parties  égales,  alors 
PF  =  FK,  CR  =  CX;  la  relation  se  réduit  à 

PF»      CE .  CD 


ou 


CR«  •  FE.FD 
PF«  CR* 


FE.FD  CE. CD 

qui  exprime  que  le  carré  d'une  demi-corde  est  au  produit 
des  deux  segments  du  diamètre  correspondant  dans  un 
rapport  constant,  le  diamètre  restant  fixe. 
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Si  le  point  D  s'éloigne  indéfiniment,  le  rapport 


FD 
CD 


tend 


Ters  l'unité;  donc  dans  une  parabole  on  a  pour  un  diamètre 

PF*  RG* 

quelconque  ^    „„■  ■  =  const. 


EF 


EC 


(A  mivre.) 


QUESTION  162. 

ftolmtioB,  par  M.  Jollt,  élève  du  Collège  de  Yassy. 


Étant  donnés  deax  points  P  et  P'  à  V intérieur  d'un  cercle^  sur 
un  même  diamètre  et  à  égale  distance  du  centre,  on  propose  de  mener 
deux  parallèles  PQ;  P'Q'  terminées  à  la  circonférence  et  telles 
que  le  trapèze  PQP'Q'  soit  mxiximum. 

Les  angles  en  Q  et  Q'  étant  droits,  la  surface  PQP'Q'  a 
pour  expression 


OU 


S  = 


2 

B+6 


en  posant  PQ  =  B,  P'Q'  =  6, 

QQ'  =  h.  Par  0  menons  OH 

parallèle  à  PQ.  On  a  OH  =  a? 

B+6 


2 


Dès  lors  {\)  S  =  x.h\  expression  dont  il  s'agit  de  trouver 
le  maximum.  Joignons  OQ;  on  a  dans  le  triangle  rectangle 

0QH,x.  =  R.-^=i51^ 


4  4 

Elevons  (1)  au  carré,   remplaçant  a?'  par  sa  valeur  on  a, 

toutes  rédactions  faites, 

A*  —  4R«ft«  -f  4S'  =  G, 

h  =  ±  y/aR»  ±L  v^4R*— 48*; 


d'oîi 

pour  que  h  soit  réel,  il  faut  que 

4R*  —  4S» 
d'ob  S  :<  R«. 


o, 
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Le  minimum  de  S  a  donc  lieu  pour  S  =  R*. 

Dès  lors  h  =  R\^; 

h  est  donc  la  diagonale  d'un  carré  qui  a  R  pour  côté. 

Si  PF  >  A,  il  y  aura  un  second  trapèze   symétrique  du 
premier  par  rapport  à  MN. 

Si  PF  =  A,  PQ  et  FQ'  sont  perpendiculaires  à  MN;  il  y  a 
encore  deux  solutions. 

Enfin  si  PP'  <  h,  il  n'y  a  plus  de  solution  et  le  problème 
est  impossible. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  môme  question  :  MM.  Gelinet,  d'Orléans  ;  Elle,  Collège 
Stanislas;  Gombebiac^  à  Montauban;  Objois,  à  Moulins;  Detraz,  à  Bourg; 
Hugot,  à  Lyon;  Pecquery,  au  Havre;  Vermond,  Schlesser,  Corbeau,  à  Saint- 
Quentin;  Lannes,  k  Tarbe^;  Dupuy,  à  Grenoble;  Montéron,  à  Pau. 


QUESTION  166. 

ftolntlon  par  M.  Hdgot.  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


On  donne  une  ellipse  dans  laquelle  la  longueur  du  petit  axe 
est  moyenne  proportionnelle  entre  celle  du  grand  axe  et  la  dis- 
tance focale. 

Le  centre  du  cercle  inscrit  au  tnangle  formé  par  les  deux 
foyers  et  un  point  quelconque  de  l'ellipse  partage  la  normale  en 
ce  point  en  moyenne  et  extrême  raison,  (Launoy.) 

Soient  F,  F'  les  foyers  de  l'ellipse  donnée;  M  un  point  de 

la  courbe,  MP  la  normale  en  ce 
point,  I  le  centre  du  cercle  ins- 
crit au  triangle  MFF'.  Dans  le 
triangle  PFM,  on  a 

PF  IP 


et  dans  PF'M, 
donc 


d'oîi 


IP 

FM          IM 
PF 

IM 

~   FM  ' 

IP 

_    PF-fPF'           c 

IM 

MF-j-MF'    ~    a 

IM 

IM              a 

IP  +  IM  MP  o  +  c  ' 
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or  6*  =  oc  ou      (a  +  c)  (a  —  c)  =  ac, 

d-oli  °       =   <*  — '^   =  ±. 

o-f-  c  c  o  ' 

donc  IP  ÏM 


IM    ""   MP 
et  par  suite  ÎM*  =  IP  MP 

et  la  droite  MP  est  partagée  en  I  en  moyenne  et  extrême 


raison. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Longueville,  de  CharleviUe; 
Corbeau,  Vermand,  Schlessef ,  de  Saint-Quentin  ;  Deslais,  au  Mans. 


QUESTION  167. 

ffolntloB  par  M.  Deslais^  élève  du  Lycée  du  Mans. 


Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté,  un  angle  adja- 
cent  et  le  rapport  de  la  surface  de  ce  triangle  à  celle  du  triangle 
formé  par  les  deux  bissectrices  de  V angle  donné  et  le  côU  opposé. 
Examiner  le  cas  où  ce  rapport  est  égal  à  2.  (Launoy.) 

Soit  ABC  le  triangle  demandé;  AB  =  a?,  GB  =  y,  AG  =  a. 
Soient  /  et  l' les  bissectrices  AE,  AE'  de  l'angle  donné  BAG: 


on  a  i  =z= 


r+T  ^^P^(p-y) 


i'  = 


2 


a  —  X 

II'  2 


\1  ax{p  —  a)  (p  —  X) 


par  suite  — .  =  ^^_^^   \/ P  ip -a)  (p -x)  (p-y)  ' 

Désignons  par  —  le  rapport  de  la  surface   du  triangle 

cherché  à  celle  du  triangle  formé  par  les  bissectrices;  on  aura, 

après  réductions,         — — =  — 

2ax  n 

ou  nx^  -j-  2amx  —  a'n  =  o , 

—  amdta  v^  m'  +  w* 


d'oîi  X  = 


n 
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Si  Ton  désigne  par  h  l'hypoténuse  du  triangle  rectangle 
(]  oui  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  m  et  n,  on  a 

—  am±ah 

n 

X  est  éyidemment  positif;  donc  on  doit  avoir  ah  >  am. 

La  valeur  de  x  sera  donc 

a  {h  —  m) 


0?  = 


n 


dette  expression  se  construit  facilement;  c'est  une  qua— 
liioiiie  proportionnelle  à  A  —  m,  a  et  n. 

Connaissant  dès  lors  les  deux  côtés  AB  et  AC  et  l'angle 
qu'ils  forment,  le  triangle  est  déterminé. 

m 


(lonsidérons  maintenant' le  cas  6h 


n 


=  2. 


Dans  ce  cas  x=^a  /T"—  2a  ou  a  (v/T"—  i)  —  a. 
Il  est  facile  d'obtenir  cette  droite. 

Eu  cHet,  soit  AG  le  côté  donné.  En  A  menons  AB  faisant 

avec  âG  un  angle  égal  à 
l'angle  donné.  Puis  pro- 
longeons AG  d'une  lon- 
gueur AD  =  AG. 

En  G  menons  GO  perpen- 
diculaire sur  AG  et  égale 
à  a.  Décrivons  du  point  O 
comme  centre  avec  GO 
pour  rayon  une  circonfé- 
rence et  joignons  DO.  Cette 
droite  coupe  la  circonfé- 
rence on  E'^.  Décrivons  avec  DE"  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
AG  eu  B'.  AB'  est  la  longueur  cherchée.  Il  ne  reste  plus  qu'à 
la  porter  sur  AB  et  le  triangle  est  déterminé. 

Nota.  —  M.  Longueville,  du  Collège  de  Charlevillc,  a  résolu  la  même  question. 
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QUESTION  210. 

ikilmtioM  par  H.  Lbstoquot,  du  Lycée  de  Saint-Quentin. 


1a  valeur  de  la  série 


+  t: — i — r:?::^ — ; — rr  +  ••• 


»!  +  I  (ûi  +   i)(a.  +  i) 

est  un  si  le  produit 

(ai  +  I)  (a,-f  i)  ...  (an  +  i) 
est  infini;  ce  qui  a  lieu  si  la  série  à  termes  positifs 

ai  ~r  a,  -(-  83  -{-  ... 
est  divergente. 

La  série  précédente  est  convergente  si  le  produit  tend  vers  une 

limite  déterminée;  elle  est  divergente  si  le  produit  est  nul  ou 

indéterminé.  (Laurent.) 

Considérons  les  n  premiers  termes  de  la  série  et  cherchons 
à  en  faire  la  somme 

^n  =  —^^h— +-7—7-^7—7— r+  "      "^ 


fli  +1  (ûi  +   i)(a,  +    0         («i+i).--(^+0 

Remarquons  que  Ton  a  : 

a^  I 


«1  +  1  fli  +  I 

a,  I  I 


(fli  +  0'>i  +0         «1  +  I        («1  +  i)(«.  +  0 

(ûi  +  0(^1  +  iX^s  +  0 

I  I 


(ai  +  i)(a,  +  I)            (a»  +  i)(^',+  i)(«3  +  i) 
•     ••» 

On 

(«1  +    i)...(an-i  +   l)(an  +   l) 
I  I 


(ai  +  i)...(an-<  +  1)  (ai  +  i)...(an+  i) 

Ajoutons  membre  à  membre,  il  vient 

I 


S„=  I  — 


(ai  +  i)...(a„+  i) 
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Si  Ton  fait  croître  n  indéfiniment  et  que  le  produit 

(2)  (a,  +  i)...(an+  I) 

tende  vers  l'infini,  le  second  terme  de  Sn  tendra  vers  0  et 
on  aura  Lim.  Sn  =  i. 

Soit  maintenant  la  série  à  termes  positifs 

(3)  Oi  +  «i  +  •  •  • 

Supposer  celte  série  divergente,  c'est  dire  que  la  somme 
des  p  premiers  termes  croit  indéfiniment  quand  p  tend  vers 
l'infini  ;  or  le  produit  des  p  premiers  termes  du  produit  se 
compose  de  la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  série  (3) 
plus  d'autres  termes  positifs  ;  donc  si  la  série  (3)  est  diver- 
gente, il  en  est  de  même  du  produit. 

Soit  Pn  =  (fli  +  i)  . . .  (an  +  i), 

on  a  alors  S»  =  i ^— . 

Si  Pn  tend  vers  une  limite  P,  on  "a 

Lim.  Sn  =  I p-, 

donc  cette  limite  existe,  c'es^-à-dire  que  la  série  (1)  est  con- 
vergente. 

Si  Pn  tend  vers  o,  Sn  tend  vers  —  oo  ;  donc  la  série  (1) 
est  divergente.  ' 

Si  Pn  est  indéterminé,  Sn  est  indéterminée,  et  par  suite 
n'a  pas  de  limite;  donc  la  série  (1)  est  divergente. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  P.  Fabry,  élève  de  mathématiques 
spécia'ssau  Collège  Ghaptal  (classe  de  M.  Hauser);  L.  Legay,  élève  du  Lycée 
Saint-Louis  ;  G.  Papelier,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Reims. 


QUESTION  211. 

Hkilotlon  par  M.  Goignard,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


Je  me  permettrai  de  faire  remarquer  que  l'énoncé  de  la 
question  n'est  pas  complètement  exact  si  K  est  quelconque  : 
il  y  a  lieu  de  le  modifier  de  la  manière  suivante  : 

Léquaiion  Kx™  -j 1 1-  .  ^ .  -| 
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+  ...-] =o  a  une  seule  racine  réelle  four  m  impair. 

Si  m  est  pair,  elle  a  deux  racines  réelles  au  plus. 

Trouver  la  condition  pour  que  ces  deux  racines  existent. 

Posons  x  =  — . 

y 

L'équation   K  + -^+ -^  +  . . .  + -^  =  o  (1) 

admet  évidemment  le  même  nombre  de  solutions  réelles  que 
l'équation  proposée,  c'est  donc  cette  équation  plus  commode 
que  nous  allons  étudier. 

Egalons  à  o  la  dérivée  du  premier]membre  de  (1). 

(2)  I    +   y  +  y«   +    .  .  .   +  ym  -  1  =  o 

1®  m  est  pair.  —  (2)  n'a  qu'une  racine  réelle,  —  i ,  car, 

(i  +  y  +  !/*  +  .  •  •  +  2r  -  ^)  (y  —  i)  =  y"*  —  I. 

Or  quand  m  est  pair,  y^  —  i  =  o  admet  les  racines  -f-  i 
et  —  I,  mais  en  multipliant  par  y  —  i  on  a  introduit  la 
solution  j/  =  -}-  I  >  donc  (2)  n'admet  que  y  =  —  i . 

Les  résultats  des  substitutions  de  —  oo ,  —  i  ,+oo  dans  (1) 
sont: — 00  — I  4*^ 

-{.R_x+J L4-...  +  -L4. 

'  '2         3  'ni    * 

Suivant  que  le  résultat  de  la  substitution  de  —  i   sera 

positif  ou  négatif,  l'équation  (1)  et  par  conséquent  l'équation 

proposée  admettra   o  ou  deux  racines   réelles  ;   si  E  —  i 

H — f-  . . .  H =  o,  —  I  est  racine  de  la  dé- 

'2  3  '      w 

rivée  et  appartient  comme  racine  double  à  l'équation  proposée. 
2®  Si  m  est  impair,  on  voit  que  —  00  et  -|-  00  donnent  des 
résultats  de  substitution  de  signes  contraires,  l'équation  a 
donc  toujours  au  moins  une  racine  réelle  ;  du  reste,  elle  n'en 
a  qu'une,  car  l'équation  dérivée  (2)  n'admet  pas  de  racines 
réelles. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  G.  Papelier,  élève  de  mathéma- 
tiques spéciales  auL^cée  de  Reim^;  Maurice,  élève  de  spéciales  au  Lycée  Saint- 
Louis  (classe  de  M.  Lucas]  ;  L.  Legay,  élève  de  spéciales  au  Lycée  Saint-Louis; 
P.  Fabry,  élève  de  spéciales  au  Collège  Chaptal  [classe  de  M.  Hauser). 


—  190  — 


QUESTION  214. 

Solntionj  par  M.  Maurice  d'OcAGNS,  élève  au  Lycée  Fontanes. 


Faire  voir  à  Vaide  de  la  seule  théorie  des  logarithmes  que  si 
Von  trace  les  courbes  représentées  par  les  équations  y  =  a*  et 
y  =  b» ,  Vune  d'elles  deviendra  la  projection  de  Vautre  si  on 
fait  tourner  son  plan  d'un  angle  convenable  autour  de  Vaxe  des 
y.  Exprimer  cet  angle  en  fonction  du  module  relatif  des  deux  sys- 
tèmes de  logarithmes  correspondants.  (Picquet.) 

Ces  deux  courbes  se  coupent  en  un  même  point  de  Taxe 
des  y;  de  plus,  si  on  les  coupe  par  une  parallèle  à  l'axe 
des  X,  à  une  distance  h  de  cet  axe,  qui  les  rencontre  aux 
points  Â  et  B  et  qui  coupe  Taxe  des  y  au  point  P,  on  a 

AP  loga  h         .        , 

-bt  =  i^inr  =  ^'s*  *• 

Supposons,  pour  fixer  les  idées  a  >  b;  alors  loga  6  <  i, 
et  si  on  fait  tourner  le  plan  de  la  courbe  (b)  de  l'angle  (o 
tel  que  cos  w  =  loga  b,  la  courbe  (a)  sera  la  projection 
orthogonale  de  (b)  dans  sa  nouvelle  position. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


Mathématiqnes  élémentaires. 

238.  —  Construire  un  triangle  connaissant  un  angle,  le 
cercle  circonscrit  et  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

239.  —  Résoudre  un  quadrilatère  inscriptible  connaissant 
les  diagonales  et  les  côtés  opposés. 

.  240.  —  On  donne  lès  côtés  égaux  c,  et  Tune  des  bases  a 
d'un  trapèze  isoscèle  ;  que  doit  être  la  seconde  base  pour  que 
le  volume  engendré  par  la  révolution  de  la  figure  autour  de 
la  première  base  soit  maximum? 


I 
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241.  —  Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  taiigeules 
menées  de  ce  point  à  deux  cercles  fixes  soient  dans  uu 
rapport  donné. 

242.  —  On  donne  un  triangle  ABC  ;  une  droite  BL  pivoto 
autour  du  sommet  B.  On  abaisse  des  perpendiculaires  AE, 
CD  des  deux  autres  sommets  sur  cette  droite;  on  joMit  lo 
points  au  milieu  K  de  AB,  et  le  point  D  au  milieu  I  de  IC. 
Trouver  le  lieu  du  point  M  de  rencontre  des  deux  droites 
KE  et  DI. 

Mathématiques   spéciales. 

243.  —  On  donne  une  parabole  i/'  =  2px,  rapportée  aux 
axes  ordinaires;  autour  de  Torigine  on  fait  tourner  deux 
droites  rectangulaires,  rencontrant  la  parabole  aux  points 
A  et  B,  et  Ton  construit  une  hyperbole  U  ayant  pour  asym- 
ptotes OA  et  OB,  et  passant  par  un  point  fixe  K  situé  sar  la 
bissectrice  des  axes.  Trouver;  l^le  lieu  du  pôle  do  AB  par 
rapport  à  H;  2**  le  lieu  S  des  points  de  rencontre  de  AB  avec 
H.  On  cherchera  les  points  de  2  qui  se  trouyent  sur  les 
droites  ac  =  2p  et  y  =  a?.  On  discutera  les  différentes 
formes  de  la  courbe  suivant  la  position  du  point  K  sur  la 
droite  y  =  x.  (de  Longchamps.) 

244.  —  Étant  donnée  une  conique  qui  passe  à  l'origine 
des  axes,  supposés  rectangulaires,  on  considère  les  cordes  de 
cette  conique  qui  sont  vues  de  l'origine  sous  un  angle  droit; 
par  les  extrémités  de  chacune  de  ces  cordes  et  par  l'origine 
on  fait  passer  un  cercle  ;  on  demande  le  lieu  des  centres  de 
tous  ces  cercles. 

245.  —  Étant  données  deux  courbes  S  et  S  par  leurs  équa- 
tions dans  un  même  système  de  coordonnées  polaires,  on 
suppose  que  l'on  sache  construire  les  tangentes  à  ces  courbes 
en  deux  points  M  et  M|  situés  sur  un  même  rayon  vecteur  ; 
on  demande  d'en  déduire  la  tangente  au  point  M^  situé  sur 
le  môme  rayon  vecteur  dans  la  courbe  S^  qui  est  le  lieu  des 
milieux  des  distances  telles  que  MM^  dans  les  deux  courbes 
proposées. 
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246.  —  Étant  données  deux  coniques  G  =  o  et  G'  =  o, 
trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  leurs  polaires  par 
rapport  à  ces  deux  coniques  se  coupent  sur  une  troisième 
courbe  donnée  f{Xf  y)  =  o.  Etudier  la  question  en  particu- 
lier: 1**  quand  f{Xy  y)  =  o  est  une  droite  ;  2®  quand  f{x,  y)  =  o 
est  un  cercle. 

247.  —  ÉLant  donnée  l'équation 

(X  —  a)*  +  (y  —  P)*  =  ^*(^  <50S  X  +  y  sin  X  —  p)*, 
on  demande  de  calculer  en  fonction  des  coefficients  de  celte 
équation  :  1®  les  carrés  des  demi-axes  de  la  courbe  qu'elle 
représente,  en  distinguant  dans  les  formules  le  grand  axe 
et  le  petit  axe  lorsqu'il  s'agit  d'une  ellipse;  2®  les  carrés 
o*  et  —  6*  du  demi-axe  transverse  et  du  demi-axe  imagi- 
naire lorsqu'il  s'agit  d'une  hyperbole.  —  En  conclure  le 
lieu  des  sommets  des  ellipses  qui  ont  un  foyer,  un  point 
et  la  longueur  du  petit  axe  communs,  en  distinguant  les 
sommets  des  grands  axes  de  ceux  des  petits  axes,  et 
résoudre  le  même  problème  dans  le  cas  de  l'hyperbole. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 


MPRIimUt  CIHTftiLE  DU  CHBHINS  DE  FER.  —  A.   CHAH  KT  C^ 
RUE  BIRCkns,  80,  A  PARIS.  —  8924  0. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

ET  D£   LEURS  PROPRIÉTÉS 

Par  H.  Eiamnoy^  maître  répétiteur  aa  Lycée  Louis-le-Orand. 

[Suite,  voir  p.  145  et  suir.) 


3^  Normales  rectangulaires. 

XXIX.  Théorème.  —  2a  et  2%  étant  les  angles  des  rayons 

vecteurs  de  deux  points  dont  les  normales  sont  rectangulaires, 

a«  4-  b» 

an  a  cos^  a  +  cos^  a  = ■- . 

a' 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  se  reporter  au  Ihéorème  XV; 
on  y  trouvera  pour  les  distances  OQ  et  OQ'  du  centre  à 
deux  tangentes  rectangulaires  les  expressions  équivalentes 

l/          c*  cos«  B 
pourOQ  a  cos  a  =  o  1^  1 — '-^; 

1/          c*  sin*  p 
pour  OQ  a  cos  a  =  a  ^  I — ^, 

et  en  additionnant  membre  à  membre,  après  avoir  élevé  au 
carré,  il  vient    a*  (cos*  a  +  cos*  a)  =  o*  +  ^*; 
d'où  l'expression  de  l'énoncé. 
On  peut  en  déduire  facilement 

sin*  a  +  sin*  a  =  — —, 
'  a» 


XXX.  Théorème.  —  NN'  étant  les  longu4surs  des  normales 
limitées  aa  grand  axe,  R  et  R'  celles  des  rayons  des  cercles 
osculateurs  en  deux  points  dont  les  normales  sont  rectangulaires^ 


on  a    '^       1 


o 


I 

-  +  • 

I 

a«  4-  b» 

I 

I 

b*       ' 
a»  +  b» 

1 

R    3 

4     • 

(ab)3 
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1*  On  a  obtenu  (XX)  la  relation 


a  cos  a 

d'oîl  cos   a  =    -:rr-  . 

On  aurait  de  môme  pour  un  point  défini  par  Tanglc  2a' 

cosa=^ 
et  par  substitution  dans  la  relation  du  théorème  précédent, 

'^  ^*'"*       ^\w+ wj-  — ^r-  ' 

dou  _  +  — ^^       . 

2^  De  rcxprcssion  obtenue  (XXVII) 

a  cos'  a 

on  lire  cos  a  =:  ( — —j  3  ; 

/   b*  \_L 
de  môme  cos  a  =  ( — ^J  3  . 

et  par  une  subsUlulion  analogue  à  la  précédente,  on  a 

\  aR  y  '  ^  \  aR'  ;  ^  a* 

et  en  divisant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  ( — J"^ 

on  arrive  à  la  relation  cherchée 

1,1  a*  +  i' 

R  3        R  3  (ab)  i 


3 


XXXI.  Théorème.  —  La  somme  des  carrés  des  invei'ses  des 
diamètres  conjugués  de  ceux  de  deux  points  dont  les  normales 
sont  rectangulaires^  est  constante, 

b'  élaut  le  dcmi-diamctrc  conjugue  de  celui  du  point  dé- 
fini par  Tangle    2a,  on  sait  (VII,  remarque)  que 

U 


cos  a  =  -77-; 
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b\  étant  celui  qui  correspond  à  l'angle  2x\  on  a  également 

b 

COS  a   =  -77-, 

d'oïl  l'on  déduit,  en  vertu  de  la  relation 

COS*  a  +  COS*  a  = ■ , 


j__       _i a«  +  6« 


6»     '      6V  a«6« 

II 

HYPSUBOLB 

1®  Propriétés  des  tangentes. 

XXXII.  —  Dans  Thypcrbolo  un  seul  axe  rencontre  îa 
courbe,  et  sa  longueur  a  est  définie  par  la  relation 

MF  —  MF  =  — : r  =  2  /. 

n*  —  ?/*• 

Pour  définir  complètement  la  courbe,  on  pose 

n"  —  w* 
et  ici  6*  a  un  signe  contraire  à  celui  de  b*  qui  a  défini  la 
longueur  du  petit  axe  de  Tellipsc.  Si  dans  Thyperbole  on 
porte  sur  Taxe  qui  ne  coupe  pas  la  courbe,  et  que  pour  cela 
on  appelle  axe  non  transverse,  une  longueur  égale  à  b  défini 
comme  on  vient  de  le  faire  et  de  part  et  d'autre  du  centre, 
les  deux  points  quo  Ton  obtiendra  seront  considérés  comme 
les  extrémités  de  l'axe  non  transverse  de  l'hyperbole. 
Gela  étant,  on  déduit,  comme  on  Ta  fait  pour  l'ellipse^ . 

OF  =  V  o«  +  6«  =  c,        JL  =  ^, 

Si  l'on  désigne  par  2a  Tangle  des  rayons  vecteurs  d'un 
point  M  (fig.  4i)y  on  voit,  d'après  la  figure,  que  l'angle  FPI) 
est  précisément  égal  à  a,  et  que  par  suite 

MH  =  PD  =  — cotg  a: 

c 

car  FD  =  rf  =  — . 
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Par  un  calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  fail  pour  l'ellipse, 

on  trouverait  MF  x  MF'  =  — r-; — 

sm*  a 


Fig.  44. 


Il  est  alors  facile  de  voir  que  toutes  les  relu  lions  clablics 
pour Tellipse  s'appliqueront  à  ThyperLole  après  qu'on  y  aura 

changé  6*  en  —  6*  et  a  en a.  On  va  les  passer  rapi- 

dément  en  revue  et  montrer  comment  cci  laines  d'entre  elles 
doivent  s'interpréter. 

Les  propriétés  qui  forment  les  théorèmes  VI,  VII,  VIII,  X 
appartiennent  à  l'hyperbole;  toutefois,  dans  l'énoncé  du 
premier  théorème  d'Apollonius,  on  devra  remplacer  le  mol 
«  somme  »  par  «  différence  ».  Le  théorème  IX  n'existe  pas 
pour  l'hyperbole. 

La  relation  qui  donne  le  théorème  XI  devient 

OT^— c«  =  —      ^' 


que  Ton  écrit 


c«  _  or  =  - 


sin>p 
6« 


sur 


6 


et  qui  se  traduit  ainsi  :  Le  cercle  décrit  du  centre  avec  OT  pour 
rayon  est  tangent  à  la  parallèle  à  la  tangente  MT  menée  par 
un  foyer,  au  point  où  cette  parallèle  est  coupée  par  la  paral- 
lèle à  Vaxe  transverse  menée  par  Vune  des  extrémités  de  Vaxe 
non  transverse. 

Le  théorème  XII  s'applique  à  l'hyperbole;  le  suivant  con- 
duit h  la  relation    a*  tg»  6  —  ÔT^  =  b* 
et  peut  s'exprimer:  La  puissance  du  point  T\  par  rapport  au 
cercle  de  centre  0  et  de  rayon  OT'  est  comtante  et  égale  à  b*. 
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Le  cercle  du  théorëme  XIII  existe  ;  maïs  son  rayon  est 
y/  a*  —  6*  ;  le  théorëme  XIV  donne  évidemment  lieu  à  un 
minimum  nul  qui  a  lieu  lorsque  la  tangente  passe  par  le 
centre,  et  le  théorème  XV  exprimé  par  la  relation 


cos*  6  sin*  6 

s'énonce  ainsi:  Le  carré  construit  sur  une  tangente  est  équivalent 
à  la  différence  des  carrés  construits  sur  les  parallèles  à  cette 
tangente  menées  par  les  extrémités  des  axes  y  ces  trois  droites 
étant  limitées  aux  axes, 

2®  Propriétés  de  la  normale. 
XXXIII.  —  La  longueur  de  la  normale  a  pour  expression 

a  sm  a 
déduite  de  celle  de  Tellipse  en  changeant  a  en a. 

On  peut  l'obtenir  également,  en  vertu  delà  relation  (XVIII, 
remarque)  j;  --    ^*^  ®^^  "^ 

dans  laquelle  (XXXII) 

6c=MFxMF  = 


sin*  a  ' 
6  -c  =  MF— MF  =  2a; 

d'oh  N  = : . 

a  sin  a 

Comme  pour  Tellipse,   la  projection  de  N  sur  les  rayons 

vecteurs  est  — . 

a 

Toutes  les  propriétés  de  la  normale   à  l'ellipse   appar- 
tiennent à  rhyperbole. 
Le  théorème  XXVI  sera  exprimé  par  la  relation 

déduite  de  celle  qui  est  relative  à  l'ellipse  en  changeant  a 
en  — *  —  a,  abstraction  faite  des  signes  de  6*. 
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Les  diverses  expressions  du  rayon  du  cercle  osculateur  en 

un  point  do  l'hyperbole  seront 

6«        _       N       _    6'^ 

a  sin*  a  sin'  a  ab  ' 

N 
La  seconde  seule       R  =  — r-r — 

sin*  a 

donne  une  construclion  simple  de  R  par  le  moyen  employé 
pour  Tellipse  (XXVII). 

De  la  première  R  = r-^ — 

*  a  sm'»  a 

se  déduit,  pareillement  à  ce  qui  a  été  fait  pour  Tellipse,  la 

relation  -^rr: =rTr  =  "^ô"^ 5 

FM  FM  R sm  a 

mais  cette  relation  ne  conduit  pas  ù  la  construction  simple 
qui  a  été  donnée  pour  le  cas  de  rdlipse. 

3®  Not'males  rectangulaires. 

Pour  rhypcrbolc,  la  relation  fondamentale  est 

fl*  —  6» 

sin*  a  +  sin*  a  == . 

'  a* 

Elle  conduit  à  des  relations  identiques  à  celles  que  l'on  a 
trouvées  pour  l'ellipse. 

III 

ELLIPSE   ET  HYPERBOLE  II0M0F0a\LES 

La  propriété  fondamentale  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole 
homofocales  consiste  en  ce  que,  aux  points  communs  à  ces 
deux  courbes,  la  tangente  à  Tune  et  la  normale  à  l'autre 
sont  confondues. 

XXXIV.  Théorème.  —  En  un  point  quelconque  du  plan 
passent  une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales. 

Soient  M  (fig,  45)  ce  point,  F  et  F'  deux  points  quelconques 
choisis  pour  foyers  d'une  ellipse  qui  passe  par  le  point  M; 
ces  trois  points  suffisent  pour  déterminer  complètement 
l'ellipse. 

MH  étant  perpendiculaire  à  FF'  on  a  vu  (V)  que 

MH  =  —  tg  a. 
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Si  Ton  considère  une  hyperbole  ayant  les  foyers  F  etP'et 
passant  par  le  point  M,  on 
devra  avoir  (XXXII)  en  dési- 
gnant par  bi  la  longueur  de 

Taxe  non  transverse 

b  * 

MH  =  —^  cotff  a; 

c 

ces  deux  valeurs  de  MH  de- 
vant être  les  mômes,  il  faudra 

que  Ton  ait  tg«  a  =-^.  ^'^' '^' 

Le  point  M  étant  choisi  ainsi  que  les  foyers  F  et  F'  on 
pourra  toujours  trouver  deux  valeurs '6  et  ft^  satisfaisant  à 
la  relation  précédente;  ces  deux  valeurs  et  la  distance 
FF  =  2C  déterminent  complètement  Tellipsc  et  Thyperbole. 

Corollaire.  —  Si  Von  considère  toutes  les  ellipses  et  les 
hyperboles  ayant  pour  foyers  deux  points  fixes  et  telles  que  le 

rapport  -rr^  soit  constant  pour  ces    courbes  considérées   deux 

àc/euar,  le  lieu  de  leurs  points  communs  se  compose  de  deux  cercles 
passant  par  les  foyers. 

En  efTet,  de  la  relation  qu'on  vient  d'établir,  il  résulte 
que  dans  cette  hypothèse  tg*  a  ou  tg  a  est  constant  et  par 
suite  l'angle  2a;  donc  les  points  communs  se  trouveront  sur 
deux  segments  capables  de  l'angle  2a  décrits  sur  FF'  l'un 
au-dessus,  l'autre  au-dessous  do  cette  droite. 

XXXV.  Théorème.  —  On  considère  toutes  les  ellipses  et  les 
hyperboles  qui  ont  pour  foyers  communs  deux  points  donnés  et 
pour  lesquelles  la  différence  a*  —  a^*  de  leurs  axes  focaux  est 
constante;  le  lieu  de  burs  points  communs  est  une  lemniscatc. 

Soient  p  et  p'  les  rayons  vecteurs  d'un  point  commun  à 
deux  des  courbes  considérées;  on  sait  (XXXII)  que 

^''    ""    sin>a' 
6i  désignant  la  moitié  delà  longueur  de  l'axe  non  transverse 
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de  rhyperbole,  et  si  b  est  le  demi-petit  axe  de  Tellipse  qui 
passe  au  point  défini  par  les  vecteurs  p  et  p,  on  a  fXXXJY) 


tg  a  = 


d'oîi  l'on  tire 


b    ' 

sin  a  ces  a 


bi  b  v^6«  +  6^t 


et  par  suite  sin"  a  =     , .    ,    , — , 

substituant  cette  valeur  de  sin^  a  dans  la  valeur  du  produit 
pp ,  on  a  pp  =  6«  +  fcj». 

Les  deux  courbes  considérées  étant  homofocalcs,  on  a 

a*  —  6*  =  a^*  +  b^\ 
d'oîi  a»  —  Oi*  =  6«  +  6i% 

et  partant  pp'  =0*  —  Oi*. 

D'après  l'énoncé,  le  produit  pp  est  constant,  et  comme  la 
lemniscate  est  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  leurs 
distances  à  deux  points  fixes  est  constant,  le  lieu  cherché  est 
donc  une  lemniscate. 

XXXVI.  Théorème. —  Un  cercle  passant  par  les  deux  foyers 
d'une  ellipse  ri^ncontre  cette  ellipse  en  quatre  points  symétriques^ 
deux  à  deux  par  rapport  au  petit  axe;  on  considère  les  deux 
hyperboles  homofocales  de  V ellipse  et  passant,  Vune  par  deux  des 
points  tinter section^et  l'autrepar  les  deux  au  très, les  deux  derniers 
n'étant  pas  les  symétriques  des  deux  premiers;  soient  B^  et  B^ 
les  extrémités  des  axes  non  transverses  de  ces  hyperboles ,  silures 
du  même  côté  du  centre;  la  puissance  de  ce  centre  par  rapport 
au  cercle  décrit  sur  BjB,  comme  diamètre  est  constante,  quel  que 
soit  le  rayon  du  cercle  d* intersection. 

Soient  M  et  M' deux  points  d'intersection  non  symétriques, 
20  et  2d  les  angles    de  leurs    rayons    vcctcurS;   on    sait 

(XXXIII)  que     tg  a  =  4-       tg   a   =    ^  * 


b        ^  6    ' 

6,  bi,  b\  ayant  les  significations  connues. 
Or   les   angles   2a    et    2a'    sont   supplémentaires,   donc 


,  'K 
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par  suite  ig  a  =  cotg  a  ; 

,,  ^                                   b'         b 
d  ou  =  —  : 

b         b," 

et  6«  =  6,  6',, 

relation  qui  exprime  le  ihéorcme  énoncé. 

{A  suivre.) 


FORMULES  TRIGONOMETRIQUES 

RELATIVES   AUX   ELEMENTS    d'uN    TRIANGLE    REGTILIGNE 


Il  est  souvent  utile,  de  connaître  des  relations  entre  certains 
élémentsd'un  triangle rectiligne,  ou  bien  encore,  à  l'iuspection 
d'une  formule  donnée,  de  pouvoir  énoncer  à  p/'imles  particu- 
larités que  présente  ce  triangle.  Déjà,  dans  son  ouvrage  inti- 
tulé :  Questions  de  trigo7iométne,M,  Desboves  a  établi  un  certain 
nombre  de  relations,  et  a  proposé  d'en  démontrer  quelques 
autres.  —  Un  second  ouvrage  du  même  auteur  a  de  plus 
présenté  les  solutions  de  ces  dernières.  —  Nous  allons  ici 
donner  des  formules  extraites  de  l'ouvrage  allemand  intitulé  : 
Recueil  de  problèmes  de  trigonométrie  et  stéréométrie,  par  Reidt, 
et  nous  indiquerons  rapidement  la  solution  de  ces  ques- 
lions.  Kous  nous  proposons  ensuite  de  faire  connaître,  en 
quelques  mots,  la  manière  de  résoudre  un  certain  nombre 
de  triangles,  d'après  des  données  élémentaires.  Nous  enga- 
gerons nos  lecteurs  à  faire  ce  que,  dans  son  recueil  d'énoncés, 
a  fait  l'auteurallemand  auquel  nous  empruntons  ces  exercices. 
Chaque  énoncé  de  triangle  est  suivi  de  données  numériques, 
ce  qui  permet  de  compléter  un  problème  d'algèbre  par  un 
calcul  numérique.  C'est,  à  notre  avis,  une  excellente  prépa- 
ration aux  examens. 

A.  M. 
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IIELÀTIONS  ENTRE  LES  ÉLÉMENTS  d'uN   TRIANGLE   RECTANGLE 

1.  Si  dans  un  triangle,  on  a  la  relation 

sin  A  -f-  5*'i  B 


sin  G  = 


cos  A  4"  C05  B 
k  triangle  est  rectangle  en  G. 

Gar  on  a 

sin  G  =  sin  (A  +  B)  =  sin  A  cos  B  -f-  sin  B  cos  A. 
En  remplaçant  dans  la  relation  donnée,  on  trouve,  toute 
réduction  faite,  en  mettant  (sin  A  +  sin  B)  en  facteurs  : 

tg  A  tg  B  =  I . 
Donc  les  angles  A  et  B  sont  complémentaires. 

2.  Si  Von  a  à  la  fois 

I  +  cotg  (45  —  B)  = --,    et    4S  =  c»' 

•        ^  ^^  ^         I  —  cotg  A  ^ 

te  triangle  est  rectarigle  et  isoscèle. 
Gar  si  Ton  exprime  tout  en  fonction  de  la  tangente  seule, 

on  a  I  +  Ig  (45  +  B)  =  -^^Y^• 

En  développant  tg  (45  -|-  B),  et  chassant  les  dénominateurs, 
on  trouve 

Ig  A  —  I  =  tg  A  —  tg  A  tg  B, 
ce  qui  donne    tg  A  tg  B  =  i , 
et  les  angles  sont  complémentaires  ; 
en  outre  c*  =  a*  -]-  6*,      4S  =  2ab  =  c' 

Donc  a*  -|-  ^'  =  206,  ou  a  —  6=0. 

3.  Un  triangle  est  rectangle  si  Von  a 

sin  A  —  cos  B  =  cos  G. 

Gar  en  remplaçant  cos  G  par  sa  valeur  —  cos  (  A  -[-  B),  et 
développant,  il  vient 

sin  A  (i  —  sin  B)  =  cos  B  (i  —  cos  A). 
Je  multiplie  par  (i  +  sin  B)  (i  -|-  cos  A),  ce  qui  est  per- 
mis, puisque  aucun  des  facteurs  n'est  nul;  je  remplace  les 
diiférences  de  carrés  par  leur  valeur,  et  je  trouve 

sin  A  (i  -J-  cos  A)  cos*  B  =  cos  B  (i  -f-  sin  B)  sin"  A 
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ou  enfin     (i  +  cos  A)  cos  B  =  (i  +  sin  B)  sin  A; 
en  développant  on  trouve 

cos  B  —  sin  A  =  cos  G  ; 
comparant  à  la  relation  primitive,  on  en  tire 

cos  G  =  G,  ou  G  =  90®. 

4.  Si  l'on  a  la  relation 

sin  A  +  cos  B    sin  A 

sin  B  -\-  cos  A.  cos  A  ' 

le  Iriangle  est  rectangle. 

Car,  en  développant,  on  trouve 
cos  A  cos  B  —  sin  A  sin  B  =  o 
ou  cos  (A  +  B)  =  o 

Donc  A  +  B  =  90^. 

5.  Quand  on  a  la  relation 

-—  =  sin  G  4-  cos-  G  cota  k, 

cos  B  '  -^ 

le  iriangle  est  rectangle. 

En  effet,  si  Ton  remplace  cos  B  par  —  cos  (A  -|-  Q»  ^^ 
trouve  après  réduction 

sin*  A  =  sin*  G  sin*  A  —  cos*  G  cos*  A 
=  I  —  cos*  A  —  cos*  G, 
ou  bien         sin*  A  +  cos*  ^.  =  i  —  cos*  G  =  sin*  G. 
Donc  sin*  G  =  i. 

6.  Si  l'on  a  sin  A  +  cos  A  =  sin  B  +  cos  B,  k  et  B  étant 
différents^  le  triangle  est  rectangle. 

En  effet  on  en  tire 

sin  A  —  sin  B  =  cos  B  —  cos  A 

.     A— B  A  +  B  .     A-B     .     A  +  B 

ou       2  sm cos  ■  =  2  sin sin . 

22  22 

.     A+B                A  +  B 
Donc  sm =  cos   , 


.       •                     A  +  B 
et  par  suite  — ; =45". 

••    r,.  „         ,        ,    .      ^i^^  A  cos  B     ,       .      ,      ^ 

7.  Si  Ion  a  la  relation  — : — =r  =  r->  fe  triangle  est  rec- 

sin  B  cos  A 

tangle  ou  isoscèle. 
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Car  on  tire  facilement 

2  sin  A  cos  A  =  2  sin  B  cos  B, 
ou  sin  2A  =  sin  2B, 

ce  qui  donne  2 A  =  2B,      ou  2A  +  2B  =  180". 

8.  Nous   signalerons  encore  les  formules  suivantes,  qui 
ont  lieu  lorsque  le  triangle  est  rectangle  : 

b  —  a 

(a)  séc  2A  —  tg  2A  =  -r-; • 

^  '  ®  b  -{-  a 

a 
Car  on  a,  puisque  tg  A  =—  : 

b  —  a    sin  (45  — A)  cos  A  —  sin  A 

6  +  a  ^  ^"^  cos  (45  —  A)         cos  A  +  sin  A 
cos"  A  -j-  sin'  A  —  2  sin  A  cos  A 

cos*  A  —  sin'  A 
I  sin  2A 

cos  2A  cos  2A  ' 

a 
[p)  coséc  A  +  cotg  A  = T-. 

En  effet,  on  a 

coséc  A  =  — ;  cotg  A  =  — . 

a  a 

Donc,  en  remplaçant,  et  chassant  les    dénominateurs,  il 

vient  c*  —  6*  =  a*, 

ce  qui  est  évident,  puisque  le  triangle  est  rectangle. 

/  \    •       A         2a6  .       .  •     A  A  a       b 

W  sin  2  A  =  — - —  ;  car  sm  2  A  =  2  sm  A  cos  A  =  2 .  —  .  — . 
"  c*  ce 

a* 
(8)  On  a  aussi  — ; —  =  séc  A  —  cos  A 

6c 

I  —  cos'  A  sin'  A 

car  on  a  sec  A  —  cos  A  •- 


cos  A  cos  A 

Or        sin'  A  =  — —  ;  cos  A  =  — . 

c'  c 

Donc,  en  remplaçant,  on  trouvera  bien  une  identité. 

Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  partout 
désigné  l'angle  droit  par  C,  et  par  suite,  Thypoténuse  parc, 
comme  le  fait  Reidt  dans  son  recueil  de  problèmes. 

(A  suivre.) 
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VARIATIONS  DES  FONCTIONS  BICARREES 

DÉDUITES    DE     CELLES    DES     FONCTIONS    DU    SECOND    DEGRÉ 
Par  H.  Fajoiiy  professeur  au  Lycée  de  Cahors. 


I.  —  Trinôme  carré  y  =  ax^  -\-  bx*  +  c- 
Détermination  des  maximum  et  minimum. 

En  posant  x*  =  %,  cette  fonction  devient 

y  =z  az*  -{-  bz  +  c. 

Si  X  croit  d'une  manière  continue  depuis  —  oo  jusqu'à 
-j-  00 ,  55  décroît  d'une  manière  continue  depuis  +  °o  jus- 
qu'à G  et  croit  ensuite  depuis  o  jusqu'à  -j-  oo ,  la  fonction  y 
est  continue  et  les  valeurs  qu'elle  prend  pendant  que  z  va  de 
-J-  ooà  o  se  reproduisent  dans  l'ordre  inverse  lorsque  z  croît 
de  o  à  -f-co .  Donc  lorsque  z  =  o,  y  passe  par  un  maximum 
ou  un  minimum  égal  à  c,  et  en  calculant  l'accroissement 
d't/  lorsque  z  croît  de  o  à  /i,  quantité  positive  aussi  pc'tite 
qu'on  voudra,  on  voit  facilement  que  c  est  minimum  ou 
maximum  selon  que  6  est  positif  ou  négatif. 

Pour  obtenir  les  autres  maximum  ou  minimum  dont  le 
trinôme  est  susceptible,  remarquons  que  si  z  parcourait 
l'échelle  complète  des  grandeurs  depuis  -|-  oo  jusqu'à  —  oo  , 
y   passerait  par    un    maximum    ou   un   minimum    égal    à 

c lorsque  z  serait  égal  à  —  — ^. 

40  ^  2a 

Donc  lorsque  z  ne  parcourra  que  l'échelle  des  grandeurs 

positives,    y   passera   par    ce    maximum   ou   minimum   si 

est  positif,  c'est-à-dire,  si  a  e^  b  ont  des  signes  cànr- 

ia 

traires. 

Mais  si  a  et  fe  ont  le  môme  signe, sera  négatif,  et 

2a 

%  ne  pouvant  passer  par  cette  valeur,  y  n'aura  d'autre  maxi- 
mum ou  minimum  que  c. 
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Lois  des  variations  du  trinôme  bicarré. 

Si  a  est  positif,  y  partant  de  +  oo  marche  vers  un  mini- 
mum ;  si  a  est  négatif,  y  partant  de  —  oo  passe  d*abord  par 
un  maximum.  On  peut  donc  établir  dans  tous  les  cas  la 
marche  des  yariations  du  trinôme. 

Soit,  par  exemple,  a  <  o,  6  >  o.  La  fonction  y  croit 

depuis  —  00  jusqu'à  c ,  décroît  ensuite  jusqu'à  c  pour 

/^a 

croître  de  nouyeau  jusqu'à  c et    décroître   jusqu'à 

aICt 

00. 

Soit  encore  a  >  o,  6  >  o.  La  fonction  décroît  depuis 
-f-  00  jusqu'à  c  et  croît  ensuite  jusqu'à  -f-  oo  • 

Si  la  variable  est  assujettie  à  rester  dans  certaines  limites, 
comme  un  sinus  par  exemple,  il  faut  examiner  si  la  valeur 
de  cette  variable,  correspondante  à  un  maximum  ou  mini- 
mum; est  ou  non  comprise  dans  les  limites  données,  et,  s'il 
y  a  lieu,  discuter  complètement.  La  recherche  du  minimum 
du  trinôme  a'  sin*  x  —  26*  sin*  oî  +  c*  offre  un  exemple  de 
ce  cas. 

IL  — Variations  de  la  fraction  bicarrée  y  =    ,       '   ,,  ,   — r. 

•^       a  a?*  +  bx^  +  c 

Détermination  des  maximum  et  minimum. 

En  posant  o;*  =  z,  cette  fonction  devient  : 

_   flJ3'  -f  &g  -f  c 

y—  az^+b'z+c  ^^ 

Elle  est  continue,  et  l'on  voit  immédiatement,  comme 
pour  le  trinôme  bicarré,  qu'elle  passe  par  un  maximum  ou 

un  minimum  égal  à  — r-  lorsque  js  =  o. 


c 


c 


7- est  minimum  ou  maximum  selon  que  bc'  —  c6' est  positif 

c  ^  r 

ou  négatif.  En  effet,  soit  K  l'accroissement  d'y  lorsque  z 

passe  de  o  à  une  valeur  positive  h  aussi  petite  qu'on  voudra. 

On  a  : 

ah^+bh  +  c c^_   h[(ac'  —  ca)h  +  {bc  —  cb')] 

~  ah^  +  b'h  +  c         c    ~  c'«  -f  b'ch  +  a'c'h^ 
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h  étant  infiniment  petit,  le  dénominateur  a  le  signe  de  c*qui 
est  positif,  et  le  numérateur  celui  de  bc  —  cb\  Donc  K  est 
positif  ou  négatif  selon  que  bc  —  cb'  est  négatif  ou  positif, 

c 
Si  c'  =:  o,  — r-  =  00 .  Dans  ce  cas,  lorsque  js  =  o,  j/  passe 

G 

par  -f-  °^  ^^  P^r  —  00   en  conservant  son  signe. 

Pour  déterminer  les  autres  maximum  et  minimum,  sup- 
posons que  js  décroisse  depuis  +  oo  jusqu'à  —  oo.  On  sait 
qu'alors  y  n'est  susceptible  de  maximum  ou  minimum  que 
lorsque  l'équation  ; 

(6'*  —  4ac)y^  —  2{bb'  —  2ac  —  2ca)y  -}•  b^  —  4ac  =  o  (2) 
a  ses  racines  réelles  et  inégales.  Soit  y'  <  y\  Ces  deux 
racines  y  et  y'  sont  respectivement  maximum  et  minimum 
si  6'»  —  4a c  est  positif;  minimum  el  maximum  si  ce  coef- 
ficient est  négatif,  et,  s'il  est  nul,  Tune  des  racines  devenant 
infinie,  l'autre  racine  est  le  seul  maximum  ou  minimum. 

Les  valeurs  correspondantes  de  z  sont  données  par  l'é- 

b  —  b'y 
Qualion  :  z  =  — 7-; ^— r-  (3) 

Puisque  z  ne  peut  varier  qu'entre  +  00  et  o,  la  fonction  y 
passera  par  les  deux  maximum  et  minimum  y\  y',  par  l'un 
d'eux  seulement  ,ou  ne  passera  par  aucun  d'eux  selon  que 
z  et  z',  valeurs  correspondantes  de  z,  seront  toutes  deux 
positives,  l'une  d'elles  seulement  positive,  ou  toutes  deux 
négatives. 

Donc  en  résolvant  successivement  les  équations  (2)  et  (3), 
on  peut,  dans  chaque  cas  particulier  et  lorsque  les  coefficients 
sont  numériques,  déterminer  les  maximum  et  minimum  d'y 

autres  que  — r-' 

c 

Eqvuiion  en  z.  —  Condition  de  maximum  ou  minimum. 

On  peut  obtenir  une  équation  ayant  pour  racines  les  valeurs 
de  z  correspondantes  aux  maximum  et  minimum  de  la  fonc- 
tion, et  déduire  de  cette  équation  un  caractère  général  très 
simple  pourreconnaitre  d'avance  l'existence  et  le  nombre  • 
de  ces  maximum  ou  minimum. 

Cette  équation,  que  j'ai  fait  remarquer  dans  une  note  pré- 
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cédeiile  {*),  s'obtient  en  éliminant  y  entre  les  équations  (2) 
et  (3),  ou,  plus  simplement,  entre  les  équations  (1)  et  (3), 
ce  qui  donne  : 

(afc'  _  6a>»  +  2{ac'  —  ca')z  +  (bc  —  cb')  =  o,   (4) 
équation  dont  la  loi  de  formation  est  bien  simple. 
Or,  on  a  l'égalité  ; 

(66'  —  2ac  —  2ca )•  —  (6*  —  400)  (6»  —  ^dc )  = 
4[{ac  —  cdy  —  {ab'  —  6a')  (6c'  —  cb')]; 
réquation  (4)  a  donc  ses  racines  réelles  et  inégales,  égales 
ou  imaginaires,  en  môme  temps  que  Téquation  (3),  et  Ton 
conclut  la  condition  suivante  du  maximum  ou  minimum  : 
Pour  que  la  fraction  bicarrée  ait  d'autres  maximum  ou  mini- 

c 

mum  que  ^7-,  il  faut  et  il  suffit  que  Véquation  en  z  ait  au  moins 
c 

une  racine  positive. 

Celle  fraction  a  donc  un,  deux,  trois,  cinq  maximum  ou 

minimum  en  comptant— r-,  selon  que  Téquation  en  3  a  ses 

c 

racines  négatives,  une  seule  positive  ou  toutes  deux  positives. 

La  condition  du  maximum  ou  minimum  étant  remplie,  on 

peut  résoudre  l'équation  (4),  calculer  les  valeurs  d'y  corres- 

pondantiis  aux  racines  positives,  au  moyen  de  l'équation 

2az  -\-  6 


y  = 


'  > 


2dz  +  6' 

que  l'on  déduit  de  l'équation  (3)  et  distinguer  ensuite  le 
maximum  et  le  minimum  à  l'aide  du  signe  de  ab'  —  bà. 

Remarque.  —  Nous  croyons  devoir  appeler  l'attention  des 
élèves  sur  l'équation  (4)  qui  permet  de  résoudre  facilement 
les  deux  questions  suivantes  : 

1"  Étant  donnée  une  fraction  du  second  degré  ou  bicarrée 
dont  deux  coefficients  sont  inconnus,  déterminer  ces  deux 
coefficients  par  la  condition  que  la  fraction  devienne  maxi- 
mum et  minimum  pour  deux  valeurs  données  de  la  variable. 

2*»  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les 
coefficients  des  fractions 
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ax*  -f-  fa?  -|-  c      .  "ws*  +  «ûs  4"  P 


»    » 


o'flc*  +  6'(r  +  c  w'x*  +  n'a:  +  p' 

pour  que  ces  deux  fractions  deviennent,  1^  maximum  ou  mi- 
nimum pour  la  même  valeur  d'à;  ;  S^  maximum  et  minimum 
pour  les  mômes  valeurs  de  la  variable. 

Lois  des  variations  de  la  fraction  bicarrée. 

Lorsqu'on  a  déterminé  les  maximum  et  minimum  ainsi 
que  les  valeurs  correspondantes  de  z  et  par  suite  i'x,  la 
marche  des  variations  de  la  fraction  bicarrée  peut  être  établie 
rigoureusement  dans  tous  les  cas  particuliers  à  l'aide  de  la 
continuité  de  la  fonction  et  du  caractère  suivant  : 

Si  z  décroît  depuis  -{-  ^9  1&  fraction 

az*  -\-  bz  -}-  c 


•  > 


az*  +  b'z  -f-  c 

commence  par  décroître  ou  par  croître  selon  que  ab'  —  ba\ 
et  au  cas  où  ce  binôme  est  nul,  selon  que  ac'  —  ca  est  positif 
ou  négatif. 
Prenons  pour  exemple  l'étude  des  variations  de  la  fonction 

a;*  +  I 

^  ""   ûc>  +  I  • 
question  posée  aux  examens  oraux  pour  l'Ecole  polytech- 
nique (1876). 

z'^  +  I 
Si  œ*  =  z,y=        ^ 


m.     • 


Z    +  I J 

d'où  l'on  déduit  z  =    y±^^y  +  4y-4, 

2 

Les  racines  du  trinôme  y*  +  4y  —  4  sont  y'  =  —  2  —  2V2, 
y'  =  —  2  -j-  2V2,  z  est  négatif;  z'  =  —  i  +  V2. 
Donc  y  passe  par  le  minimum  —  2  4~  ^  V  2  lorsque  x  prend 

les  valeurs  +  y  —  i  +  V2  et  ■—  y  —  i  +  V2,  et  par  le 
maximum  i  lorsque  x  =  o. 

Si  donc  X  décroit  depuis  +  00  jusqu'à  o  et  depuis  o 
jusqu'à — 00  la  fonction  y  décroît  depuis  i  jusqu'à  son  mi- 
nimum —  2  -|-  2Y2,  croit  jusqu'à  son  maximum  i  qu'elle 
atteint  lorsque  oc  =  o,  décroît  de  nouveau  jusqu'au  même 
minimum  —  2  +  V2et  croit  enfin  jusqu'à  i. 

JOOUIAL  Dl  MATH.  1880.  ih 
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La  courbe  de  cette  fonction,  symétrique  par  rapport  à  Taxe 
des  y,  a  deux  branches  infinies  asymptotes  à  une  parallèle 
à  Taxe  des  x  représentée  par  y  =  i ,  qui  est  aussi  tangente 
à  la  courbe  au  point  d'intersection  avec  Taxe  des  y.  Cette 
courbe  est  comprise  entre  cette  tangente  et  celle  qui  a  pour 

équation  y  =  —  2  +  2V  2. 
Comme  seconde  application,  cherchons  les  variations  de 

2X^  —  4ag»  +  2 

la  fraction  y  = r r— ; . 

^         4X^  —  bx*  —  2 

En  posant  a?*  =  js,  on  a 

23"  —  455  +  2 

^  ~  4z*  —  5z  —  2  ' 
d'oîi  Ton  déduit  : 

_     5t/  —  4  db  )/5yy*  —  241/ 

4(2y—  i) 

Les    racines   de   5jy^  —  241/   sont  t/'  =   o    maximum, 

8        .  . 
V   = minimum. 

A  ces  valeurs  d'y  répondent  respectivement  z  =  i,  3'  =  3. 
On  a  enfin  ab'  —  ba  =  6. 
Donc  X  décroissant  depuis  +  ^  jusqu'à  o  et  depuis  o 

jusqu'à —  00 ,  la  fonction  y  décroit  depuis —  jusqu'à  son  mini- 

g 

mum et  croît  ensuite  jusqu'à  +  00 ,  passe  brusquement 

à  —  00 ,  croit  jusqu'à  son  maximum  o,  décroit  jusqu'à  son 
minimum  —  i ,  valeur  qu'elle  prend  lorsque  ce  =  o,  et  remonte 
ensuite  la  série  des  variations  par  lesquelles  elle  vient  de 
passer. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS  A  SAINT-CYR 


—  Résoudre  le  système  d'équations 

—  Trouver  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  un  point  tel  que  la  somme 
de  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  deux  côtés  de  l'angle  droit 
soit  égale  à  une  quantité  donnée. 
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—  Etant  donnée  l'équation 

a?*  —  2(n»  —  5)x^  +  m^  +  lor»  —  23  =  0, 
eDtre  quelles  limites  faut-il  faire  varier  m  pour  que  cette  équation  ait  zéro, 
deux  ou  quatre  racines  réelles  ? 

—  Connaissant  les  restes  de  la  division  d'un  polynôme  entier  en  x  par  œ-^a^ 
x  —  bjX  —  c,  trouver  le  reste  de  la  division  par  (a?  —  a)  (a?  —  6  (a?  —  c). 

—  L'équation 

(i  4- P'  +  ?V  —  [r{i  +  q^]  +  t[i  +  p»)  —  2pq8]x+tr  —  <»)  =»  o 
a  ses  racines  réelles;  si  les  racines  sont  égales,  on  a  la  relation 

r  s  t 

I  +p^    ^    pq  '^    i  +q^ 

—  Trouver  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  de  deux  sphères  un  point  d'où 
l'on  voie  sur  les  deux  sphères  deux  zones  équivalentes. 

—  Quelle  est  la  pyramide  régulière  à  base  carrée  de  volume  maximum  ayant 
une  surface  latérale  donnée? 

—  Yériaer  l'identité 

sin  3a  sin  a  =s  sin'  2a  —  sin^  a. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  AB;  on  demande  de  trouver  sur  la 
courbe  un  point  M  tel  que  si  l'on  mène  la  corde  AM  et  la  perpendiculaire  MP 
sur  le  diamètre,  le  segment  AM  et  le  triangle  rectangle  OMP,  tournant  autour 
de  AB,  engendrenWies  volumes  équivalents. 

—  Par  un  pdint  P,  mener  une  sécante  PDE  telle  que  la  projection  IK  de  la 
partie  située  dans  le  cercle  sur  le  diamètre  passant  par  le  point  ait  une  longueur 
donnée. 

—  Circonscrire  à  un  cercle  donné  un  trapèze  dont  on  donne  les  denx  bases. 

—  On  veut  renfermer  une  surface  de  348'n(i,6  dans  un  triangle  équilatéral; 
on  demande  le  rayon  du  cercle  circonscrit  et  le  côté  du  triangle. 

—  Etant  donnée  la  formule  y  =3  (  i  H j  (  i Y  dans  laquelle  o  et  6 

sont  positifs,  déterminer  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  x  pour  que  y  ait  une 
valeur  donnée  c.  Peut-on  faire  prendre  à  y  toutes  les  valeurs?  Même  question 
dans  le  cas  où  l'on  a 


«-(■+•!-)(■  ■^^> 


—  Deux  rectangles  ont  pour  dimensions  respectives  a*,  y  et  a/,  t/  ;  on  connaît 
la  somme  des  bases,  la  somme  des  surfaces  des  deux  rectangles,  et  de  plus  les 
surfaces  des  rectangles  ayant  pour  dimensions  la  base  de  l'un  et  la  hauteur  de 
l'autre;  trouver  les  dimensions  des  rectangles  donnés. 

—  Si  Ton  a  -^  =  — r-,  on  a  les  formules 

a  b 

AB  —  a6  ==  (A  —  a)(B  +  6)  =  (A  +  a)(B  —  b] 

AB^  —  aô'  =  (A  —  a)(B2  -h  B6  -|-  6») 

AB^  +  ab^  =  (A  +  o)(B'  —  B6  +  6»). 
La  première  de  ces  formules  permet  d'avoir  la  différence  des  secteurs  sem- 
blables; les  dernières  donnent  le  volume  du  tronc  de  cône  de  première  ou  de 
seconde  espèce. 

—  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  un  côté,  la  moyenne  géométrique 
entre  les  deux  autres,  et  la  bissectrice  correspondant  au  premier  côté. 

—  On  mène  les  bissectrices  des  quatre  angles  d'un  quadrilatère  convexe 
ABCD  ;  on  obtient  ainsi  un  deuxième  quadrilatère  MNPQ  dont  on  demande  la 
surface  enjGonction  des  côtés  et  des  angles  du  quadrilatère  donné. 
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On  donne  un  rectangle  et  on  demande  de  diminuer  ses  côtés  d'une  même 

longueur  de  façon  que  le  rectangle  formé  avec  les  nouvelles  dimensions  sont 
une  fraction  donnée  du  premier. 

.  —  Couper  un  cône  donné  par  un  plan  parallèle  à  La  base  de  Caçon  que  la 
surface  totale  du  tronc  soit  égale  à  la  surface  totale  du  petit  cône. 

—  Etant  donnés  un  cercle  et  une  tangente  à  ce  cercle,  on  propose  de  trouver 
sur  la  circonférence  un  point  tel  que  la  somme  des  distances  de  ce  point  au 
point  de  contact  et  à  la  tangente  aoit  égale  à  une  ligne  donnée. 

—  Insérer  entre  3  et  768  un  nombre  de  moyens  géométriques  tel  que 
192  soit  l'un  d'eux. 

—  Etant  données  les  distances  des  sommets  d'un  triangle  au  point  d'où  l'on 
voit  les  côtés  sous  le  même  angle,  trouver  les  côtés  et  la  surface. 

—  Connaissant  trois  lignes  menées  d'un  point  intérieur  à  trois  sommets  d'un 
carré,  trouver  le  côté  de  ce  carré. 

—  Le  premier  terme  d'une  progression  géométrique  est  3  ;  le  nombre  de 
termes  est  8,  leur  somme  763.  Trouver  la  raison  et  le  dernier  terme. 

—  On  donne  un  cercle,  et  une  tangente  xy  ;  mener  une  corde  parallèle  à  la 
tangente,  et  telle  que,  en  abaissant  des  extrémités  des  perpendiculaires  sur  la 
tangente,  le  rectangle  formé  ait  une  diagonale  de  longueur  donnée. 

—  Trouver  sur  la  ligne  des  centres  de  deux  circonférences  un  point  tel  que 
la  somme  des  tangentes  menées  de  ce  point  aux  deux  circonférences  soit  égale 
à  une  valeur  donnée  l.  * 

—  Quel  doit  être  le  dernier  nombre  de  la  première  colonne  d'une  table  de 
Pythagore  pour  que  la  somme  de  tous  les  nombres  inscrits  dans  cette  table  soit 
de  36ioo? 

—  Trouver  le  maximum  du  volume  inscrit  dans  une  sphère  et  formé  d'un 
cylindre  surmonté  de  deux  cônes  ayant  même  base  que  le  cylindre. 

—  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  connaissant  le  périmètre  et  la 
somme  des  volumes  engendrés  par  la  rotation  successive  autour  des  deux  côtés 
de  l'angle  droit. 

—  Trouver  les  rayons  d'un  tronc  de  cône  connaissant  la  hauteur,  la  surface 
latérale  et  la  différence  des  rayons. 

—  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  R  un  tronc  de  cône  de  hauteur  et  de 
volume  donnés. 

—  Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  exprimés  par  trois  nombres  entiers 

coDsécutlis;  la  surface  du  triangle  est  les  -^  du  produit  des  plus  grands 

côtés.  Calculer  les  trois  côtés,  la  surface,  le  rayon  dû  cercle  inscrit  et  le  rayon 
du  cercle  circonscrit. 

— -  Calculer  le  rayon  d'une  fenêtre  formée  d'un  rectangle  surmonté  d'un  demi- 
cercle,  connaissant  sa  hauteur  totale  et  sa  surface. 

—  Calculer  le  volume  d'un  cylindre  connaissant  sa  hauteur  et  sa  surface  totale. 

—  Trouver  sur  une  demi-circonférence  un  point  M  tel  que  la  droite  qui 
joint  ce  point  au  centre  soit  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  droites  qui 
joignent  le  point  M  à  l'extrémité  A  du  diamètre  et  à  un  point  C  de  ce  diamètre. 
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NOTE  SUR  UN  POINT  DE  LA  DISCUSSION 

DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ 
À  TROIS  INCONNUES 

Par  M.  E.-dl.  Bo^nel. 


Lorsqu'on  résout  un  système  de  trois  équations  du  premier 
degré  à  trois  inconnues,  on  obtient  les  yaleurs  des  inconnues 

N  N'  N' 

par  des  formules  telles  que  a? =-=r-,  y  =  -^5^,  z  =-=r7-,  et  lors- 
qu'on suppose  D  =  0,  en  même  temps  que  N  =  o,  on  sait  qu'il 
en  résulte  N'  =  o  et  N'  =  o.  Mais  les  démonstrations  que  l'on 
donne  ordinairement  de  ce  fait  dans  les  cours  me  semblent 
ou  trop  indirectes,  ou  môme  insuffisantes.  Il  est  pourtant 
facile  d'établir  le  théorème  très  clairement  comme  il  suit,  en 
supposant,  bien  entendu,  qu'on  ait  préalablement  démontré 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  n  équations 
homogènes  et  linéaires  à  n  inconnues  admettent  pour  ces 
inconnues  un  système  de  solutions  dont  une  au  moins  soit 
différente  de  zéro. 

fax-\'by'\'CZ'\'d=^o 

j  ax  -j-  b'y  -{-  c'z  -\-  d'=  o 

(  0^0;+  b'y+  c'z+  d'=  o 
le  système  considéré. 
Si  Ton  suppose  D  et  N  =  o,  c'est-à-dire 


Soit,  en  effet 


(1) 


a 

b 

c 

1 
a 

f 

c 

a' 

b' 

c' 

=  o 


=  o  (2)   et 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose  : 

a  a  a' 

b  b'  b' 

c  c  c 
je  dis  qu'il  en  résulte 

a  d  c 
W  =■     ad  c 

(T  c*  a' 


=  o  et  N'  = 


d  b  c 
et     d  6'  c 
d'  b'  c' 


di  d 
b  b'  b' 

C    C     C 

a  b  d 
a  b'  d' 
a   b'  dr 


=  o 


=  0     (3) 


=  O 
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Ëtablissons,  par  exemple^  que  N'  =  o;  c.-à-d. ,  si  l'on 
a  a  a' 
dd  d' 


veut  que 


c  c   c 


=  o. 


Considérons  le  système  des  quatre  équations  homogènes 
et  linéaires  à  trois  inconnues 

aX  +  ^V  +  a'v  =  o  .(4) 

b\  +  6>  +  .b\  =  o  (S) 

cX  +  c>  -f  c'v  =  o  (6) 

d\  -f  d>  +  (f'v  =  o  (7) 

La  condition  (2)  exprime  que  les  trois  équations  (4),  (S), 
(6)  admettent  pour  X,  [x,  v,  un  système  de  solutions  dont  une 
au  moins  n'est  pas  nulle. 

La  condition  (3)  exprime^  de  son  côté,  que  les  trois  équa- 
tions (5),  (6),  (7)  admettent  pour  X,  [x,  v,  des  solutions  dont 
une  au  moins  n'est  pas  nulle. 

Soient  X^,  jjli,  v^,  des  valeurs  de  X,  [i.,  v  qui  vérifient  (3)  et 
(6);  en  vertu  de  (2),  ces  valeurs  vérifient  l'équation  (4)  ;  en 
vertu  de  (3),  elles  vérifient  également  l'équation  (7);  donc 
elles  vérifient  simultanément  les  quatre  équations  (4),  (Sj, 
(6)  et  (7). 

Mais  la  condition  qui  exprime  que  les  trois  équations 
homogènes  et  linéaires  (4),  (6),  (7)  admettent  des  solutions 
^i>  H-i»  ^1  dont  une  au  moins  n'est  pas  nulle,  est  précisément 
que  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  trois  équations 
soit  nul,  c.-à-d.  que  l'on  ait 

a  d  a' 

=  0    ou 


a  d  c 
a  d  c 
a  d  C 


=  o. 


d  d  d 

c  c   c' 

c.-à-d.  N  =  o;  c.  q.  f.  d. 
Il  est  clair  qu'on  reconnaît  de  même  que  N'  =  o. 
Donc  le  théorème  est  établi. 
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NOTE  SUR  LE  THÉORÈME  DE  DESCARTES 

P&r  M.  S.  (?olliB«  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
Professeur  de  mathématiques. 


Le  théorème  de  Descartes  n'est  qu'une  conséquence  du 
théorème  de  Rolle. 

Autrement  dit,  supposant  connu  le  théorème  de  Rolle,  nous 
allons  en  déduire  le  théorème  de  Descartes. 

Dans  toute  éqtmtion  algébriqiLe  f  (x)  =  o,  i  coefficienis  réels, 
et  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  le  nombre 
p  des  racines  positives  ne  peut  surpasser  le  nombre  v  des  varior 
tiens,  et,  s'il  lui  est  inférieur,  leur  différence  v  —  -p  est  un 
nombre  pair. 

Et  d'abord  ce  théorème  est  vrai,  on  peut  le  constater,  pour 
les  équations  du  1®'  et  du  2®  degré.  * 

Or  nous  disons  que,  s'il  est  yrai  pour  les  équations  de 
degré  m  —  i,  il  est  vrai   aussi  pour  celles   de  degré  m. 
En  effet,  soit  une  équation  quelconque  de  degré  m, 
A^a^  +  Aiflc»»»  -  ^  +  . . .  -(-  A.m  - 1»  +  Am  =  o    ou  f{x)  =  G. 
Prenons  l'équation  dérivée 

mAoflC^-^  +  Cm —  i)AiX"»-*  +  --«  +  -^m-i  =  o  ou /"(a?)  =  o 
et  appelons  p  le  nombre  des  racines  positives  de  f'{x)  =  o. 
Gela  étant,  supposons  d'abord  que  f{x)  =.  o  n'a  pas  de  racines 
égales,  et  distinguons  deux  cas  : 

I.  Am  _  i  et  km  sont  de  signes  contraires.  Alors  f'{x)  =  o  a 
une  variation  de  moins  que  f{x)  =  o.  Puisque  nous  suppo- 
sons le  théorème  vrai  pour  les  équations  de  degré  m  —  i, 
nous  avons  p  <  v  —  i ,  c'est-à-dire  au  plus  v  —  i  racines 
positives  de  la  dérivée,  a,  6',. . .  f,  qui  avec  o  et  -f-oo  cons- 
tituent au  plus  V  intervalles  où  peuvent  se  trouver  des  racines 
positives  de  f{x)  =  o.  Donc  f{x)  =  o  a  au  plus  v  racines 
positives.  —  De  plus,  si  p  <  v,  on  a  t?  -r  p  =  2K;  car  Am  et 
Am-i  étant  de  signes  contraires,  p  et  p  sont  de  parités 
différentes;  or  v  —  i  —  p  =  2K',  K'  pouvant  être  nul; 
donc  V  —  p  =  2K. 
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II.  km-i  et  Am  sont  de  même  signe.  Alors  f{x)  =  o  et 
f{x)  =  o  ont  le  même  nombre  de  yarialions  v.  Nous  avons 
encore  p  £  v.  Considérons  donc  le  cas  le  plus  défayorable, 
c'est-à-dire  celui  où  p  =  v.  Alors,  à  première  vue  du  moins, 
o,  les  racines  a,  ft',. . .  /^  et  +00  constituent  v  +  r  inter- 
valles oîi  peut  se  trouver  une  racine  positive  de  f(x)  =  o. 
Mais  il  est  facile  de  voir  que,  dans  l'intervalle  de  o  à  a, 
il  ne  peut  pas  en  exister.  —  En  effet,  d'une  part,  f{o)  =  Am  ; 
d'autre  part,  on  a  f{a  —  n)  .  f'(a  —  A)  >  o  ;  mais  f(a  —  h) 
a  même  signe  que  /*(o'),  et  f\a  —  h)  môme  signe  que  /^(o), 
donc,  dans  ce  cas-ci,  même  signe  que  f(o) ;  donc  f{a)  ,  f{o) 
>  o.  —  Donc,  encore  dans  ce  cas,  au  plus  v  racines  posi- 
tives pour  f(x)  =  o.  —  De  plus,  si  p  <  v,  on  a  t?  —  p  =  2K; 
car  Am  et  Am  - 1  étant  de  même  signe,  p  et  p  sont  de  môme 
parité  ;  or  v  —  p'  =  2K'  ;  K'  pouvant  être  nul  ;  donc  t?  —  p 
=  2K. 

Supposons  maintenant  qae  f{x)  =  o  ait  p^  racines  égales 
positives;  soient  a,  6,.*.  e  ces  racines,  et  a,  p,...  e,  leurs 
degrés  respectifs  de  multiplicité.  L'équation  f(x)  =  o  admet 
ces  mêmes  racines  avec  des  degrés  de  multiplicité  respec^ 
tivement  égaux  à  a  —  i,  p  —  i,...,  e  —  î,  et  en  outre 
admet  pi  racines  positives  propres  a\b' . ..  —  Or  forcément 
d'après  le  théorème  de  RoUe,  si  l'on  écrit  la  suite  des  racines 
de  f{x)  =  o  dans  leur  ordre  do  grandeur,  chaque  racine 
a,  6,...  est  encadrée  par  deux  des  racines  propres  a,  6',.-m 
et  entre  deux  racines  a\  b'  qui  encadrent  une  racine  a,  il 
ne  peut  y  avoir  de  racine  simple  de  f{x)  =  o,  de  sorte  que  sur 
les  p\  4-  I  intervalles  fournis  par  les  p\  racines  propres  de 
f\x)  =  o  avec  o  et  -f-  ^^o ,  il  n'y  en  a  que  p'i  +  i  —  Pi  qui 
puissent  fournir  des  racines  simples  de  f{x)  =  o.  Cela  posé, 
si  nous  prenons  pour  exemple  le  cas  de  Am  •  Am-i  <  o, 
nous  aurons 

a  —  I  +p  —  !  +  •••+*  —  ï  +P'i  —  *^  —  ' 

en  considérant  f{x)  =  o;  de  là  nous  déduisons 

tt  +  p  4"  .  •  •  +  e  +  p'i  +  I  —  Pi  £  V. 

On  arriverait  au  même  résultat  dans  le  cas  de  Am  .  Am  - 1  >  o. 

.  En  résumé  :  Si  le  théorème  est  vrai  pour  les  équations  du 

degré  m  —  i,  il  est  vrai  aussi  pour  celles. du  degré  m;  or  il 
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est  yrai,  on  peut  le  constater,  pour  les  équations  du  l**  et 
du  2^  degré;  donc  il  est  vrai  pour  celles  du  3*  degré,  etc., 
donc  il  est  général. 

Nota.  —  Noos  avons  en  connaissance,  après  que  la  rédaction  de  la  note 
précédente  était  déjà  terminée,  d'ane  démonstration  nouvelle  du  théorème  de 
Descartes,  qui  a  été  donnée  récemment  par  M.  Laguerre  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiqi^  ;  mais  comme  notre  démonstration  diffère  notam- 
ment de  celle  de  ce  géomètre,  nous  croyons  néanmoins  utile  de-  la  faire  con- 
naître* 


NOTE  SUR  LES  FRACTIONS  CONTINUES 

INDÉFINIES,   NON  PÉRIODIQUES 
par  M.  KoeUer. 


Lorsqu'on  cherche  à  transformer  en  fraction  continue  une 
fonction,  développée  en  série,  on  obtient  en  général  un  déve- 
loppement de  la  forme 

ftl  +  Oi 


61  + a» 


b.+  . 


On  et  bn  étant  des  fonctions  du  rang  n  de  la  fraction  inté- 
grante. En  opérant  comme  dans  le  cas  où  les  numérateurs 
Oi,  a„  ...  sont  égaux  à  Tunité,  on  trouve  aisément  les  rela- 
tions pn  =  6»  pn  -  <  -{-  OnPn  -  i 

g»  =  &n  Çn  -  1  +  Û«  ï»  -  » 

qui  déterminent  les  deux  termes  de  la  n"^  réduite  -^-^  en 

gn 

fonction  des  termes  des  deux  réduites  précédentes. 

Il  n'est  pas  difficile  de  transformer  en  fraction  continue 
une  fraction  dont  on  connaît  le  développement  en  série; 
mais  le  problème  inverse  présente  au  contraire  le  plus  sou- 
vent d'assez  grandes  difficultés.  Il  s'agit  de  trouver  l'expres- 
sion générale  d'une  réduite^  connaissant  la  loi  de  formation 
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des  quantités  On  s  bn  >  Voici  une  méthode  de  calcul  qui 
réussit  dans  certains  cas  : 

Soient  On  =  /i(n),  bn  =  ft{n)\  on  aura,  en  désignant  par 
Ut^  Tune  ou  l'autre  des  quantités  pn  >  qn  : 

Un  =  /i(n)ttft  -  i  -j-  /i(n)u»  -  t. 

Désignant  par  (p(n)  et  ^(n)  deux  fonctions  inconnues  de 
rindice  n,  je  mets  Téquation  précédente  sous  la  forme 

ltn-]-<^ttn-  \  =  ^n[Un  -  i  -|-  ç(n  -  i)Un  -  a] 

On  devra  avoir  les  deux  identités 

tj;(n)  —  <p(n)  = /i(n)  ) 

^n-9(n-i)  =  /;(n)  )  ^'^ 

et  on  cherchera  à  déterminer  d'après  ces  conditions  les  deux 
fonctions  inconnues  9  et  ^,  ce  qui  est  quelqiiefois  possible  par 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  lorsque  fi  et  /,  sont 
des  fonctions  entières. 

Admettons  que  9  et  ^  soient  connues;  on  aura  la  suite 
d'identités 

Un  +  ?(»l)<*n  -  i  =  ^(n)[Un  -  i  +  ?(»  —  ï)^  -  J  ] 

Wf  +  ?(3)%  =  +(3)[w,  +  <p(2)«J  ) 

Multipliant  membre  à  membre,  il  vient 

Un+<^n)Un  -  i  =  ^{n)^{n  —  l)  .  .  .  tj;(3)[tt,  +  <p(2)uj 

ou,  pour  abréger, 

t^  =  —  <p(n)i/«  -  1  -f  F(n) 
et  de  même 

ttn  -  i  =  —  9(n  —  l)Un  -  1  +  F(«  —  i) 


t*,  =  -  <p(3K  +  F(3), 
les  fonctions  F  renfermant  U|  et  u^. 

Il  est  facile  d'éliminer  t*n  -  <,  t*n  -  j  .  .  .  en  multipliant 
la  deuxième  égalité  par  •—  (p(n),  la  troisième  par  ^(n —  i^n) 
et  ainsi  de  suite,  et  en  ajoutant  les  résultats.  On  aura  ainsi 
l'expression  générale  de  Un  en  fonction  de  n  et  des  deux 
premiers  termes  de  la  suite  u^  et  u,. 

Je  vais  appliquer  ce  qui  précède  à  la  conversion  en  série 
de  la  fraction  continue  : 


On  a 
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2  4-  3 

3  +  4 

4+- 

P»    _      ï  P»    _     2 

en  général  u»    =  n{un  -  ^  +  t^  -  j) 

et  /i  (»*)  =  ft  (n)  =  n. 

Les  identités  (1)  deviennent  ^j;  (n)  —  (^  {n)  =  n 

^  (n)   .   f  {n  —  i)  =n 
On  peut  prendre  pour  tj;  et  9  des  fonctions   du  premier 
degré  renfermant  chacune  deux  constantes,  poser  : 

df(n)  =  An  4"  B,  (p(n)  =  an  -j^  f) 
et  par  suite  ç{n  —  i)  =  an  —  a  -|-  p. 
Les  épations  de  condition  seront  : 

An  +  B  —  *^  —  P=n 
(An  +  B)  (an  —  a  +  p)  =  n. 
BUes  sont  yérifiées,  quel  que  soit  n,  en  prenant 

A  =  o,  a  =  p  =  B  =  —  I, 
de  sorte  que-       ^  (n)  =  —  i,  cp  (n)  :=  —  n  —  i. 
La  suite  d'identités  (2)  sera  donc 

Un—  (n^^   l)  Wn  -  1  =  —  [Wn  -  1  —  nWn  _  ,] 

tin  -  1  —  nUn  -  ,  =  —  [Wn  -  j  —  (n  —   l)  Un  -  i] 

U4  —  5  M,  =  —  (t/,  —  4  U.) 

u,  —  4  w,  =  —  (w,  —  3  t«i). 
Je  multiplie   la    première  par  ( —  ij»*,   la  seconde  par 
( —  i)»  -  *,  etc.,  j'ajoute  et  il  vient  : 

(—  l)«  (Un  -  n  +  ,)  Mn  -  1)  =  t*i  —  Su^. 

Cette  dernière  égalité  permet  de  trouver  pn  et  qn. 
Pour  avoir  pn  ,  je  fais  u,  =  p,  =  2,    tij  =  p^  =:  i,    w,  — 
3ui  =  —  I  ;  par  suite 

(—  l)"Pn  =  (—  1)°  (n  +  l)Un  -  1  —   I. 
(_  i)n-ipn_^  =  (_  i)»-«nUn-i  —   I. 

(-i)*P.  =  (-0*3pi-i. 


-  w- 

Je  multiplie  la  première  égalité  par  ( —  i)  (n  +  i),  la 
seconde  par  ( —  i)*(n  +  i)n,  etc.,  la  dernière  par  ( —  i)"  -  ■ 
(n  +  iM^  —  i). .  .6.5.4,  et  j'obtiens  par  addition  : 

(-i)>  =  (-i)»(n+i)n.... 5.4.3 +(-i)n-» 
(n+  i)n... 5.4 +....+(—  i)«(n+i)n-|-(— i)*(n+i)— I- 

Pour  avoir  qn  ,  il  faut  reprendre  le  même  calcul,  en  faisant 

**i  =  9i  =  4»  ^1  =  9i  =  I»  u,  —  3mi  =  I  ; 
on  trouve  alors: 

(—  j)^qn  =  (—  i)»(n+  i)n...5.4.3  +  (—  i)»-*(n+  i)n...5.4 
+  ••.  +(-  i)'(n+i)n+(-  i)«(n  +  i)  +  i. 
En  divisant  par  (—  i)°(n  +  i)n...3.2.i  les  deux  termes 

de  la  réduite  -^2.-,  elle  devient  : 


Pn     2 2.3    '    2.3.4  '  ( — i)°-*2.3.4...(n-|-i) 


2          2.3        2.3.4                ( — i)"2.3.4...(n4-i) 
Commeona-L=e-'=-î V+       ' 


C  *       2  2.3  2.3.4 

l'expression  précédente,  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 

n  est  autre  chose  que =  • 

I      ■ I _i  e.—  i 

22 
Voici  comment  Euler  est  arrivé  à   la  fraction  continue 
que  je  viens  d'étudier, 
g  ..  i_  __  _j i__   ,         I 


e  i  1 .2  1 .2.3 


On  a    —  — 


1  1.2        I  +__i_  ' 

I  7=7 

je  remplace  —  par r-  ou  bien  2  par 

=  2  +  a?  =  2  + 


I 


3  —  I 


2  2.3 

afin  d'avoir  en  fraction  continue  les  trois  premiers  termes 
de  la  série  ;  cette  fraction  est 


I 


I  +  I 


2  -f-   2 


3   —    I 
I  I 


Remplaçant  -ô"P^^"5 ô""^  P^^''*    avoir   les    quatre 

j  o  ô  t^ 

premiers  termes,  et  continuaat  ainsi  indéfiniment,  on  trouve 


T     __  î 


1  +  I 


1+2 


2  +  3 


3  +  . 


r 


puis =  —  =  I  -|-  I 

'^  I  e  —  I  — 


I   +   2 
C 


2   +   3 


3  +  . 


enfin  -^—  —  i  = 


e  —  I  e  —  I  1+2 


2   +   3 


3+  . 


Voici  un  autre  exemple  de  transformation  de  fraction  con- 

I 


tinue  en  série.  Soit  F  = 


I  +  1* 


3  +  2* 


5  +  • 


+     n< 


2n  +  I  +  . 


dans  laquelle  la  n  +  i"^  réduite  correspond  à 


2n  +  i  ' 
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On  a  ici  Un  =  (2n  —  i)  Un--  i  ^  {n  —  i)*  «n -  »,  Wn  dési- 

gnant  toujours  |>n  ou  qn  ,  et  aussi  -=-—  =  —,  -^—  =  — . 

?i  I      ?«  4 

Les  identités  qm  déterminent  ^  (n)  et  f  (n)  sont 

^  (n)  —  <p  (n)  =  2n  —  i 
^(n)  .  ^{n—  i)  =  (n  —  i)* 
et  on  trouve  facilement  9  (n)  =  —  n*,  (^  n)  =  —  (n  —  i)*. 
Donc  pn  —  n*p»  _  i  =  —  (n  —  i)«  [p»  _  ^  — (n—  i)« p» -  J 

pn-  1— (n— l)«pn-  j=—  (n— 2)«[pn-ï  — (n—  2)»p»-,] 
p,  —  3«p,  =  —  2«[p,  — 2«.pil  =  —  2*.(—    l) 

La  valeur  de  pn  est 

p„=  (—  i)«  -<(n  —  i)«(n  —  2)»  .  .  .  3«  .  2" 

+  (—  i)«  ^  »n«(n  —  2)*(n  —  3)*  .  .  .  3«  .  2«  +  .  .  . 
+  (—  iK(n—  i)»  .  .  .  4*  .  3«  .  1" 
4-  n*(n  —  i)«  .  .  .  4"  .  3»  .  2», 
Pour  calculer  gn  on   remarquera  que  ç,  —  2*  .  ç^  =  o; 
par  suite,  en  remontant,  on  trouvera  immédiatement  Çn 
—  n*g»  -  <  =  o  et  gn  =  n*(n  —  i)*(n  —  2)»  .  ,  .  3*  •  2*. 

La  réduite  —  est 

n«         ^^    (n-i)«     +•  •  •        2«  ^^' 
et  en  supposant  n  infini,  on  a  la  série  convergente 
III  ( —  i)»  "  ^ 

*'  =  '~~  +  -3r--Tr+--  -H ;ï; —  +  •  •  • 


TC» 


dont  la  valeur  est .   (Voir  Laurent,   Théorie  des  résidus, 

p.  148)  (*). 

Remarqtte,  —  Le  procédé  de  calcul  que  j'ai  indiqué  repose 
sur  la  transformation  de  la  relation  Un  =  /*i(n)uu-i 
-f-  fiin)Un  - 1  au  moyen  des  fonctions  <]/  et  7.  Mais  il  n'est 
pas  toujours  possible  de  déterminer  ces  fonctions,  au  moins 
par  des  procédés  élémentaires.   Alors  le  problème  de  la 

(*)  Les  deux  exemples  de  firaetions  continues  que  j'ai  donnés  sont  empruntés 
an  recueil  d'énoncés  de  problèmes  de  M.  Wolstenhoime. 


transformation  d'une  fraction  continue  en  série  deyient 
beaucoup  plus  difficile.  On  est  obligé  de  recourir  à  la  théorie 
des  fonctions  génératrices. 


QUESTION  209. 

IIU»lailoM  par  M.  6.  Papbubr,  élève  de  Mathématiques  spéciales  an  Lycée  de 

Reims. 


a,  b,  c,  d,  désignant  des  nombres  entiers  et  positifs; 
(i  +x)^  +  ^  — (i  H-x)«b  +  «  —I  est  divisible  par  x*'{'X-{- 1; 
x8û  -  <  -f-  xjb  ^  xic  +  i  est  divisible  par  x»  +  x  +  i  ; 
X**  +  x*i>  +  1  +  x*c  +  i  -(-  x*d  +  »  Bit  divisible  par  x«  +  x« 
+  3^+1-  (H.  Laurent.) 

!•  Pour  démontrer  que  (  i  +  x)^  +  <  —  (  i  +  x)^^  +  *  —  i  est 
divisible  par  oj*  +  ûî  +  i,  il  suffit  de  faire  voir  évidem- 
ment que  cette  expression  s'annule  quand  on  y  remplace 
X  par  les  racines  de  Téquation  a?*  -|-  a;  -f-  i  =  o. 

Ces  racines  sont  données  par  la  relation 

2  2 

que  Ton  peut  écrire 

X  =  cos  — r—  de  V  —  I  sm 


Substituons  cos— ^ f-  v  —  i  sin  ——  dans  (i  +  a?)**  +  ^ 

—  (i  +  x)^  +  «  —  1,  nous  obtiendrons 

27:  / .      2« 

I  +  cos  — 1-  V  —  I  sin  — 


|6a  4-  i 


I  +  COS  — f-  V  —  I  sm  — ^ 


«6  +î 


ea  +  i 


e&  +  t 


or  I   +  COS  — r—  =  2C0S"  -— 

sm  — — -  =  2Sin  •—  COS  -r- 

3  i  D 

donc  l'expression  peut  s'écrire 

2C0S  -H  cos  -5 — h  V  —  I  sin  — 

+  j  2C0S  -T-[cos-^  +  v'  —  I  sin  -^ 

qu'on  peut  écrire  en  vertu  de  la  formule  de  Moivre 

2^  +  1  cos««  +  i  .!|Jcos(6a4-i)-|-  +  V  —  i  sin  (6a  + 1  ) -|-1 

—  (  2C0S-T-J  COS (66 +  2)  +  V  —  I  sin(6t+2)-i-|  —  i 

ou 

f  2  COS  —  j         I  COS  -3-  +  V  —  I  sm  — J  — I  2  COS  — J 
j  cos  — ^  +  v^ —  I  sin  — ^J  —  I 

^  9C  I  21c  I 

Or  COS  -TT-  =  — ,      COS  — T —  = 

3  2  3  2 

et  par  conséquent  l'expression  a  pour  valeur  o;  donc 

œ  =  COS  —5 1-  V  —  I  sin  — r—  est  racine  de  l'équation 

3  3 

(i  4-  x)^  +  i  +  (i  -\-x)^  +  *  =  o; 

donc,  comme  cette  équation   est  à   coefficients  réels,  elle 

admet  aussi  la  racine  conjuguée 

2ir  , .       2w 

X  =  COS  — r v/  —  ï  sm  — ^. 

3  3 

Donc  le  premier  membre  est  divisible  par  x*  -^  x  +  i . 
2®  Soit  à  démontrer  que  x^  -  ^  -j-  a?'*  -j-  x^c  +  <  est  divi- 
sible par  a?"  -j"  ^  4"  '  • 
On  peut  opérer  comme  précédemment.  Substituons  dans 

l'expression  donnée  la  valeur  cos  -^ v' —  ^  ^^^  "^  î  ^'^ 


appliquant  la  formule  de  Moivre,  elle  devient  : 

cos  (3a  —  i)  — r-  +  yj  —  i  sin  (3a  —  i)  -^ — J-  cos  36  -^ 

-f-  >/ —  I  sin  36  •— -  -|-  cos  (3c  +  i)  — -- 

+  /=T  sin  (3c  +  I)  ~- 

qui  est  égale  à 

2ic  .  ■  ■    ■    .      2?r 


cos 


T y/ —  I  sin-— -f-  cos  267c  -|->/  —  I  sin  261c 


,  21c  y .       2ic 

+  cos  —  -|-  yj  —  I  sin— ; 

2W  2ir 

mais       cos  — — |-  cos  -—  =  —  i ,    cos  2671  =  i . 

Les  parties  réelles  et  imaginaires  sont  donc  nulles  et  la 
proposition  est  démontrée. 

On  peut  employer  un  procédé  différent,  à  l'aide  duquel 
nous  pouvons  même  généraliser  la  question. 

On  a  identiquement 

{x  —  1)  (oc*  +  ^  +  i)  =  ^  "■  ' 
et  il  suflBt  de  démontrer  que  {x  —  i)  (a;  »«  -  ^  +  ®'*  H"^*^  "*"  *) 
est  divisible  par  sfi  —  1 . 
X<e  produit  est  égal  à 

aj3a  -j-  x'^^  +  ^  +  x^^  +  2  —  ar3*  -  ^  —  x^^  —  a?*«  +  ^. 
Remplaçons  ce'  par  i ,  il  vient 

I  +  a;  +  35* I  —  X 

'         '  X 

ou  —  (x*  -|-  a?*  —  I  —  ce") 

CD 

et  si  Ton  fait  ce'  =  1  on  obtient  pour  résultat  o  ;  donc  (ce  —  i) 
(x8a  —  1  -[-  /c86  _|_  ac  +  1)  est  divisible  par  ce'  —  i. 

3^  De  même  pour  démontrer  que  cd*<>  -j-  ^*  "^  ^  ~f"  ^**  "*"  * 
-(-  fic4rf  +  3  est  divisible  par  ce'  +  ^*  +  ^^  +  ï  >  il  suffit  de 
démontrer  que  (ce  —  i)  (ce*«  +  ^**  "^  ^  ^^  "^  *  +  ^^  "^  ')  ^^^ 
divisible  par  (ce'+cc"+ ce  +  1)  (a? —  i),  c'est-à-dire  par  ce*  —  i . 

Effectuons  le  produit,  nous  avons  : 

(Xj4a  +  <  ^  jj4&  +  i  4-  ce*c  +  3  +  ce***  +  *  —  CC*«  —  CD**  +  < 

—  03*0  f  a  —  CD*<'  +  ». 
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< 


m 


—  îïro  *— 

Or  ce  produit  est  nul  pour  x*  =  i .  Donc  le  théorème  est 

démontré. 

D'une  manière  générale,  a,  6,  c,...  fc,  Z  étant  des  nombres 
entiers  positifs  etp  un  nombre  entier  positif, 

flcpo  ^  xP*  +  1  -j-  ccpc  +  >  a;  X  . . .  +  ^'  "^  **  "  ^ 
est  divisible  par 

En  effet  il  suffit  de  prouver  que 

(xpa  -J.  J3cp6  +  1  ^  ...  xP^  +  P-*)   {X  —   l) 

est  divisible  par  ccp   —  i  ;  c'est-à-dire  qu'en  remplaçant  xP 
par  I  dans 

on  a  un  résultat  nul. 

Faisant  cette  substitution,  on  a 
X  +  œ^  +  x^  +  ...  +  CCP  -  ^  -}-  I  —  I  —  x—x* ...  —XP-* 
résultat  nul. 

Donc  le  théorème  est  démontré. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Ces  exercices  ont  été  choisis  parmi  ceux  qui  sont  traités  journellement  dans 
les  conférences  et  les  examens  des  principales  écoles  préparatoires  de  Paris,  et 
parmi  les  principales  questions  posées  aux  concours  d'admission  à  l'Ecole 
Polytechnique  et  à  l'Ecole  Normale  supérieure  dans  ces  dernières  années. 

I.  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

Algèbre. 

—  Etant  donnée  la  fraction  continue  périodique 

6  +  I 


c  +  I 


à  +  I 


c  +  . 


former  une  équation  du  2*  degré  admettant  a?  pour  une  de  ses  racines. 

—  Résoudre  l'équation  ea?   —  ic»  =  o. 

—  Quelles  sont  les  conditions  auxquelles  doivent  satis&ire  les  coefficients  des 
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deux  polynômes  a^  +  3<kc»  +  Zhx  +  c^a^  ■\-  3àa^  4-  36' a?  +  c',  pour  que 
ees  deux  polynômes  aient  un  diviseur  commun  du  2*  degré?  —  Combieo 
obtiendra-t-on  de  conditions?  —  Que  deviennent  ces  conditions  dans  le  cas 
particulier  où  a  =  a'  ?  

—  Résoudre  l'équation  œ*  +  6a:  +  5  v^  —  i  =s  o. 

—  Etant  donnée  l'équation—  —  — — -  4-  —  +  m  a  o,  eombien  cette 

équation  admet-elle  de  racines  réelles,  suivant  les  diverses  valeurs  de  m? 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  a;  —  2  sin  a;  =  o. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle    ,  ,  Les 

[ce?  —  lY 

six  coefficients  sont-ils  indépendants,  et  ne  peut-on  pas,  connaissant  les  trois 
premiers,  obtenir  immédiatement  les  trois  autres  ? 

00 

—  Résoudre  l'équation  zo   —  2  a  o. 

—  Trouver  la  condition  pour  que  le  rapport  de  deux  des  racines  de  l'équa- 
tion a:^  +px  +  9  =  o  soit  égal  à  un  nombre  donné  X.  De  quel  degré  doit  être, 
par  rapport  à  X,  la  relation  cherchée? 

—  Quel  est  le  signe  de  l'expression 

ix?         ce?  X 

L  (i  +  û?)  —  a?  H s- —  ^— —  pour  x  positif. 

2  3  2n  —  I  *" 

—  Démontrer  que  ce  signe  est  tongours  le  même  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  X, 

—  Si  le  produit  f[x)  (a;—  a)  renferme  %n  +  i  variations  de  plus  que  le  poly- 
nôme f[x)^  l'équation  f[x]  =3  o  a  au  moins  2n  racines  imaginaires. 

—  Faire  voir,  à  priori,  sans  s'appuyer  sur  le  théorème  de  Descartes,  que  la 

différence  entre  le  nombre  des  variations  du  premier  membre  d'une  équation 

et  le  nombre  des  racines  positives  de  cette  équation,  est  toujours  un  nombre 

pair. 

I 

—  Calculer  la  dérivée  n""  de  la  fonction  y  =  ,  ou,  ce  qui  revient 

I  -^-cc? 

au  même,  la  dérivée  [n  +  i)"*  de  la  fonction  y  =3  arctg  x. 

—  Trouver  toutes  les  valeurs  de  9  et  la  valeur  de  p  qui  satisfont  à  l'égalité 

p  (cos  <p  +  V  —  I  sin  f )  s=  —  I  -f-  ^  —  I. 

—On  considère  une  fraction  „    ]  L  ,   irréductible  et  dans  laquelle  Ffa?)  et 

Y[x]  f(x) 

f(x)  sont  des  polynômes  premiers  entre  eux  ;  on  propose  d'établir  que  l'on  peut 

toujours  trouver  deux  polynômes  entiers  P  et  Q  tels  que  l'on  ait  identiquement 


F(a;)  m         V[x)         f[x) 
Quels  sont  les  degrés  respectifs  des  polynômes  P  et  Q,  n  et  p  étant  ceux  de 
polynômes  F  et  ^? 

Géométrie  &  deux  cUmensioiis. 

—  La  courbe  —  +  "XT  =  >  7  «^  l'oû  suppose  o  >  6,  est-elle  extérieure 

a?  y^ 

ou  Intérieure  à  l'ellipse  -— r-  H — rr*  =  x^ 

—Soit  la  courbe  y"  — a^  —  o.  Une  droite  ux  +  vy=ii  coupe  cette  courbe  en 
troiff  points;  on  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  u  et  v  pour 
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que  deux  des  points  d'intersection  soient  équidistants  du  troisième,  ç  (ti,  v)  o, 
étant  la  condition  trouvée,  on  propose  de  trouver  l'enveloppe  des  droites  ux 
^  vy  =  I  qui  satisfont  à  cette  condition. 

—  Étant  données  une  droite—  +  X  -  i  «  o,  et  une  courbe  /[a?,!/) =o,  on 

demande  de  former  l'équation  de  la  courbe  qui  est  symétrique  de  la  courbe 
donnée  par  rapport  à  la  droite  donnée.  —  On  propose  d'effectuer  le  calcul 
dans  le  cas  où  f[x,  y)  =  o  est  une  conique  ayant  ses  axes  parallèles  aux  axes 
des  coordonnées  supposées  rectangulaires. 

—  Former  l'équation  tangentielle  de  la  courbe  y*  =  2pa?  +  qx^. 

—  On  donne  une  parabole  et  un  point  A  dans  son  plan  ;  trouver  sur  la  parabole 
un  point  M  tel  que  la  droite  AMM'  soit  normale  à  la  courbe  au  second  point 

M' où  elle  la  rencontre.  .•      i    ,     , 

—  Étant  donnée  l'équation  a;^  +  j/»  —  i  =  (2a;  4-  !/  —  OS  calculer  les  coor- 
données des  foyers  de  la  courbe  qu'eUe  représente,  ainsi  que  les  coordonnées 
des  sommets  de  l'axe  transverse. 

—  Former  l'équation  générale  des  courbes  du  troisième  degré  ayant  pour 
asymptotes  les  deux  axes  des  coordonnées  et  la  droite  x  +  a^y  —  i  =0. 

x^ 

—  D'un  point  (af  )  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  y^  =    ^  ^^  ;  calculer  les 

coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  trois  quelconques  de 

ces  tangentes. 

—  Appliquer  les  méthodes  générales  de  recherche  des  foyers  à  l'exemple  y* 

+  3xy  +  a^  —  I  =  o- 

—  On  considère  un  triangle  ayant  un  sommet  0  fixe  ;  un  second  sommet  M' 
décrit  une  circonférence;  le  triangle  est  en  outre  assujetti  à  rester  semblable  à 
lui-même.  Trouver  le  lieu  du  troisième  sommet  M. 

—  (Résoudre  cette  question  :  !•  en  coordonnées  polaires  ;  2*  en  coordonnées 
rectilignes;  3*  par  des  considérations  géométriques  élémentaires.) 

—  On  mène  à  une  ellipse  deux  tangentes  paraUèles  ;  on  joint  l'un  des  points  de 
conctact  A  au  foyer  le  plus  éloigné,  et  on  prolonge  la  ligne  de  jonction  jus- 
qu'à la  rencontre  de  l'autre  tangente  en  M;  démontrer  que  AM  =  2a. 

—  Lieu  des  points  d'où  l'on  voit  deux  circonférences  données  sous  le  même 

angle. 

—  On  considère  toutes  les  paraboles  tangentes  à  une  même  droite,  et  passant 
par  deux  points  fixes  situés  sur  une  perpendiculaire  à  la  tangente  donnée;  on 
demande  le  lieu  des  foyers  de  ces  paraboles. 

—  On  considère  toutes  les  paraboles  ayant  la  même  directrice  et  un  point 
commun  ;  trouver  le  lieu  de  leurs  sommets. 

Gréométrie  dans  l'espace. 


a?'     .     y^     ,     a' 


—  Étant  donné  l'ellipsoïde  — r-  +  -n"  H r-  =  '  »  on  considère  la  section 

a^  tr  c* 

de  cette  surface  par  le  plan  a  =  wia?  +  wy  +  p  ;  par  chaque  point  de  cette 
section  on  mène  une  tangente  horizontale  à  l'ellipsoïde  ;  trouver  l'équation  de 
la  surface  formée  par  l'ensemble  de  ces  tangentes. 

—  Soient  S  et  S' les  deux  polynômes 

S  =  a;^  +  y*  +  «4-aa;  +  6y+ca  +  d 
S'  =  a;:»  4-  y'  4-  3'  +  a'x  +  b'y  +  cz  +  d' 
et  P,  F  les  deux  fonctions  linéaires, 

P  =  Qur  +  py  +  Y«  +  8,      P'  =  a'a;  +  p'y  +  y'a  +  8' 
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on  demande  d'étudier  les  propriétés  de  la  surface  du  troisième  degré  repré- 
sentée par  l'équation  P'S  —  PS'  =  o. 

—  Ondonneréqnaliong=  ■      '        ,  dans  laquelle  f  \x^  !/)  =  <>  représente 

une  ellipse  réelle  située  dans  le  plan  des  o^y,  et  P  =b  o  une  droite  située  dans  le 
même  plan.  On  demande  quelles  seront  les  diverses  surfaces  représentées  par 
l'équation  proposée,  suivant  les  diverses  positions  de  la  droite  P  =  o  dans  le 
plan  o^.  Même  question  quand  l'équation  f  [x^  |/)  =  o  représente  une 
hyperbole,  P  =  o  étant  une  parallèle  à  une  asymptote  de  cette  hyperbole. 

— Lieu  des  points  équidistanis  du  plan  Ao;  +  By  +  Gz  +  D  =  o  et  de  l'axe 
des  %. 

—  Etant  donné  le  cercle  (s  =>  o,  o^  +  y'  =  R'),  former  l'équation  générale  des 
paraboloîdes  elliptiques  qui  contiennent  ce  cercle,  et  dont  l'axe  est  parallèle 

à  la  direction  —  =  -^  =  — -  .  A  priorL  combien  cette  équation  contien- 

«  P  Y 

dra-t-elle  de  paramètres  variables? 

—  Lieu  des  points  tels  que  le  rapport  des  carrés  de  leurs  distances  à  deux 
droites  données  soit  égal  à  un  carré  donné. 

^Soient  trois  axes  rectangulaires  et  une  droite  OA  issue  de  l'origine;  former 

l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  OB  tournant  autour  du  point  0 

de  manière  que  la  somme  des  angles  BOA  +  BOo;  soit  une  constante  2^.  — 

Propriété  importante  de  la  section  perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 

X*         y*         z* 
-— Soit  l'hyperboloïde  À  une  nappe — p  +  ^fs r  =  ^  »  on  demande  le 

lieu  des  projections  du  centre  sur  l'un  des  systèmes  de  génératrices  rectilignes 
de  la  surface.  —  Parmi  les  diverses  surfaces  contenant  la  courbe  cherchée,  trouver 
le  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine. 

"  —  Etant  donné  le  paraboloïde  — =^ h  — -  =  20?,  trouver  le  lieu  des  centres 

PJ         P 
des  sphères  d'un  rayon  donné  qui  coupent  le  paraboloïde  suivant  des  cercles. 

—  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  dont  les  arétet  sont 

x^  v'  «' 

tangentes  à  l'eUipsoïde  — p  -) — —  H — —  =  i . 

— Trouver  l'équation  générale  des  plans  qui  coupent  l'hyperboloïde  à  une  nappe 
suivant  deux  droites  parallèles.^  ^^ 

—  Former  l'équation  généralede^urfaces  du  deuxième  degré  qui  contiennent 
l'axe  des  z.  —  On  considère  sur  l'axe  des  %  le  point  (o;  =  o,  ]/  =  o,  2  =  A),  et 
on  demande  de  trouver  les  équations  de  la  deuxième  génératrice  rectiligne  qui 
passe  par  ce  point. 

Courbes  à  oonstmire 

Bn  coordùnfhéei  rectilignes  : 

I  r^— — 

l*ys=3fl^  db  —  a?*  VI  +  ^' 
2 

2*a5*  +  a7|/*4-y9  —  fic'=o.  —  Points  de  contact  des  tangentes  que  l'on 
peut  mener  À  cette  courbe  par  le  point  (o^).  Etudier  les  variations  de  la 
conique  qui  contient  ces  contacts,  lorsque  le  point  (a^)  se  déplace  dans  le 
plan. 
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sin  X 
3«  1/  s  I  4-  a?  +  ^—  .  —  Qa'e^t-oe  que  la  droite  y  =  o;  +  i  par 

CD 

rapport  à  la  courbe? 

I  +  t  ( 

4*  0?  ss  ,  ,  y  s=  __—.  —  Gomment  peut-on  reconnaître  à  priori 

z  —  t  I  —  ( 

quelle  est  la  ligne  formée  par  tous  les  points  dont  les  coordonnées  sont  défi- 
nies par  ces  formules  ? 
5*  Etudier  autour  de  l'origine  la  courbe  dont  l'équation  est 

y  =\ll  +  ax     +  yJT+bx     —  y/l  —  ex    —  ^l  —  (te. 

Diverses  propriétés  de  l'origine  suivant  les  relations  qui  peuvent  exister  entre 
a,  b,  c,  d.  Quand  ce  point  est-il  un  point  d'inflexion  ? 


a;  +  3 


!•  y  =  a?  db 


V: 


X  —    I 


a?  +  I 


sm  (rc  —  «  ]       ,.  ^ 

8*  y  =  7-r i-  «  étant  compris  entre  o  et  — 

sin*  X  2 


Sn  coordonnées  polaires  : 

P  = 

sin  3u 

P  = 

sin  u  +  cos  u 

tù 

Sin- 

tù 

p*  cos  —  —  2p  -f  4  si 

2 

I 

2(sin3  cd  4-  cos»  ») 

f 

3  sin  2(0 

I 

«1 

cos  — 

P  = 

z  +  sin  » 

z  —  2  cos  (i> 

P  = 

sin  (0  ~  2  cos  M  • 

a 

Z  •  2  sin  «• 

?=• 

I  H-  tg« 

z   —  cos  (A 

P  = 

(a  —  2  sin  (0 

3  tt>  —  tg  « 

tg» 

z  —  2  sin  w 

P  = 

cos  tt 

z  •  2  sin  M 

tù 

2 


r-i 
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II.  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES. 

—  Soit  Q  In  partie  entière  du  quotient  de  la  division  d'un  polynôme  A  par  un 
polynôme  B  ;  on  divise  Q  par  un  autre  polynôme  C  ;  démontrer  que  la  partie 
entière  Q'  du  quotient  de  cette  nouvelle  division  est  la  partie  entière  du 
quotient  de  la  division  du  polynôme  A  par  le  produit  BC. 

— Etant  donné  un  triangle  quelconque,  on  joint  le  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs  à.  l'un  des  sommets;  déterminer  en  fonction  des  éléments  du  triangle 
l'angle  formé  par  la  ligne  de  jonction  (qui  est  l'une  des  trois  hauteurs]  avec 
l'un  des  deux  côtés  du  triangle  qui  partent  du  sommet  considéré. 

—  a  et  &  étant  deux  nombres  premiers  absolus,  trouver  deux  nombres  entien 
xety  tels  que  a^  —  y*  =s  ah, 

—  On  donne  trois  points  quelconques  et  un  plan,  dans  l'espace.  Faire  passer 
par  les  trois  points  donnés  une  sphère  tangente  au  plan  donné. 

— Etant  données  une  circonférence  0  et  une  droite  AB,  d'un  point  quelconque 
M  de  la  droite  AB  on  mène  une  tangente  MT  à  la  circonférence.  Prourer  que 
si  de  M  comme  centre,  avec  MT  pour^rayon,  on  décrit  une  circonférence,  cette 
dreoniérenee  passera  par  deux  points  fixes,  c.-À-d.  indépendants  de  la  position 
du  point  M  sur  AB.  Quels  sont  ces  deux  points  fixes? 

m  et  n  étant  deux  nombres  entiers,  et  E  une  quantité  moindre  que  toute 
quantité  donnée,  si  un  nombre  a  est  tel  que  l'on  puisse  satisfaire  à  l'Inégalité 
ma  —  n  <  E,  le  nombre  a  est  incommensurable. 

—  Résoudre,  au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
le  problème  de  la  construction  d'un  cercle  tangent  À  deux  cercles  donnés,  et 
passant  par  un  point  donné. 

Rendre  calculable  par  logarithmes,  dans  les  diverses  hypothèses  qu'on  peut 

faire  sur  a,  b,  a\  b\  l'expression 

a  +  6  C09  f 

a'  —  6'  sin  ^ 

—  Sur  une  droite  indéfinie  Ox  on  porte,  à  partir  d'une  origine  fixe  0.  deux 
longueurs  OA,  OA'  qui  représentent  les  racines  de  l'équation  aa^  •\-bx+css  o  ; 
on  porte  ensuite,  à  partir  de  la  même  origine,  deux  autres  longueurs  OB,  OB' 
qui  représentent  les  racines  de  l'équation  afcd^  +  Vx -{-  c*  =  o  ;  trouver  la 
relation  qui  doit  exister  entre  a^b^c^  a',  b^^  <f  pour  que  les  quatre  points  A, 
A',  B,  B'  forment  une  division  harmonique. 

—  Par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  trièdre,  faire  passer  une  sphère 
tangente  aux  trois  faces  de  ce  trièdre. 

Inscrire  dans  une  ellipse  le  rectangle  de  surface  maxima. 
Trouver,  par  un  procédé  élémentaire,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 

n 

suite  X  +  2X*  +  3aî*  4-  -\-nx  + 

Quel  est  le  plus  petit  nombre  entier  admettant  quinze  diviseurs  ? 
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VARIÉTÉS 


ESSAIS  POUR  LES  CONIQUES  DE  PASCAL 

AVEC 

Des  notes  par  M.  Ch.  Wimmtemnf  professeur  honoraire. 

(Suite  et  fin,  voir  page  133.) 


§6.  —  <x  Nous  démontrerons  aussi  que  si  quatre  droites,  AG, 
AF,  EH,  EL  s'entre-coupent  aux  points  N,  P,  M,  0  et  qu'une 
section  de  cdne  (fig.  40)  coupe  lesdites  droites  aux  points 
C,  B,  F,  Dy  H,  O,  L,  K/la  raison  composée  des  raisons  du 


Fig.  40. 

rectangle  de  MO  et  MB  au  rectangle  des  droites  PF,  PD  et 
du  rectangle  des  droites  AD,  AF  au  rectangle  des  droites 
AB,  AG  est  la  même  que  la  raison  composée  des  raisons 
du  rectangle  des  droites  ML,  MK  au  rectangle  des  droites 
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PH,  PG  et  du  rectangle  des  droites  EH,  EG  au  rectangle  des 
droites  EK,  EL.  » 

Note  6.  —  C'est-à-dire  que  si  par  deux  points  A,  E,  on  mène 
deux  couples  de  sécantes  se  rencontrant  en  M,  N,  0,  P,  et 
coupant  la  conique  aux  points  B,  G,  D,  F,  K,  O,  L,  M,  on  a 
la  relation 

MC.MB     AF.AD    _    ML.MK      EH.EG 
PF.PD  '  AB.AC    "■    PH.PG   '    EK.EL  ' 
appliquons  aux  deux  triangles  AOM,  EOP  la  relation  (8)  de 
la  note  qui  précède 

OD.OP     AB.AC     ML.MK 


AD.AF"  MB.MC"  OL.OK 
OD.OF    EK.EL     PG.PH 


PD.PF  •  OK.OL"  EG.EH  "" 
égalant  les  premiers   membres    et   supprimant  le  facteur. 
OD.OF 


commun 


OK.OL 
ML.MK         AB.AC  EK.EL         PG.PH 


AD.AF     •    MB.MC  PD.PF         EG.EH 

que  Ton  peut  écrire 
MB.MC         AD.AF    _   ML.MK         EG.EH 

PD.PF     •     AB.AC    "^    PG.PH     *     EK.EL      ^®^''^'''''    ^ 
établir. 

Remarque.  — Si  nous  écrivons  cette  relation  sous  la  forme: 
MB.MC  AD.AF  PG.PH  EK.EL  _ 
AB.AC  •  PD.PF  •  EG.EH  '  MK.ML  ""  '' 
on  voit  qu'elle  exprime  la  relation  démontrée  par  Carnot 
sur  les  segments  déterminés  par  une  conique  sur  les  quatre 
côtés  d'un  quadrilatère  quelconque.  Le  même  mode  de  dé- 
monstration permettrait  d'étendre  le  même  théorème  à  un 
pentagone,  à  un  hexagone,  à  un  polygone  quelconque. 

§  7.  —  «  Nous  démontrerons  aussi  la  propriété  suiyante 
dont  le  premier  inventeur  est  M.  Desargues,  Lyonnais,  un 
des  grands  esprits  de  ce  temps  et  des  plus  versés  aux 
mathématiques  et  entre  autres  aux  coniques,  dont  les  écrits 
sur  cette  matière,  quoique  en  petit  nombre,  en  ont  donné 
un  ample  témoignage  à  ceux  qui  auront  voulu  en  recevoir 
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rintelligence.  Je  veux  bien  avouer  que  je  dois  le  peu  que 
j'ai  trouvé  sur  cette  matière  à  ses  écrits  et  que  j'ai  tâché 
d'imiter,  autant  qu'il  m'a  été  possible,  sa  méthode  sur  ce 
sujet  qu'il  a  traité  sans  se  servir  du  triangle  par  l'axe,  en 
traitant  généralement  de  toutes  les  sections  du  cône  (1). 
La  propriété  merveilleuse  dont  il  est  question  est  telle  : 
si  dans  le  plan  MSQ  {fig.  H),  il  y  a  une  section  de  cône 
PQV,  dans  le  bord  de  laquelle,  ayant  pris  les  quatre  points 


Fig,  44, 

K,  N,  0,  V  soient  menées  les  droites  KN,  KO.  UN,  VO, 
de  sorte  que  par  un  même  des  quatre  points  ne  passent 
que  deux  droites  et  qu'une  autre  droite  coupe  tout  le  bord 
de  la  section  aux  points  R,  X;  que  les  droites  KN,  KO, 
VN,  VO  aux  points  U,  Y,  Z,  8,  je  dis  que  le  rectangle  des 
droites  ZR,  ZX  est  au  rectangle  des  droites  YR,  YX  ainsi 
que  le  rectangle  de  Z8,  ZU  est  au  rectangle  Y8,  YV.  » 

Note  7.  —  On  peut  énoncer  ainsi  le  théorème  :  soit  KOVN 
un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique,  si  une  transver- 
sale quelconque  rencontre  les  quatre  côtés  et  la  courbe  en 
six  points,  8,  U  ;  Z,  Y;  R,  X  ;  on  a  la  relation  : 

ZR.ZX  Z8.ZU 


YR.YX 


Y8.YU 


(1)  Si  on  appelle  axe  d'un  cône  quelconque  à  base  circulaire,  la  droite  qui 
joint  le  sommet  au  centre  de  la  base,  le  triangle  par  l'axe  est  l'intersec^tion  du 
cône  par  le  plan  passant  par  cet  axe  et  perpendiculaire  à  la  base.  Apollonius 
n'employait  comme  plans  sécants  que  les.  plans  perpendiculaires  au  triangle  par 
l'axe. 


.T^- -^'-Zm-n^  I.-  ii^xr^-:-'^.  _^ajg[    i-.g,..^ 


.    _î3g_ 

Les  deux  côtés  KO,  VN  se  rencontrent  en  G;  considérons 
le  triangle  GZY  dont  chaque  côté  rencontre  la  conique  en 
deux  points,  appliquant  aux  segments  déterminés  sur  chaque 
côté  du  triangle  la  relation  démontrée  (note  8)  connue 
aujourd'hui  sous  le  nom  de  théorème  de  Carnot,  nous  avons: 
ZR.ZX         YO.YK         GN.GV 


YR.YX    •     GO.GK    '     ZN.ZV 


ZR.ZX    _   GO.GK         ZN.ZY 
^^  YR.YX   "■    YO.YK    '    GN.GV*  ^^ 

Le  triangle  GZY  est  rencontré  par  les  deux  transversales 
VM,  KS,  donc  : 

8Z        OY        YG    _  ZS    _    VZ.OG 

ÎY   •    OG    •    VZ     "~  '  ^^  Y8   ""   VG.OY  ^^ 

ZU       KY       NG  ZU  _  GK^    JîZ 

YU  •    GK  •    NZ    ""  '  ^^  YU  ~  KY    '  NG      ^^^ 

multipliant  (2)  par  (3) 

ZS       ZU    _  GO.GK       ZN.ZY 

Y8    •   YU    "■  YO.YK  '   GN.GV  ^  ^ 

comparant  (1)  et  (4)  les  seconds  membres  étant  identiques, 

ZR.ZX  Z8.ZV 

on  conclut  ;  =  ,  c.  a.  f.  d. 

YR.YX  Y8.YV  ^ 

Cette  relation  a  été  appelée  par  Desargues  relation  d'invo- 

lution.  Six  points  8,  U;  Z,  Y;  R,  X,  étant  donnés,  le  rapport 

anharmonique  de   quatre  d'entre  eux  pris   dans  les  trois 

groupes  égale  le  rapport  anharmonique  des  quatre  autres  ; 

ainsi  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  Z,  Y,  R,  U 

égale  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  Y,  Z,  X,  8, 

,    ,  ^  ^.  ZR.YU  YX.Z8 

c  est-à^ire  :  ^^^-^  =  ^.^^^ 

que  Ton  peut  écrire  : 

ZR.ZX  Z8.ZU 


YR.YX         Y8.YU  ' 
relation  précédente. 

Ce  théorème  de  Desargues  est  aussi  fécond  que  Thexa- 
gramme  mystique  de  Pascal.  Nous  en  indiquerons  plus  loin 
quelques  conséquences  importantes. 

§8. — «Nous démontrerons  que  si  dans  le  plan  de  l'hyperbole 
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ou  de  Tellipse  ou  du  cercle  AGTE  (fig.  42),  dont  le  centre  est 
G,  on  mène  la  droite  AB  touchante  au  point  A  la  section,  et 
qu'ayant  mené  le  diamètre  AT,  on  prenne  la  droite  AB  dont 
le  carré  soit  égal  au  rectangle  de  la  figure,  et  qu'on  mène 
GB,  alors  quelque  droite  qu'on  mène  comme  DE  parallèle 


Fig.  4i. 

à  la  droite  AB  coupante  la  section  en  £  et  O,  el  les  droites 
AG,  GB  aux  points  D,  F,  si  la  section  AGE  est  une  ellipse 
ou  un  cercle,  la  somme  des  carrés  des  droites  DE,  DF  sera 
égale  au  carré  de  la  droite  AB,  et  dans  l'hyperbole  la 
différence  des  mêmes  carrés  des  droites  DE,  DF  sera  égale 
au  carré  de  la  droite  AB.  » 

Note  8,  —  Nous  avons  dû  interpréter  les  mots  de  Pascal, 
rectangle  de  la  figure  par  le  carré  du  demi-diamètre  conjugué 
parallèle  à  la  tangente  AB.  Soit  GK  le  demi-diamètre  con- 
jugué de  GA  parallèle  à  la  tangente  AB.  Appelons  GA  =  a 
GK  =  6;  AB*  =  6». 

D'après  la  note  5,  on  a  : 

DE«  GK»  6* 


donc 


or 


AD.DT 

DE*  = 

DF    _ 
AB    " 


GA' 


a' 


a' 


AD(2a  —  AD)  ; 


CD 
GA 


a  — AD 


a 
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d'oîi  DF«  ==  — L  (a  —  AD)»  ; 

par  suite  DE»  +  DF«  =  — 1  A.D(2a  —  AD)  +  -^  (a  —  AD)« 

=  2  -^  AD ÎL.  AD«  +  6«  —  2  -—  AD  -f -1-  AD», 

donc  DE»  +  DF»  =  fe»  c.  q.  t  d. 

Si  la  conique  était  une  hyperbole,  la  même  démonstration 
prouverait  que  DF»  —  DE»  =  6». 

§  9.  —  «  Nous  déduirons  aussi  quelques  problèmes,  par 
exemple  :  D'un  point  donné  mener  une  droite  touchante  une  sec-- 
tion  de  cône  donnée. 

9  Ti'ouver  deux  diamètres  conjugués  en  angle  donné. 

D  Trouver  deux  diamètres  en  angle  donné  et  en  raison  donnée. 

»  Nous  avons  plusieurs  autres  problèmes  el  théorèmes  et 
plusieurs  conséquences  des  précédents.  Mais  la  défiance  que 
j'ai  de  mon  peu  d'expérience  et  de  capacité,  ne  me  permet 
pas  d'en  avancer  davantage  avant  qu'il  ait  passé  à  l'examen 
des  habilea  qui  voudront  nous  obliger  d'en  prendre  la  peine  ; 
après  quoi,  si  l'on  juge  que  la  chose  mérite  d'être  conti- 
nuée, nous  essayerons  de  la  pousser  jusqu'oh  Dieu  nous 
donnera  la  force  de  la  conduire.  » 

Note  9.  —  Nous  abrégerons  dans  cette  dernière  note  les  dé- 
veloppements nombreux  qu'exigerait  ce  paragraphe.  Il  nous 
suffira  d'indiquer  comment  Pascal  pouvait  résoudre  le  pro- 
blème de  mener  par  un  point  extérieur  une  tangente  à  une 
conique  déterminée  par  cinq  points.  D'après  le  troisième 
manuscrit  que  Leibnitz  avait  sous  les  yeux  et  dont  il  nous 
a  conservé  le  titre^  nous  sommes  porté  à  croire  que  Pascal 
employait  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui  :  la  théorie 
des  pôles  et  polaires. 

1.  Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  menons 
des  sécantes  et  cherchons  le  lieu  géométrique  des  conjugués 
harmoniques  du  point  donné  par  rapport  aux  points  d'inter- 
section de  la  conique  et  de  la  sécante. 

Soient  PBA,  PDG  (fig.  43)  deux  sécantes  quelconques, 
F,  E  les  conjugués  harmoniques  de  P  par  rapport  è  A  et  B; 
G  et  D.  Menons  les  droites  AD,  BG,  elles  se  coupent  sur  FE; 
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soit  M  le  point  de  concours  de  BG  et  de  FE;M  le  point  de 
concours  de  AD  et  FE. 

Le  triangle  AFE   rencontré  par  les   deux  transversales 
âD,  BG,  donne  : 

FM        ED        AP  FM'        CE 


BP 


EM    •    PD    ■ 
Mais  à  cause  de 


AF 
ED 


=  I. 


GE 


ME 
AP 


GD 
BP 


BF 

résultant  des 
FM         FM' 


EM 


EM 


t  y 


PD  CD    '   AF         BF 

divisions  harmoniques  de  AB  et  AD,  on  a  ; 

donc  M  et  M'  coïncident. 
On  verrait  de  môme  que  AG  et  BD  se  coupent  sur  EF. 
Les  tangentes  en  A  et  B  à  la  conique  se  rencontrent  sur 

la  même  droite  FE.  Con- 
sidérons Thexagone  ins- 
crit AADBBCA  dont  deux 
côtés  en  A,  B  sont  infi- 
niment petits,  et  ont 
pour  directions  les  tan- 
gentes en  A  et  B;  les 
côtés  opposés  AA,  BB; 
AD  et  BC;  BD  et  AG  se 
rencontrent  en  trois 
points  en  ligne  droite  ; 
donclepoint  de  concours 
H  des  deux  tangentes  en 
A  et  B  est  sur  EF;  il 
en  sera  de  même  des 
tangentes  en  G  et  D. 

Or  la  droite  EF  est 
déterminée  par  le  point 
H  où  concourent  les 
tangentes  en  A  et  B  et 
le  point  F,  conjugué  harmonique  de  P  par  rapport  à 
AB;  donc  le  lieu  des  points  E  est  la  droite  HG  que  Ton 
peut  construire  en  menant  par  le  point  P  deux  sécantes 
quelconques,  et  déterminant  soit  les  points  d'intersection 
M  et  N  des  droites  AD,  BG,  AG,   BG  ;  soient  les  points 


Fig,  43, 
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H,  L,  011  concourent  les  tangentes  en  A,  B  ;  G,  D  ;  soit  en 
déterminant  les  conjugués  harmoniques  F,  E,  etc.,  du  point 
P  par  rapport  à  toutes  les  sécantes  de  la  conique  issues  de  P. 

On  verrait  de  môme  que  si  par  N  on  mène  différentes 
sécantes,  le  lieu  géométrique  des  conjugués  harmoniques 
de  N  par  rapport  aux  points  d'intersection  de  la  conique  et 
des  sécantes  est  la  droite  PK. 

Incidemment,  nous  pouvons  remarquer  le  théorème  énoncé 
par  Pascal  dans  le  n®  3  de  ses  manuscrits;  si  un  quadrila- 
tère HILK  est  circonscrit  à  une  conique,  les  diagonales  de 
ce  quadrilatère  se  rencontrent  au  point  M,  oh  concourent 
les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés 
opposés. 

2.  Si  par  le  point  P  on  mène  deux  tangentes  à  la  conique, 
les  points  de  contact  ne  sont  autre  chose  que  les  points  R,S, 
oh  la  droite  EF  rencontre  la  conique.  En  effet,  faisons 
tourner  la  sécante  PB  autour  du  point  P,  les  tangentes 
aux  points  d'intersection  A  et  B  se  coupent  toujours  sur 
EF;  donc,  lorsque  le  point  A  se  confondra  avec  S,  le  point  B 
devra  aussi  se  confondre  avec  S  et  la  sécante  deviendra 
tangente  en  S  ;  de  même  R  sera  le  point  de  contact  d'une 
seconde  tangente. 

Le  problème  de  mener  par  P  des  tangentes  à  la  conique 
revient  donc  à  déterminer,  comme  nous  avons  appris  à  le 
faire,  la  droite  EF  et  à  trouver  les  points  ou  elle  rencontre 
la  conique. 

Si  nous  considérons  les  deux  tangentes  en  A  et  B,  on 
peut  les  regarder  comme  les  directions  de  deux  côtés  infi- 
niment petits  d'un  quadrilatère  AABB  ;  AB  représente  deux 
autres  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  la 
conique;  la  transversale  HM  rencontre  la  courbe  en  S  et  R, 
les  côtés  opposés  en  H,  H;  F,  F;  on  a  donc  d'après  le 
théorème  de  Désargues 

HR.HR    _   FR.FR  HR   _    FR 

HS.HS    ^     FS.FS     °^    HS    ■"    FS  ' 
c'est-à-dire  que  les  points  cherchés  R,  S  divisent  harmoni- 
quement  la  droite  FH;  on  verrait  de  la  même  manière  que 
que  ces  points  R,  S  divisent  harmoniquement  la  droite  EL. 
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Soit  0  le  milieu  de  RS,  on  doit  avoir  OS»  =  OH.OF,  OR» 
=  OE.OL  ;  la  question  revient  à  trouver  sur  RS  un  point  O 
d'égale  puissance  par  rapport  aux  extrémités  des  segments 
HF,  EL,  problème  que  Ton  résout  aisément,  comme  on  le 
sait,  en  menant  par  H,  F  et  E,  L  deux  circonférences  qui 
se  coupent;  leur  corde  commune  rencontre  EF  au  point 
cherché  0. 

3.  Nous  n'insisterons  pas  sur  la  marche  à  suivre  pour  déter- 
miner l'intersection  d'une  conique  donnée  par  cinq  points 
avec  une  droite  quelconque;  elle  est  comprise  implicite- 
ment dans- ce  qui  précède.  Nous  croyons  avoir  donné  assez 
de  développement  aux  importants  théorèmes  énoncés  par 
Pascal,  son  hexagramme  mystique,  les  théorèmes  de  Gamot, 
celui  de  Désargues  et  le  théorème  relatif  aux  rapports  exhar- 
moniques, pour  justifier  cette  opinion  de  Leibnitz  que  Pascal 
était  en  possession  d'une  théorie  géométrique  complète 
des  coniques  ;  et  celle  de  M.  Chasles,  qu'il  est  avec  Désargues 
au  premier   rang  des  fondateurs  de  la  géométrie  moderne. 


AVIS 


Nous  n'avons  pas  reçu  de  solution  des  questions  132,  186,  190, 192,  212,  213. 
2ii.226,  233,  236,  237. 

Nous  prions  nos  lecteui*s  de  vouloir  bien  nous  faire  parvenir  les  questions 
d'eianien  du  baccalauréat  données  dans  les  diverses  facultés,  en  novembre  et 
avril,  et  les  questions  de  concours  académiques,  aussitôt  qu'ils  les  connaîtront. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KOEHLER. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

DE  LA  PARABOLE 

ET    DE    LEURS    PROPRIÉTÉS 
Par  M.  lianno j»  maître  répétiteor  au  Lycée  Louis-le-Graad. 

[Suite^  Yo'iT  p.  145  et  suit.) 


IV 


PARABOLE 


XXXVIL  Définition.  —  La  parabole  est  une  courbe  plane 
telle  que  chacun  de  ses  points  est  également  distant  d*une  droite 
fixe  nommée  directrice  et  d*yn  point  fixa  nommé  foyer. 

Celle  définilion  montre  assez  que  Tétude  do  la  parabole 
est  intimement  liée  à  celle  que  l'on  vient  de  faire  do  Tellipse 
et  de  rhyperbole,  et  qu'elle  doit  se  faire  de  la  môme  manière. 
Pour  cela,  il  faut  se  reporter  à  réquation  fondamentale  qui 
a  donné  les  propriétés  générales  de  Tellipse  et  de  l'hyper- 
bole, savoir 

(??i*  —  n*)x^  —  2dm*x  +  m*(/i*  +  d*)  =  o. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on 

m 
par  définition, 


a 


=±   I   ou 


n 


m=^n;  alors  le  coefficient  dex* 
s*annule  et  Tune  des  racines  de 
cette  équation  devient  infinie; 
l'autre  est  donnée  par  la  relation 

A«  +  d» 


X  = 


2d 


(i) 


Soient  (fig,  16),  F  le  foyer,  0 
la  directrice  d'une  parabole,  FD 
perpendiculaire  à  la  directrice; 
d'après  ce  qui  précède,  toute  pa- 
rallèle à  Fi)  possède  un  point 
de  la  courbe  à  une  dislance  in&nie  et  un  second  point  M 

JOUaiUL  DB  MATH.  1880.  16 


Fij.  16. 
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déterminé  par  la  relation  (i);  on  peut  donc  dire  encore  qpie 
toute  parallèle  à  FD  contient  deux  points  de  la  courbe  et  en 
conclure  que  la  parabole  est  une  courbe  du  second  degré, 

XXXVIII.  —  La  parabole  est  une  cowrhe  à  branches  infinies 
possédant  un  axe  de  symétrie, 

La  relation  (1)  est  indépendante  du  signe  de  A;  si  donc  on 
mène  de  part  et  d'autre  de  FD  deux  parallèles  à  cette  droite 
à  la  distance  A,  les  deux  points  M  et  M'  de  la  courbe  situés 
sur  ces  parallèles  seront  également  distants  et  de  la  droite  FD 
et  de  la  directrice  D;  ces  deux  points  seront  donc  S3^métri- 
ques  par  rapport  à  FD. 

Remarque.  —  Pour  A  =  o,  la  relation  (1)  donne 

d 

le  point  correspondant  S  est  donc  à  égale  distance  du  foyer 
cl  de  la  directrice,  ce  qui  était  évident;  c'est  le  sommet  de 
la  parabole. 

A  toute  valeur  de  h  correspond  pour  x  une  valeur  réelle  ; 
donc  toute  parallèle  a  FD  contient  un  point  de  la  courbe, 
défini  par  l'équalion  (1);  de  plus,  x  augmente  avec  h,  c'est- 
à-dire  que  les  points  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  plus 
en  plus  grandes  de  /i,  s'éloignent  de  plus  en  plus  de  la  di- 
rectrice et  donnent  naissance  des  deux  côtés  de  l'axe  à  deux 
branches  infinies  symétriques. 

XXXIX.  Théorème.  —  La  parabole  est  la  limite  vers 
laquelle  tend  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  un  des  foyers  et 
la  directrice  correspondante  restent  fixes  tandis  que  Vautre  foyer 
s'éloigne  indéfiniment  du  premier. 

On  a  vu  que  la  position  du  centre,  du  second  foyer  et  de 
la  seconde  directrice  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  dépen- 

dait  de  la  relation  =  — —, 

2  m«  —  n* 

X  et  x'  étant  les  racines  de  l'équation  que  l'on  sait;  si  l'on 

m 
suppose  que  le  rapport  —  varie  de  manière  à  devenir  égal 
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à  I,  cette  somme à  la  limite  devient  infinie,  c'est- 

à-dire  que  le  centre  est  rejeté  à  l'infini,  de  môme  que  le 
second  foyer  et  la  seconde  directrice;  la  courbe  est  devenue 
une  parabole. 

Remarque  I.  —  Dans  Thypothèse  précédente,  une  seule 
longueur  est  restée  fixe;  c'est  la  distance  d;  elle  porte  le 
nom  de  'paramètre]  c'est  évidemment  la  longueur  qui  définit 
une  parabole;  on  la  désigne  par  p. 

Remarque  IL  —  Dans  Tellipsc  et  dans  l'hyperbole,  cette 

distance  à  a  pour  expression  — ,  en  fonction  des  axes;  or 

dans  la  transformation  en  parabole  d'une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole,  les  longueurs  a,  6,  c  sont  devenues  très  grandes; 

seule  la  quantité — ,  ou,  puisque —  =  i   à  la  limite,  la 

c  a 

quantité  —  reste  ^vn^  ;  donc,  la  parabole  est  la  imite  d'une 
a 

ellipse  ou  d'ujie  hyperbole  dont  un  foyer  et  la  directrice  corres- 
pondante restent  fixes  et  la  longueur  des  axes  augmente  indé- 

b« 
finiment^  le  rapport —  ayant  une  limite  finie, 

a 

XL.  Théorème.  —  Le  carré  d^une  corde  perpendiculaire  à 
Vaoce  est  proportionnel  à  la  distance  ds  cette  corde  au  sommet. 

Soit  (fig.  16)  MM'  une  telle  corde,  2h  sa  longueur; on  a,  en 
vertu  de  la  relation  (i)  dans  laquelle  on  a  remplacé  rf  par  p 

h^  z=  2px  —  p2  =  2p  (  X ^  ] 

or,  d'après  la  figure, 


donc  MM^  =  8p  X  SQ 

Remarque.  —  Si  l'on  définit  un  poinL  d'une  parabole  par  sa 
distance  MQ  =  y  à  l'axe,  ou  ordonnée,  et  par  sa  distance  SQ=ir 
à  la  tangente  au  sommet,  ou  abscisse,  on  voit  que  chaque  point 
satisfait  à  la  relation         y^  =  2px 
qui  est  ïéquation  de  la  parabole. 
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XLI.  Théorème.  —  Réciproquement,  le  lieu  des  points  tels 
que  le  carré  de  leur  distance  à  une  droite  fixe  est  proportionnel 
à  leur  distance  à  une  autre  droite  perpendiculaire  à  la  première, 
est  une  parabole. 

Soient  (fig.  17}  Sa;  et  Sj/  les  deux  droites  rectangulaires,  M 
un  point  du  lieu,  c'est-à-dire,  tel  que  k  étant  une  constante, 
on  ait  MQ^  =  2ASQ 


Fig.  a. 

Si  Ton  prend  QN  =  k  et  si  au  point  M  on  élève  la  perpen- 
diculaire MT  à  MN,  le  triangle  rectangle  TMN  donne 

MQ^  =  TQ  X  QN  =  TQ  X  k 
Des  deux  relations  précédentes,  on  conclut  évidemment 

TQ  =  2SQ 
ou  que  le  point  S  est  le  milieu  de  TQ. 
Cela  étant,  soient  les  points  F  et  D,  de  part  et  d'autre  du 

point  S,  et  tels  que      SF  =  SD  =  — 

il  est  facile  de  voir  que  le  point  F  est  le  milieu  de  TN  et 
par  suite  que  MF  =  FT;  de  plus,  la  figure  montre  que 

TF  =  TS  +  —  =  DS  +  SQ  =  DQ  =  MP 
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d'où  résulte  évidemment  l'égalité 

MF  =  MP 
qui  constitue  la  définition  même  de  la  parabole,  le  point  F 
étant  fixe  de  même  que  la  droite  DP,  parallèle  à  Sj/. 

XLII.  Thôorôme.  —  Le  lieu  des  milieux  des  cordes  paral- 
lèles à  une  direction  donnée  est  une  parallèle  à  Vaxe. 

Soient  (fig.  48)  M  et  M'  deux  points  tels  que  la  corde  MM' 
fasse  avec  Taxe  un  angle  donné  Ô;  MQ  et  MQ'  deux  perpen- 
diculaires à  Taxe;  on  a  (XL,  Remarque), 

WT  =  2p  X  SQ' 
Mîf  =  2p  X  SQ 
et,  en  faisant  la  soustraction,  membre  à  membre, 

ITîT  -'W  =  2P(SQ'  -  SQ) 
Soit  MN,  parallèle  à  Taxe  ;  la  figure  montre  que 

i    M'MM       *    .         M-N  MQ  -MQ 

tg  M  MN  ou  tg  6  =  -^^  =    SQ'  -  SQ 

or,  la  relation  précédente  peut  s'écrire 

MQ'  —  MQ  2p 


SQ'  —  SQ 
donc,  on  a  l'égalité        tg  6  = 


M'Q'  +  MQ 

2p 

M'QMQ'  + 


qui  prouve  que  la  somme  M'Q'  +  ^Q  ^^ 

constante  pour  un  angle  donné 
6;  or  cette  distance  est  précisé- 
ment celle  du  milieu  I  de  la 
corde  MM'  à  l'axe,  donc  ce  point 
décrit  une  parallèle  à  l'axe  lors- 
que la  corde  MM'  varie  en  con- 
servant sa  direction. 

Remarque  I.  —  On  appelle  en 
général  diamètre  d'une  courbe 
le  lieu  des  milieux  des  cordes  pa- 
rallèles à  une  direction  donnée; 
dans  la  parabole,  les  diamètres 
sont  des  droites  parallèles  à 
l'axe. 


M'Q'  +  MQ 


est 


Fig.  48 
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Remarque  IL  —  La  corde  MM'  prenant  toutes  les  positions 
que  Ton  vient  de  définir,  il  arrivera  que  les  points  M  et  M' 
se  confondront;  la  droite  MM'  sera  alors  tangente  à  la  para- 
bole et  le  milieu  de  MM'  sera  le  point  de  contact.  Donc,  si 
par  un  point  d'une  parabole  on  mène  une  parallèle  à  Vaxe,  les 
cordes  parallèles  à  la  tangente  en  ce  point  seront  partagées  en 
deux  parties  égales  par  cette  parallèle,  (A  suivre.) 


FORMULES  TRIGONOMETRIQUES 

RELATIVES   AUX   ELEMENTS   d'uN   TRIANGLE   RECTILIGNE 

[Suite^  voir  p.  201  et  suiv.) 


II 
RELATIONS  ENTRE  LES  ÉLÉMENTS  D*UN  TRIANGLE  QUELCONQUE 

9.  Dans  un  triangle  quelconque  on  a 

c*  a*  —  b* 


sin  G  siîi  (A  —  B)  ' 

En  effet,  on  a 

c  a  b  a  cos  B  —  b  cos'A 


sin  G  sin  A  sin  B  sin  (A  —  B) 

d'autre  part,  on  a     c  =  a  cos  B  -f-  6  cos  A. 

Multipliant  le  premier  rapport  par  c  et  le  dernier  par  l,e 
second  membre,  il  vient 

c*       a*  cos*  B  —  b*  cos*  A  a'  —  6* 

sin  G   ""  sin  (A  —  B)  ""   sin  (A  —  B) 

en  remplaçant  les  cosinus  par  leur  valeur  en  fonction  du 
sinus  et  remarquant  que  l'on  a 

a  sin  B  r:=  6  sin  A. 

10.  Dans  un  triangle  quelconque  on  a 

4abc  sin  — ^ — sin :=  (a  —  b)(a  +  b  +  c)(a  +b — c). 

En  effet,  le  premier  membre  peut  s'écrire 

2a6c(cos  B  —  cos  A)  =r  6  .  2ac  cos  B  —  a  .   2bc  cos  A. 
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B                                       C 
cos —  cos  

2  2 

de  même  6  =  r^  c  =  rc 


C  A  ^  A  B 

cos  —  cos  —  cos  —  cos  — - 

2  2  2  2 

Or,  le  second  membre  est  égal  à 

6(a«  +  c«  —  6«)  —  o(6«  +  c»  —  a«)  =  {b  +  a){a^  —  6») 
—  c*(a  _  6)  =  (a  —  b)(b  +  a  +  c)(6  +  a  -^). 

11.  Si  A  =  2B,  on  en  déduit  S.^A  ^n  ^th^(b 

a«  =  b(b  +  c).  ^  ^      .^  0.^^4cKM. 

En  eflfet,  l'hypothèse  nous  donne  *"       *       H>ac 

sin  G  =  sin  3B.     ^^/^^^  )  _  ifelC^fJ 
Or,  la  seconde  égalité  peut  s'écrire  -  *  / 

g   _   6  +  c  _    6     ,     c   ^'^^  C(e^6l . 

b  a  a  a 

, .                     sin  A         sin  B     ,     sin  C 
ou  bien  — : — ---  := U  - 


sin  B  sin  A  sin  A  ' 

cette  égalité  devient 

sin  2B  sin  B  +  sin  3B 

sin  B  sin  2B 

ou  bien,  après  réduction, 

sin  2B  =:  2  sin  B  cos  B 
formule  connue. 

12.  On  a  les  égalités  : 

p  =  ra  cotg  — ;      p  =  n  cotg  — ;     p  =  rc  cotg  — . 

^  2  Jr 

On  en  tire 

.     A.        ,      B       ,       G 

p3  =  Va  n  Vc  cotg cotg  COtg    = 

2  2  2 

/     .     A.     ,             B     ,       ,      G\ 
ra  n  Vc  (  colg f-  cotg 1-  cotg  — j 

en  vertu  d'une  relation  connue  entre  les  angles  d'un  triangle. 

On  a  aussi  : 

.     /B    ,    C\  A 


«=ra^tg  — +  tg— j.-=r« j^ 


G    ""  A         G 

cos — cos —  cos— cos — ■ 

2  2  2  2 
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On  en  tire 

abc  =  Ta  n  Vc 


ABC 
cos  —  cos  —  cos 

2  2  2 

Donc 

COtg  — ■    +    COtg  -;;-    +    COtg  — 


abc 

sec 

A 

2 

sec  • 

B 

2 

sec  - 

C 

2 

• 

.  A 
ces* 

2 

cos* 

2 

,   C 

cos* 

2 

.    •      ,•     .     A     .     B     .      c 
sm  —  sin  —  sin  — 

.       .  2  2  2 

13.  Des  formules  qui  donnent  la  surface,  on  déduit  faci- 
lement  sinA=-r— :   siiiBi= ;sinG=— r-. 

bc  ca  ab 

on  en  tire  par  addition  ou  soustraction  : 

2S   /  I      ,      I  \  .     V    .      •     -n  C  A  —  B 

— ;-  1  =  sm  A  +  sin  B  =  2C0S  —  cos 

c     \a      '      à  J  2  2 

2S/1  ï\  .^  .A  —  B.G 


( -7- 1  =  sin  A  —  sin  B  =  2sin 

\  b  a  J 


sm 


c    \  0  a  /  2  2 

n  multipliant  membre  à  membre  il  vient  : 

2S 
Mais  puisque  sin  G  =:  -; — ,   il  vient  : 

bc 

2S  (a*  -  fe«) 

— ^  =  sm  (A  —  B). 


abc^ 

14.  Dan.s  un  triangle  on  a 

S»  =  -4-  a*^'c*  (sin*  A  sin  2B  +  sin*  B  sin  2A) 
16  ^  ' 

En  eifet,  si  je  remplace  sin  2B  et  sin  2A  par   leur  valeur, 

on  trouve 

S'  =  —^  a*6*<  *  sin  A  sin  B  (sin  A  cos  B  +  sin  B  cos  A) 

o 

ou    S3  =  -—  a*t*c*  sin  A  sin  B  sin  G. 
o 
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Or,  on  a     28  =  ab  sin  G  =  bc  sin  k  =  ca  sin  B 
en  multipliant,  on  trouve 

8S'  =  a^b^c*  sin  A  sin  B  sin  G  : 
c'est  la  formule  è  établir. 

iS.  Si  dans  un  triangle  on  a  les  deux  relatiom 

a»  +  b»  —  c»  AH  3 

=  c*,        sm  A  sm  B   — 


a  +  b  —  c  4 

le  triangle  est  équilatéral. 

En  efTet,  la  première  relation  donne,  après  simplification 

a»  +  6»  =  (a  +  6)c«; 
ou  bien,  en  divisant  par  (o  +  b),  qui  n'est  pas  nul, 

a»  +  6*  —  a6  ==  c«. 

Donc  déjà  cos  G  =  —  et  G  =  60®; 

2 

par  suite,  A  +  B  =  120°. 

La  seconde  relation  donne 

3 
cos  (A  —  B)  —  cos  (A  +  B)  =  — ; 

comme  cos  (A  -j-  B)  = , 

on  a  cos  (A  —  B)  =  i, 

ou  A  —  B  =  0. 

Donc  A  =  B  =  60. 

(A  suivre.) 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 


CONCOURS  DE  1880 

Composition  de  mathéoiatiques  (trois  heures). 

Première  Question.  —  Calcul  logarithmique.  —  Calculer  la 
valeur  de  x  donnée  par  la  formule 

X  =  Rj^sm*  a  s  m*  p  —  cos^  a  cos^  fî  , 
dans  laquelle 

R  =  6366'»,73,    %  =  67°42'28",     ^  =  48°53'i7'. 
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On  a  sin*  a  sin*  ^  —  cos"  a  cos*  p  =  (sin  a  sin  (3  -(-  cos  a 
cos  ^)(sin  a  sin  p  —  cos  a  cos  f  )  =  —  cos  (a  —  p)  cos  (a  -f  ?) 
=  cos  (a  —  p)  cos  (  1 80®  —  a  —  p). 

Donc     log   X  =  log  R  -| log  cos  (a  —  p) 

il 

H log  C06  (180®  —  a  —  P)- 

a  —  f>  =   18^49'  II' 
i8o<>—  a—  p  =  63«  24   i5" 
log  6366,73  =  3,8039164  4 

~—  log  cos  18°  49'  I  r  =  7,9880690  9 

—  log  cos  63®  24  i5'  =  1,8254906  7 
2 

log  ce  =  3,6174762 

05  =  4144,539 

2®  Question.  —  On  donne  un  côtie  à  base  circulaire  dont  h 
est  la  hauteur  et  R  le  rayon  de  base^  et  Von  demande  de  déter- 
miner la  quantité  x  dont  il  faut  diminuer  la  hauteur  et  augmenter 
le  rayon  pour  que  le  cône,  ayant  h  —  x  pour  hauteur  e^  R  -(-  x 
pour  rayon  de  base,  soit  équivalent  au  cône  donné,  —  Le  problème 
est-il  toujours  possible? 

L'équation  du  problème  est 

-1-  ^'^'^  =  4-  ^  (I^  +  ^)"  (4  -  ^)- 
OU  bien,  en  développant,  supprimant  le   facteur  commun 

-—-  ttR*,  et  divisant  par  x,  ce  qui  revient  à  écarter  la  solution 
3 

x  =  o  :        a?»  —  oc  (/i  —  2R)  +  R*  —  2R/1  =  o. 
Les  valeurs  de  x  sont  données  par  la  formule 

__    A  —  ?R  ±  \/  /i»  +  4^R 

2 
On  voit  qu'elles  sont  toujours  réelles;  mais,  d'après  re- 
noncé, on  doit  rejeter  les  valeurs  négatives. 
Le  produit  des  racines  est  R(R  —  2A),  leur  somme  est 

h  —  2R.  Si  Ton  a  A  <  — ,  le  produit  est  positif,  la  somme 

négative  ;  donc  les  deux  racines  sont  négatives  et  inadmis- 


—  2S1  - 

sibles;  il  faudrait  diminuer  lera^on  et  augmenter  la  hauteur, 
ce  qui  est  contraire  à  l'énoncé. 

Lorsque  h  est  plus  grand  que  — ,  le  produit  est  négatif, 

la  somme  négative  ou  positive,  suivant  que  l'on  a  A  <  2R  ou 
h  >  2R.  Il  y  a  donc  toujours  dans  ce  cas  une  racine  admis- 
sible, et  il  n'y  en  a  jamais  plus  d'une. 

3*  Question.  —  Inscrire  dans  un  secteur  circulaire  donné  AOB, 
dont  l'angle  au  centre  0  vaut  45^,  le  rectangle  dont  la  diagonale 
est  minimum j  un  côté  du  rectangle  étant  placé  sur  le  rayon  OA. 
On  donnera  la  valeur  de  la  diagonale  et  celle  du  rapport  des  deux 
côtés  du  rectangle. 

Soit  CDEF  le  rectangle  inscrit;  prenons  pour  inconnue 
l'angle  AOE  =  a?.  On  a  DE  =  R  sin  x,  CD  =  R  cos  x  ~  OC, 
et  comme  OC  =  GF  =  DE,  CD  =  R  (cos  x  —  sin  x). 

En  appelant  d  la  diagonale,  on  aura 

R*  sin*  X  +  R*  (cos  x —  sin  ce)'  =  d* 

ou  bien  i  -f-  sin*  x  —  2  sin  a?  cos  x  =  -g^. 

I  —  cos  2X 

Cette  équation  devient,  en  remplaçant  sin*  x  par : 

il 

2d* 
2  sin  IX  +  cos  2CC  =  3 =— - 

,      I  3R*  — 2rf2 

ou  Sm  20?  -| cos   2£C    =  — 


2R« 

D'après  la  méthode  bien    connue,  il  suffit  de   poser  — 

=  tg  (p  (d'où  cos  (p  =  — =  )  pour  obtenir  l'équation  simple 

v/5/ 

.    ,       ,     ,         3R-i  —  2d*  3R*  —  2d* 

sm  iix  4-  ®)  = =- cos  9  =: = — . 

^^  2R*  ^  Ri  ^5 

Le  second  membre  doit  être  compris  entre  —  i  et  -j-  i,  ce 
qui  donne  les  inégalités  3R*  —  2d*  <  R*  v  ^  ®^  ^rf*  —  3R* 
>  R*  v/^. 

La  première  donne  le  minimum  demandé;  d^  doit  être 

j{«n 71;  ) 

plus  grand  que  — • .  On  voit  sans  peine  que  le  mini- 
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mum  de  la  diagonale  est  égal  au  plus  grand  segment  du 
rayon  divisé  en  moyenne  et  exlrème raison;  car  ce  segment 

a  pour  valeur  — ^ i-  et  son  carré  est  — ^ !!-— i-  ou 

R2(3  _  ^T) 


2 

Calculons  les  côtés  du  rectangle  et  leur  rapport.   On    a, 
pour  le  minimum  de  d*,  sin  (205  +  9)  =  i .  Donc 

203  =  90®  —  <p,     sin  2X  =  COS  <p  =  -^^ — , 

Je 

I 

COS  2îr  =  sm  9  =  — =• 

>/5 


sin  X  =  ^  '  ^  ■'        A  /    V 


COS  ce 


2  v/5 


2  v/5 


Le  carré  du  côté  DE  est  DE»  =  R«  sin*  x  = 


2  v/5 
_    R'(5— 2  y/T) 

10 
De  même  CD»  =  R"  (cos  x  —  sin  ce)*  =  R*(i  —  sin  2a') 

_   R«(5— 2^/5)" 

5 

Enfin  51!  =    'o-4v^  ^  (5  -  v/5J(io  +  4,75) 
IM?  5  —  TT  20 

3  +  yr  _  6  +  2^ 

2  ~  4 

«t  DE    _  7?+» 

DG    ~         2 
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GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 


On  donne  :  4°  un  plan  PaP'  dont  les  traces  font  avec  la  ligne 
de  terre  des  angles  PaY  =  45^^  ;  P'aY  =  2t&^;  et  ^  un  point 
S  situé  dans  ce  plan  à  42  millimètres  en  avant  du  plan  vertical 
de  projection,  et  à  54  millimètres  au-dessus  du  plan  horizontal; 

On  demande  : 

4^  De  construire  les  projections  d'une  pyramide  triangulaire 
SABG.  ayant  pour  sommet  le  point  S  et  s'appuyant  sur  le  plan 
horizontal  par  sa  base  ABC  [le  point  A  étant  le  plu^s  éloigné  de 
la  ligne  de  terre),  au  moyen  des  données  suivantes  :  le  plan  de 
la  face  ASC  est  perpendiculaire  au  plan  PaP',  et  fait  un  angle 
de  72°  avec  le  plan  horizontal  ;  la  face  ASB  est  située  dans  le 
plan  PxP'  ;  l'angle  plan  ASC  =  j5^;  l'angle  plan  ASB  =  66^; 
2°  de  mpïier  par  le  centrée  de  gratnté  G  de  la  pyramide  un 
plan  perpendiculaire  à  la  droite  SG,  qui  joint  ce  centre  de  gra- 
vité au  sommet  S,  et  de  construire  les  projections  de  la  section  faite 
par  ce  plan  dans  le  solide. 

Rappelons  d'abord  que  pour  trouver  le  point  S,  on  prend 
rintersection  de  l'horizontale  du  plan  ayant  une  cote  de  54 
millimètres  avec  la  ligne  de  front  du  plan  ayant  un  éloigne- 
ment  de  42  millimètres. 

I.  Projection  de  la  pyramide,  —  Par  (a',s'),  je  mène  une  per- 
pendiculaire {sr,sr)  au  plan,  et  je  cherche  sa  trace  hori- 
zontale {ry)\  par  le  môme  point  (5,5')  je  mène  une  ligne  de 
front  (sk.sk')  dont  la  projection  verticale  fasse  avec  la  ligne 
de  terre  l'angle  de  72**,  et  de  s  comme  centre,  avec  sk  pour 
rayon  je  décris  une  circonférence  ;  je  mène  par  le  point  r 
une  tangente  rA  à  cette  circonférence  ;  c'est  la  trace  de  la 
face  ASC  de  la  pyramide.  Cette  trace  rencontre  aP  au  point 
A;  SA  est  l'une  des  arêtes  de  la  pyramide.  Pour  avoir  les 
autres  sommets  de  la  base,  je  rabats  d'abord  le  plan  PaP' 
autour  de  sa  trace  horizontale;  j'ai  ainsi  le  rabaitement 
ASi  de  l'arête  SA,  et  je  fais  au  point  S^  un  angle  AS^B  =  66^; 
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le  point  B,  ou  S^B  rencontre  aP  est  le  second  sommet  de  la 
base  ;  de  même,  je  rabats  le  plan  de  la  face  ASC  autour  de 


r    H. 


S, 


r\  ;  il  me  suffit  pour  cela  de  mener  de  s  une  perpendiculaire 
sur  la  trace,  et,  du  point  A  comme  centre,  avec  AS^  pour 
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rayon,  de  décrire  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  perpendicu- 
laire précédente  en  S,  ;  ensuite,  je  mène  S^C,  faisant  avec 
AS,  un  angle  de  75°  ;  le  point  G  est  le  troisième  sommet  de 
la  base.  —  J'ai  donc  les  sommets  de  la  pyramide  en  projec- 
tion horizontale.  Les  sommets  A,B»C  se  projettent  verticale- 
ment sur  la  ligne  de  terre  ;  par  suite  je  puis  compléter  les 
projections  de  la  figure. 

IL  Plan  sécant  et  section  plane.  —  Le  centre  de  gravité  G  de 
la  pyramide  s'obtient  de  la  manière  suivante  :  on  prend  le 
point  0  d'intersection  des  médianes  de  la  base  ABC  ;  enjoint 
le  point  S'  au  point  0,  et  on  prend  OG  égal  au  quart  de  OS. 

Le  plan  sécant  passant  par  ce  point  G  sera  déterminé  par 
ses  traces;  sa  trace  horizontale  rencontre  en  c  et  cl  la  base 
de  la  pyramide:  on  a  ainsi  deux  points  de  Tintersection.  Pour 
avoir  d'autres  points  de  l'intersection,  je  prends  l'intersection 
du  plan  Q'f>P  avec  le  plan  donné  P'aP,  qui  contient  la  face 
ASB  ;  cette  droite  d'intersection  rencontre  SB  au  point  (/*,/") 
et  SA  au  point  (e,e')  ;  en  joignant  le  point  (d,d')  au  point  (/",/') 
et  le  point  (CyC),  au  point  {e,e),  on  aura  l'intersection  com- 
plète. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS  A  SAINT-GYR 


—  Calculer  en  fonction  des  trois  côtés  d'un  triangle  la  médiane,  la  bissectrice 
et  la  hauteur  issues  du  sommet  À,  ainsi  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

—  Par  le  sommet  d'un  triangle  ABC.  mener  une  droite  AX  telle  que  le  produit 
des  projections  des  côtés  AB  et  AC  sur  cette  droite  soit  égal  à  un  carré  donné. 

—  Calculer  le  rayon  de  la  circonférence  passant  par  deux  points  donnés  et 
tangente  à  une  droite  donnée,  en  fonction  des  distances  des  deux  points  à  la 
droileet  de  l'angle  que  fait  la  droite  qui  joint  les  deux  points  avec  la  droite  donnée, 

—  Construire  sur  les  côtés  d'un  cari%  des  rectangles  tels  que,  en  joignant  les 
sommets  voisins,  on  forme  un  octogone  régulier. 

—  On  donne  un  cylindre  et  une  sphère  de  rayon  R  reposant  sur  le  plan  de 
base  du  cylindre.  Couper  ces  deux  corps  par  un  plan  parallèle  au  premier,  de 
iaçon  que  les  volumes  compris  entre  les  deux  plans  soient  équivalents. 

—  Inscrire  dans  un  triangle  donné  une  droite  telle  que  les  deux  parties  du 
triangle  aient  même  périmètre  et  même  surface. 

—  Circonscrire  à  une  sphère  un  cône  de  surface  donnée. 

—  Trouver  le  côté  d'un  triangle  équilatéral,  sachant  que  s'il  augmente  de  a, 
sa  surface  augmente  de  6'. 
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—  Un  triangle  rectangle  isocèle  a  i  mètre  de  côté  de  l'angle  droit.  On  cons- 
truit sur  l'un  des  côtés  un  carré  et  sur  l'autre  un  triangle  équilatéral,  et  on  joint 
les  deux  sommets  voisins  de  ces  deux  tigures.  Calculer  à  o.oi  près  le  rayon  du 
cercle  équivalent  au  polygone  ainsi  formé. 

—  Trouver  sur  la  distance  des  centres  de  deux  sphères  un  point  d'où  l'on  voie 
sur  les  deux  sphères  deux  zones  équivalentes. 

—  Étant  donnés  un  demi-cerde  et  un  point  Â  sur  le  diamètre  prolongé,  on 
mène  par  le  point  A  une  droite  AB  sou»  un  angle  donné;  déterminer  B  sur 
cette  droite  de  façon  que,  si  l'on  mène  In  tangente  BC  à  la  circonférence,  on  ait 

AB m^ 

BC    ""    n   * 

—  Étant  donnée  une  sphère,  mener  un  cône  qui  lui  soit  tangent  de  manière 
que  sa  surface  latérale,  limitée  k  la  sphère,  soit  égale  à  la  surface  de  la  grande 
calotte  sphérique  qui  a  pour  base  la  base  du  cône. 

—  Trouver,  en  fonction  du  rayon  d'un  cercle  et  des  angles  que  font  les 
rayon-i  extrêmes  avec  l'axe  de  révolution  :  !•  le  volume  engendré  par  un  secteur 
circulaire  ;  2*  le  volume  engendré  par  le  segment  circulaire  correspondant. 

—  Etant  donné  un  segmc  it  sphérique  à  une  base,  cilculcr  les  volumes  v  et  V 
de  deux  cônes,  l'un  inscrit. l'autre  circonscrit  au  segment, et  qui  ont  même  ba.^' 
que  lui.  On  suppose  le  segment  moindre  que  la  demi-sphère. 

—  A  un  demi-cercle  on  circonscrit  un  trapèze  isocèle  dont  la  grande  base  soit 
dirigée  suivant  le  diamètre  de  ce  demi-cercle.  Déterminer  celte  base  de  manière 
que,  toute  la  ligure  tournant  autour  du  diamètre,  le  Ir.ipèzc  engendre  un  solide 
({ui  soit  à  celui  de  la  sphère  décrite  par  le  demi-cercle  comme  3  est  à  2. 

—  Dans  un  cercle  âe  rayon  R,  on  prend  un  secteur  dont  l'angle  au  centre 
comprend  n  degrés.  Calculer  les  éléments  du  cône  droit  sur  lequel  s'enroule 
exactement  le  secteur  circulaire. 

—  Calculer  en  fonction  des  trois  côtés  d'un  triangle  le  rayon  du  cercle  qui  a 
son  centre  sur  le  côté  a,  et  est  tangent  aux  deux  autres  côtés. 

—  Calculer  le  volume  du  cube  inscrit  dans  un  cône  dont  le  rayon  est  R  et  la 
hauteur  H. 

—  Calculer  les  trois  angles  A,  B,  C  d'un  triangle  .sachant  que  l'on  a 

'tgAtgB=/);  tgBtgC  =  9. 

—  Calculer  la  hauteur  d'un  tronc  de  côncdontlc  volume  est  égala  la  différence 
des  volumes  des  sphères  construites  sur  les  bases  comme  grands  cercles. 

—  On  connaît  la  somme  A  des  m  premiers  termes  d'une  progression  arithmé- 
tique, et  celle  B  de  n  premiers  termes  de  la  progression;  calculer  le  premier 
terme  et  la  raison  de  celte  progression. 

—  On  donne  une  sphère,  le  cylindre  circonscrit  à  la  sphère,  et  le  cône  à  deu\ 
napi)e5  inscrit  dans  le  cylindre.  Si  l'on  mène  un  plan  i)erpendiculaire  à  l'ax»* 
commun  du  cylindre  et  du  cône,  la  section  de  la  sphère  est  égale  à  la  différence* 
entre  la  section  du  cylindre  et  celle  du  cône,  et  si  l'on  mène  deux  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe  commun,  le  segment  sphérique  compris  entre  ces  deux  plans 
est  équivalent  à  la  différence  entre  les  segments  correspondants  du  cylindre  et 
du  cône. 

—  Dans  une  demi-sphère,  inscrire  un  tronc  de  cône  droit  de  surface  totale 
maxima. 

—  Un  cylindre  et  un  tronc  de  cône  ont  même  hauteur  ;  le  cylindre  a  pour 
base  la  section  équidislante  dos  deux  bases  du  tronc  de  cône.  Calculer  la  ditfé- 
rence  entre  le  volume  du  tronc  et  celui  du  cylindre. 

—  A  une  sphère  donnée,  circonscrire  un  cône  dont  la  surface  latérale  soit 
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égale  à  celle  du  cercle  qui  a  pour  niyun  lu  di  )lu-ice  du  sommet  du  cône  ao  centre 
de  la  sphère. 

—  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle,  sachant  que  ces  côtés  sont  trois 
nombres  entiers  consécutifs /et  que  la  surface  du  triangle  est  égale  au  triple 
produit  du  côté  moyen  par  la  différence  des  côtés  extrêmes. 

—  On  donne  la  base  26  et  la  hauteur  A  d'un  triangle  isocèle;  calculer  le  rayon 
R  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

—  Trouver  trois  nombres  entiers  consécutifs  dont  le  produit  soit  égal  à  n  fois 
la  somme,  n  étant  entier. 

—  Par  un  point  donné,  mener  une  sécante  à  un  cercle  donné,  de  manière 
que  la  projection  de  la  partie  située  dans  le  cercle  sur  le  diamètre  qui  passe 
par  le  point  ait  une  longueur  donnée. 

—  Sur  les  côtés  d'un  triangle  équilatéral,  qui  a  pour  centre  le  centre  d'un 
cercle  de  rayon  R,  on  construit  des  triangles  isocèles  ayant  leurs  sommets  sur 
la  circonférence.  Quel  doit  être  en  fonction  du  rayon  le  côté  du  triangle  équi- 
latéral  pour  que  le  volume  du  tétraèdre  qui  a  pour  base  ce  triangle  équilatéral 
et  pour  faces  latérales  les  triangles  isocèles,  soit  maximum. 

—  Trouvei*  le  maximum  de  (jc^fftk  sachant  que  orP  +  by^  est  constant. 

—  Déterminer  une  progression  géométrique  de  quatre  termes  connaissant 
l'excès  a  de  la  somme  des  termes  extrêmes  sur  la  somme  des  termes  moyens  et 
Texcès  5*  de  la  somme  des  aarrés  des  termes  extrêmes  sur  la  somme  des  carrés 
des  termes  moyens. 

—  On  a  le  produit  (f^bvc^.  Lorqu'on  divise  par  a,  le  nombre  des  diviseurs 
diminue  de  a  ;  si  on  divise  par  b,  le  nombre  des  diviseurs  diminue  de  ^  ;  si  on 
divise  par  c,  le  nombre  des  diviseurs  diminue  de  T-  Trouver  a;,  y,  z. 

—  Etant  donnée  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB.  mener  par  le  point 
A  une  séc.inte  telle  que  la  partie  intérieure  à  la  circonférence  soit  égale  au 
segment  que  cette  droite  détermine  sur  la  tangente  en  B. 

—  On  coupe  un  trièdre  tri  rectangle  par  un  plan  rencontrant  les  arêtes  à  des 
distances  a,  b,  c  du  sommet.  Trouver  la  surface  du  triangle  de  section. 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  l'un  des  angles,  le  côté  opposé  et  la 
médiane  correspondante. 

—  On  construit  extérieurement  un  demi-cercle  sur  chacun  des  côtés  d'un 
triangle,  et  on  prend  les  milieux  des  arcs  ainsi  tracés.  Trouver  les  côtés  et  la 
surlace  des  triangles  qui  a  pour  sommets  les  trois  points  ainsi  déterminés. 

—  Trouver  la  valeur  de      ,  déduite  des  équations 

ip  cos  «  4-  t'  sin  a  =  a?  cos  f>  4-  ®'  ^^^  ^ 
=  V  cos  T  +  y'  sin  Y  =  y  cos  Ô  +  î/'  sin  8  =a  x 
et  montrer  qu'elle  ne  change  pas  quand  on  intervertit  l'ordre  des  angles. 

—  Dans  un  triangle  on  donne  a,  A  et  &  -f  c.  ou  c.  A  et  a  +  b.  Résoudre 
dans  chaque  cas  le  triangle  au  moyen  d'une  table  de  logarithmes. 

^  Si  la  médiane  AD  d'un  triangle  rencontre  en  D  le  côté  BC,  on  a 
Cotg  BAD  —  cotg  CAD  =  cotg  B  —  cotg  C. 

—  Si  x,  ]/,  %  sont  les  longueurs  des  bissectrices  d'un  triangle  respectivement 
opposées  aux  côtés  a,  b,  c,  on  a 

l&  -h  c)»  -^  +  (c  +a)»  -^  -f  (o  -h  6)'  ^  =  (a  +  6  +  c)'-'. 

—  Soit  TT'  la  tangente  en  un  point  A  à  une  circonférence  donnée  OA.  On 
mène  dans  le  cercle  un  diamètre  BC,  et  on  abaisse  les  perpendiculaires  BB',  CC 
sur  la  tangente.  Déterminer  la  direction  du  diamètre  BC  de  façon  que  la  surface 
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totale  du  tronc  de  cône  engendré  par  le  trapèze  BGG'B'  tournant  autour  de  la 
tangente  TT'  soit  dans  un  rapport  donné  avec  la  surface  du  cercle  OA,  Discuter 
le  problème. 

~  On  donne  un  angle  XOT  et  deux  points  fixes  À  et  B  sur  l'un  des  côtés. 
Trouver  sur  l'autre  le  point  M  d'où  l'on  voit  le  segment  AB  sous  l'angle  nuixi- 
mum. 

—  On  donne  une  pyramide  régulière  triangulaire.  Les  arêtes  aboutissant 
au  sommet  ont  pour  longueur  a,  et  l'angle  des  deux  arêtes  est  A.  Calculer  le 
volume  de  la  pyramide.  —  Si  a  reste  constant,  quelle  doit  être  la  valeur  de  A 
pour  que  le  volume  soit  maximum  ? 

—  Exprimer  l'aire  d'un  triangle  en  fonction  des  trois  hauteurs,  ou  en  fonction 
des  quatre  rayons  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits. 

—  Partager  une  droite  en  trois  parties  telles  que  la  droite  entière  soit  à  une 
des  parties  extrêmes  comme  l'autre  partie  extrême  est  à  la  moyenne  partie,  et 
que  cette  dernière  soit  maxima. 

—  Un  mobile  décrit  une  circonférence  de  rayon  égal  à  loo"*.  Au  bout  de 
2**  17",  l'arc  qu'il  a  parcouru  a  une  corde  de  i25*.  On  demande  le  nombre  de 
degrés,  minutes  et  secondes,  compris  dans  cet  arc,  et  la  vitesse  angulaire  su[>- 
posée  uniforme. 

—  Une  colonne  verticale  de  hauteur  k  est  surmontée  d'un  mAt  de  longueur  I. 
A  quelle  distance  horizontale  du  pied  de  la  colonne  faut-il  se  placer  pour  voir 
la  colonne  et  le  mât  sous  des  angles  égaux? 

—  Une  sphère  et  un  cube  ont  même  surface.  Trouver  le  rapport  de  leurs 
volumes. 

—  AB  et  AG  sont  les  cordes  des  arcs  de  60  et  de  90*  dans  un  cerele  de  centre 
0.  Montrer  que  si  l'on  prolonge  AB  et  OG  jusqu'à  leur  rencontre  en  D,  l'arc 
dont  la  corde  est  DG  a  son  cosinus  égal  à  sa  corde. 

—  Si  l'on  pose  A  +  B  -f  G  =  2S,  on  a 

cos  2S  +  cos  2(S  —  A)  +  cos  2(S  —  B)  4- cos  2(9— G)  =  4  cos  A  cos  BeosC. 

—  Si  a,  hf  c,   sont  les  côtés  d'un  triangle  dont  l'angle  G  est  droit,  on  a 

l'égaUtô  cos  (2A  —  B)  »=  -î.  (Se»  —  4a»). 

•  Si  a  et  a'  sont  les  côtés  homologues  de  deux  triangles  semblables  inscrits 
et  circonscrita  au  même  triangle,  on  a 

a  ,      A     ,      B     ,      G 

— r-  =  4  sin sin  —  sin  — . 

a  2  2  2 

—  Si  les  tangentes  des  demi-angles  d'un  triangle  plan  sont  en  progression 
arithmétique,  démontrer  qfue  les  cosinus  des  angles  entiers  sont  aussi  en  pro- 
gression arithmétique. 

—  Si  l'on  a  a.  +  p  -{-  ^  =  iz,  avec 

sin»  Ô  =  sin  (a  —  6)  sin  fp  —  0)  sin  (y  —  0), 
on  a  aussi  cotg  ô  =  cotg  a  4-  cotg  p  -i-  cotg  y 

ou  coséc^  Ô  =  coséc'  a  -f  coséc'  p  +  coséc*  y. 

—  Si  les  côtés  d'un  triangle  sont  a  cos  A,  6  cos  B,  c  cos  G,  a,  6,  c,  A,  B,  C 
étant  les  éléments  d'un  autre  triangle,  les  angles  du  premier  sont  les  supplé- 
ments des  angles  2 A,  2B,  2G. 

—  Si  A',  B',  G'  sont  les  angles  sans  lesquels  on  voit  les  côtés  d'un  triangle  du 
centre  du  cercle  inscrit,  on  a  la  relation 

4  sin  A'  sin  B'  sin  G'  =  sin  A  4-  sin  B  +  sin  G. 


—  wd 


QUESTION  189 

SolatioB»  ptr  H.  Blbssbl,  piquear  dflt  PmiU  tt  Chausséet . 


Dans  un  quadrilatère  ÀBCD,  la  ligne  BF  qui  joint  les 
milieux  des  diagonales  coupe  en  K  le  côté  BG.  Démontrer  qu$ 
Ui  triangle  A  HT)  est  équivalent  à  la  moitié  du  quadrilatère. 

(Barrieu.) 

Si  Ton  prend  un  point  M  dans  Tintérieur  du  quadrilatère 
et  sur  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales,  et  si  l'on 
joint  ce  point  aux 
quatre  sommets  par 
les  droites  MA»  MB, 
MGy  MD^  on  sait  que 
la  somme  des  deux 
triangles  MAD,  MBG 
qui  ont  M  pour  som- 
met commun  et  pour 
bases  les  côtés  oppo- 
sés AD  et  B  G  du 
quadrilatère,  est  é- 
quivalente  à  la  moi- 
tié du  quadrilatère  (page  29,  3"*  année,  concours  acadé^ 
miques  de  Paris,  1878, 1®). 

A  mesure  que  le  point  M  se  rapproche  de  H,  le  triangle 
MAD  augmente  et  MBG  diminue;  mais  dans  toutes  les 
positions  que  le  point  M  peut  occuper  dans  l'intérieur  de 
la  figure  sur  la  droite  EF,  la  somme  des  deux  triangles 
MAD  et  MBG  est  constamment  équivalente  à  la  moitié  du 
quadrilatère  ;  donc  quand  les  points  M  et  H  se  confondent, 
l'aire  du  triangle  MBG  est  nulle  et  le  triangle  HAD  es 
équivalent  à  la  moitié  du  quadrilatère  donné. 

Ge  problème  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  de  la  ques- 
tion résolue  page  29. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Berthiot,  Neret,  Gangnery,  do 
Sézanne  (Marne)  ;  Hugot,  dû  Lyon;  Deslais,  du  Mans;  Martin,  de  Pasay. 


—  aeo-r- 

QUESTION  171 

ttolmitoa.  par  H.  Hdqot^  de  Lyon. 


Dam  un  triangle  dont  les  côtés  sont  en  progression  arithmé- 
tique, k  étant  l'angle  moyen,  on  a 

'?  .|-  *ff  T  =  T  '  '"'^  -^  +  0013^  =  2  cotg  4- 

(Burnier.) 
Soit  a  le  côté  moyen,  h  la  raison  de  la  progression. 
On  a 


a 


a  — h  o+  fc    _  3a 


sin  A   "*"     sin  B  sin  G  sin  A  +  sin  B  +  sin  C 

donc  ^  ^ 

2  sin  -^  cos  -^ 
I  sin  A  ? ^ 


T  -    sin  A  +  sin  B+  sinC  ^^^  _A_  ^^^    B_  ^^^  £ 

^12  2 

B  +  C 
cos ^—  B  C\ 

°»^  T  = B C-  =  TV  -'St'«  T) 

2    COS    COS  — 

2  2 

B     .  C  2  1 

d'où  ig  Y  ^8  T  ==  '  ~  T  =  T' 

En  second  lieu 

a <^  —  ^ 

^  = B '■  C       .   A  .   ,   C 


cotff h  colg  —     cotg  — -  +  cotg 

o  2   '        2  2  2 


cotg  —  +  cotg  — 

3a 


=~7 Â"      B  ,   .  t:\  ' 

2(  COlg  -^    +■   COlg  —  +   cotg  ~j 

B     ,        .      C\ 
donc  3  (cotg  —  +  COlg  — j 
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=  2  ^COtg  —  +  COtg  —  +  COtg  — j 

d'oh  cotg [-  cotg  —  =2  cotg  — . 

2  2  2 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  HM.  Blessel,  à  Paris;  Renaud^  à 
Bordeaux;  Gindre,  à  Lons-le-Saunier ;  Gino-Loria,  à  Mantoue,  Italie;  Longue- 
ville,  à  Charleville;  Martin, à  Passy;Croneau,  Lachesnay,  à  Versailles;  Speckel, 
À  Sedan;  Dubief,  à  Cluny;  Vermand^à  Saint-Quentin  ;  Sers,  sergent  d'in&nterie 
de  marine,  à  Cherbourg;  Bocheron,  à  Sainte-Barbe;  Yazou,  collège  RoUin. 


QUESTION  172 

ftolailoH  par  H.  Deslais,  élève  du  Lycée  du  Hans. 


Le  produit  des  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  évalués  en 
nombres  entiers  est  toujours  divisible  par  6o. 

Nous  rappellerons  la  règle  suivante,  donnée  par  Proclus» 
pour  trouver  une  expression  rationnelle  des  côtés  dun  triangle 
rectangle. 

En  désignant  le  plus  petit  côté  par  un  nombre  impair,  si  du 
carré  de  ce  nombre  impair  on  retranche  Vunité  et  qu'on  divise 
le  reste  par  2,  on  a  le  plus  grand  côté  de  FangU  droit,  Enfin^ 
ajoutant  Vunité  à  cette  formule,  on  a  Vkypotéause  (2*  année» 
p.  50). 

D'après  ce  qui  précède  le  produit  des  trois  côtés  sera 
2n(n+  i)(2n+  i)[2n(n-}-  i)  +  i]. 

Pour  que  ce  produit  soit  divisible  par  6o,  il  faut  qu'il  le 
soit  par  3,  4,  5. 

Or,  on  voit pourn  =  M, 3  +  i,     2n  +  i  =  M. 3. 

Pour  n  =  M.3-f-2yn4'  ^  =  M.  3,  enfin  n  entrant  comme 
facteur,  la  proportion  sera  vraie  pour  n  =  M.3. 

Ainsi,  quel  que  soit  n,  ce  produit  est  divisible  par  3. 

Maintenant  si  n  =  M. 2,  271  =  M. 4  et  si  n  =  M. 2  •{-  1 
n'\'  I  =M.2;  par  suite  2n  (n  -f-  0  =  M. 4. 

Par  conséquent,  pour  toute  valeur  de  n  le  produit  est  divi- 
sible par  4. 

Enfin,  supposons  n  =  M.5  +  1  ;  alors  2n  =  M.5  +  2  el 
n+  I  =  M. 5  -f-  2« 
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Par8uitein(n+i)  +  i=(M.5  +  a)(M.5  +  2)+  i  =M.5. 

Pourn  =aM.5  +  2,  an-f-  I  =  M.5. 

Pourn  =  M.5  +  3,  2n  =  M.5  +  6  et  »  +  i  =M.5  +  4. 

Par  suite 

2n(n+i)+  I  =c(M*5+  6)(M,5  +4)  +  i«M.5. 

Bnfin,  sinassM.S  -{-4,  n^-  >  a»  H. 5. 

On  volt  donc  que  pour  toutes  les  valeurs  de  n  le  produit 

considéré  est  divisible  par  3,  4,  5. 

Il  est  donc  divisible  par  le  produit  3X4X5  =  $o. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lachesnais,  Croneau,  de  Yei^ 
•ailles  ;  Bûcheron,  élève  de  Sainte-Barbe  ;  BleMel,piqueur  des  ponts  et  chaussées. 


QUESTION  173 

ÉolatloBf  par  Gmo-Lo&iA,  licencié  de  l'Institut  Technique  de  Mantoue  (Italie). 


Si|  dans  un  triangle^  les  bissectrices  des  angles  à  la  base  ren- 
contrent les  côtés  opposés  sur  une  parallèle  à  la  base,  k  triangle 
est  isocèle. 

Soit  ABC  un  triangle  tel,  qu'après  avoir  mené  les  bissec- 
trices BD,  CE  des  angles  à  la  base,  la  droite  ED  soit 
parallèle  è  BG, 

BD,  CE  étant  bissectrices,  on  a  : 
AD  AB       AE  AG 


CD  BG  '    BE    ~ 

Divisant  ces  égalités  on  a  : 
AD 

CD  AB 


AE  AG 

•  ^  BE 

Mais  ED  est  parallèle  à  BG,  donc  on  aura  : 

AD  _  AE 

CD  ""  BE 
et  par  conséquent  l'égalité  (1)  devient 

AB 

d'où  AB  =  AG.  Donc  le  triangle  est  isocèle. 


(i) 
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Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Renaud,  à  Bordeaux;  Fauré, 
soldat  au  5*  de  ligne  à  Tarbes  ;  Bompard,  collège  Stanislas  ;  Gindre,  à  Lons-le- 
Saulnier;  Tricon,  à  Marseille;  Gosme,  Lecouty,  Deslais,  Gattereau,  au  Mans; 
Huet,  à  Orléans  ;  Pasquier,  à  Bruxelles  ;  Groneau,  à  Versailles  ;  Blessel,  à  Paris  ; 
Longueviile,  à  Gharle?ille;  Johannet  à  Ghftteauroux  ;  Sers,  sergent  d'in&nterie 
de  marine  à  Gherbourg;  Dubief,  école  de  Gluny;  Bûcheron,  à  Sainte-Barbe; 
Bonneville  et  Gerlié,  à  Toulouse  ;  Lory,  à  Vendôme  ;  Vazou,  collège  RoUin  ;  Marin, 
à  Agen;  Ghaulet,  àMontauban;  Vaii,  école  Aibert-le-Grand,  Arcueil;  Tinel,  au 
Hayre  ;  Qossieaux,  Lafoud,  Vermand,  Boulogne,  à  Saint*-QuentiD  ;  Hontérou, 
à  Pau. 


QUESTION  181 

fiU>liltloii  par  M.  Dbslais,  élère  au  Lycée  du  Mans. 


Étant  données  une  circonférence  Oet  deux  droites  conco\]i/rantes 
xy,  xy  dont  le  point  de  concours  n'est  pas  dans  les  limités  du 
dessin,  mener  à  la  circonférence  une  tangente  passant  par  le 
point  de  rencontre  de  xj  et  de  x'y . 

Du  centre  0,  soient  Oa,  Oa  respectivement  perpendicu- 
laires   sur  les   droites 
œy,  xy. 

Les  points  a  et  a  ap- 
partiennent à  la  circon- 
férence <D  décrite  surOK 
comme  diamètre  (K  est 
le  point  de  concours  des 
droites  xy,  ccfy). 

Connaissant  les  trois 
points  0,  a,  a  de  cette 
circonférence,  il  est  fa- 
cile de  la  construire; 
elle  coupe  la  circonfé- 
rence 0  en  deux  points 
A  et  A\  Joignant  OA, 
OA'  et  élevant  des  per- 
pendiculaires à  leurs  extrémités,  on  obtient  deux  tangentes, 
passant  par  le  point  de  concours  de  ocy,  xy. 

Nota.—  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Graneau,  lycée  Fontanes;  Gerlié, 
de  Toulouse;  La  Ghesnais,  de  Versailles  ;  Paul  d'Ocagne,  collège  Ghaptal  ;  Hugot, 
de  Lyon;  Lory,  de  Vendôme;  Jolly,  de  Tarbes. 


3> 
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QUESTION  182 

^Iwtioii  par  M.  Hugot.  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


Soit  donné  vn  cercle  0  de  rayon  r  inscrit  dans  un  angle.  On 
trace  les  deux  cercles  0',  0",  tangents  aux  côtés  de  Vangle  et  au 
cercle  0,  puis  les  cercles  co,  w  tangents  à  Fun  des  côtés  et  en 
même  temps  tangents  respectivement  à  0,  0'  et  à  0,  0'.  Démonr- 
trer  que  xet  y  étant  les  rayons  des  cercles  co^  ta'y  on  a  la  relation 

Désignons  par  r'  le  rayon  du  cercle  0',  par  r  celui  du 
cercle  0";  menons  par  «o  une  parallèle  EF  au  côté  AB  de 


B 


Tangle  et  par  E  une  parallèle  EH  à  la  ligne  AO.  Joignons 

coO,   0)0'. 

Les  triangles  OEw,  O'Fo)  donnent  respectivement 
wE^  =  (r  +  xY  —  (r  —  X)*,    ou    OE  =  2^rx 
(ÔF*  =  (r  -|-  ce)*  —  (r  —  a?)",    ou    wF  =  2v'/x 
et  le  triangle  EFH  donne 

ËF*  =  (Eo)  4-  <oF)»  =  (r  +  r')»  —  (r  —  r')», 
ou,  en  remplaçant  wE  et  wF  par  leurs  valeurs, 

4rr  =  4a?(v/r -|-  \/r^)*; 

d'où  fx  =    ^^^. 

On  trouverait  de  même 

V7=     ^ 


Y^-\-f 


r" 


par  suite 


mais 
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_  AO'  _  AO'  +  r'         AM 

~~  AO  ~  AO  +  r  ~  AN 
_  AO  _  AO  +  r  _  AM 
~  AO'  ~  AO'  +  r'  ~   AN  • 

—  =  — T,  c'est-à-dire  r  =  Yrr' , 


r 
r 

r 

r 


donc 

r  r 

par  suite  l'égalité  précédente  devient 

/"      ^_    /r[/r7+/r7-|-27']  .^ 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM .  Crosncon .  lycée  Fontanes  ; 
Blondin,  à  Rouen;  Lnvechin,  au  lycée  Saint-Louis. 


QUESTION  184 

SolntioB  par  M.  Huoot.  ér^c  du  Lycée  de  Lyon. 


Siy  far  la  projection  d'un  point  de  la  parabole  sur  la  tangente 
au  sommet,  on  abaisse  wne 
perpendiculaire  sur  le  rayon 
vecteur  issu  du  sommet^  ces 
perpendiculaires  vont  con- 
courir en  un  même  point. 

Les  triangles  rectangles 
PMA,  PDA  sont  sembla- 
bles, car  les  angles  PMA, 
DPA  sont  égaux  comme 
ayant  leurs  côtés  per- 
pendiculaires. On  a  par 
suite 

MP 


»  \ 


PA 


PA 
Al) 


—  «w  — 


d'oîi  ^  =  ^P  ' 

quaDtité  constante  et  égale  à  2p.  Donc  le  point  D  est  fixe 
et  la  propriété  est  démontrée. 


QUESTION  188 

SkilutioM  par  H.  Paul  d'Ocagnb,  élè?e  au  Collège  Chaptal. 


Dans  un  triangle  donné,  inscrire  un  rectangle  de  diagonale 
minima  et  donner  la  longueur  de  la  diagonale, 

(W.-J.-O.   MiLLKH.) 

Soit  a  la  base  du  triangle  donné,  h  sa  hauteur^  x  la 
base  du  rectangle  cherché  et  y  sa  hauteur. 

Il  faut  trouYcr  le  minimum  de  la  diagonale  du  rectangle, 
ou  celui  du  carré  de  cette  diagonale,  c'est-à-^ire  x*  +  y*. 

Mais  on  a  — -  = r — 

a  h 

ou  fcr  -(-  ay  =  ah. 

D'après  un  théorème  démontré  page  3049  tome  III,  le 

ce  1/ 

minimum  a  lieu  pour     -7-  =  — . 

On  a  donc  à  inscrire  dans  le  triangle  un  rectangle  sem- 
blable à  un  rectangle  donné  ;  problème  connu. 

D'après  le  même  théorème^  la  diagonale  minima  a  pour 

ah 
longueur  a  =   ,  .  =. 

V  o«  +  A« 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM;  Daguillon,  Lesienr,  lycée 
Henri  IV;  Schmidt,  Pflster,  école  Lavoisier;  Richebraque,  an  lycée  Saint- 
Louis  ;  Bonneville,  à  Toulouse  ;  Boulogne,  Gossieaux,  à  Saint-Quentin 


^«n  ^ 


1  T    f.ll 


^tSS^Pfl 


QUESTION  191 

tf«l«tloii  par  M.  Blessel.  piqueur  doâ  Poilts  %X  Chausséei. 


Partager  un  tronc  de  t6né  par  un  plan  parallèle  aux  basesy 
de  façon  que  la  partie  inférieure  soit  contenue  n  fois  dans  le 
tronc  tout  entier. 

Posons  CD  =s  R,  AB  =  r  et  MN  =  x  ;  représentons  par  V, 
V  et  V  les  volumes  des  cônes  res- 
pectivement engendrés  par  les 
triangles  rectangles  OGD,  OMN  et 
OAB  daûs  leur  mouvement  de  ro- 
tation autour  de  Taxe  commun 
OC;  nous  devons  avoir,  d'après 
les  données  du  problème 
V  — V 

Les  cônes  engendrés  par  des 
triangles  semblables  étant  sem«- 
blablesy  nous  avons 

V         v        v 


R* 


œ" 


V  — V 


R»  — r^ 
De  (1)  et  (2)  on  déduit 


R3— ce»' 


(2) 


d'oîi 


X 


R»  — 0?» 

_    »/R*(n—  iFF^ 


=  n: 


=  f 


n 


Noya.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Dealaii,  du  Mana. 


QUESTION  193 

ë 

iiolûtiom  par  M.  Dbslais,  élève  du  Lycée  du  Mans. 


On  joint  les  sommets  A,  B,  G  d'un  triangle  aux  points  A^  et 
A,,  Bj  etB^,  Ci  et  Ci,  qui  divisent  en  trois  parties  égales  les  côtés 
opposés.  Les  droites  AA,  BBj,  CCi  se  coupent  en  trois  points 
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Â.',  B\  C\   Us  droites  AÂ^,  BB^,  GG,,  en  trois  autres  points 
A',  B',  C 

Démontrer  que  chacun  des  triangles  A!  B'  G',  A'  B'  G*  6^^  fe  sep- 
tième du  ttHangle  ABC.  (Gorr.  de  Gaialan.) 

Soit  0  le  point  de  rencontre  des  droites  AA,,  BB|.  A,B| 

étant  parallèle  è  AB,  on  a 
OB^    _  A,Bt    _  j^ 

OB    —    AB     ~    3 
Si  0|  est  le  point  de  ren- 
contre des  droites  GG|,  BB,, 
on  a  de  même 

QjB,    _  j_ 
OiB     ""    3 
La  ligne  00|  est  donc  pa- 
rallèle à  AG  et  l'on  a 
BO  3 


Par  suite 
d'où 


Or 


QiB.  = 


00, _ 

B|B,  BB,  4 

AB,    _  A'B,    _  j_ 

OOi    ~"  A'O,    ~    3  ' 
A-B,    _   4 

OiB.  7  • 

BB,  .,      A'B  I 

par  suite  ■  „_'     =  — . 


On  voit  ainsi  que  le  triangle  AA'B,  estle  septième  du  triangle 
ABB^y  ou du  triangle  total.  On  démontrerait  de  même 


21 

que  chacun  des  triangles  BB'G^,  GG'A,  est  égal  à  —    du 

triangle  ABG. 

Si  du  triangle  ABG  on  retranche  le  triangle  BGG,,  plus 
les  deux  quadrilatères  AG^B'B,,  GG'A'B,,  il  reste  le  triangle 
A'B'G'. 

Or,  S  étant  la  surface  du  triangle  ABG,  on  a: 


BGG,  =  4-  S. 
3 


AC^'B,  = 


S ^S  = 

21 


s. 


CG'A'B,  =  4-S—  —  S  =  —  S. 

3  31  21 
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* 

Par  suite 


\         3  7         21  /        7      ' 


donc  A'B'C  =  —  ABC. 


Même  démonstration  pour  le  triangle  A'B'C. 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


DIJON 


—  Étant  donné  on  tétraèdre  régulier,  mener  un  plan  parallèle  à  deux  arêtes 
opposées,  tel  que  la  section  soit  maxima. 

—  Par  les  extrémités  de  l'un  des  côtés  d'un  carré,  on  &it  passer  une  circon- 
lérence  qui  coupe  le  côté  opposé  ou  son  prolongement  sous  un  angle  donné  «o. 
Trouver  le  rayon  de  cette  circonférence  en  fonction  du  côté  a  et  de  «n. 

—  Couper  une  circonférence  par  une  sécante  passant  par  un  point  fixe  de 
façon  que  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  traces  de  cette  droite  sur  la  cir- 
conférence et  le  centre  de  la  courbe  ait  une  aire  maxima. 


LYON 


—  Un  corps  pesant  e.st  lancé  verticalement  de  lias  en  haut  avec  une  vitesse 
initiale  de  3"  5o  ;  à  quelle  hauteur  parviendra-t-il  ?  après  combien  de  temps 
reviendra-t-il  au  point  de  départ? 

—  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  R  un  cylindre  dopt  la  surface  totale 
soit  égale  à  la  surlace  d'un  cercle  de  rayon  donné  a.  ~  Quelle  relation  doit 
exister  entre  R  et  a  pour  que  le  problème  ait  une  ou  deux  solutions  ? 


GAEN 


—  On  donne  un  triangle  ABC  ;  on  joint  les  pieds  E,  D,  F,  des  hauteurs. 
Trouver  le  rapport  des  suriaces  des  deux  triangles  ABC,  DÉF. 

—  La  surface  d'un  rectangle  est  p  et  devient  q  lorsque  l'angle  aigu  des  dia- 
gonales devient  double  sans  que  ces  diagonales  changent  de  longueur.  Trouver 
cette  longueur  et  l'angle  aigu  des  diagonales. 
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NANCY 


—  Connaissant  les  deux  bases  B  et  b  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  paral- 
lèles, calculer  la  surface  B'  de  la  section  menée  par  le  milieu  des  arêtes.  En 
appelant  Y  le  volume  du  tronc,  démontrer  la  formule 

V  =  i(B  +  6  +  4B'). 


LILLE 


—  Par  l'extrémité  A  du  diamètre  d'une  demi-circonférenoe  AB,  on  mène  une 
corde  AC.  Quel  doit  être  l'angle  de  cette  corde  et  du  diamètre,  pour  que  le  sec- 
teur BOC  et  le  segment  AMC  engendrent,  en  tournant  autour  de  AB,  des 
Yolumes  équivalents. 

—  On  donne  dans  une  ellipse  le  grand  axe  2a  et  la  distance  focale  2c;  en  un 
point  M  dont  le  rayon  vecteur  FM  =  r,  on  mène  la  tangente  MT  et  la  normale 
MN.  On  demande  d'évaluer  la  distance  NT  des  pieds  de  ces  droites  sur  le 
grand  axe.  Quelle  doit  être  la  valeur  de  r  pour  que  l'on  ait  NT  =  2c? 

—  On  donne  dans  une  ellipse  le  grand  axe  2a  et  la  distance  focale  2c,  et  l'on 
considère  un  point  dont  la  distance  à  l'un  des  foyers  est  r;  déterminer  la  dis- 
tance de  ce  point  au  centre,  ainsi  qu'à  chacun  des  axes  de  la  courbe. 

—  Par  l'extrémité  A  du  diamètre  AB  d'un  demi-cercle,  on  mène  une  corde 
AG,  faisant  avec  ce  diamètre  un  angle  s  ;  déterminer  cet  angle  de  telle  manière 
que  les  deux  portions  du  demi-eercle  engendrent  des  volumes  égaux  dans  la 
rotation  autour  de  AB.  On  évaluera  cet  angle  à  une  seconde  près. 


BORDEAUX 

—  Trouver  le  volume  engendré  par  un  trapèze  tournant  autour  de  sa  plus 
grande  bas  3,  en  fonction  des  quatre  côtés. 

—  Trouver  la  valeur  de  x  fournie  par  l'équation 

log  v^  7*4-  3    +     log  v/  3a;  +  5    =  i  4.  log  4,5. 

—  Partager  une  droite  de  longueur  donnée  a  en  deux  parties  x  et  y  telles 
que  x^  +  3|/'  soit  la  plus  petite  valeur  possible,  et  donner  l'expression  de  cette 
valeur;  appliquer  à  a  =  25o. 

—  Etant  donnés  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  trouver 
le  rayon  du  cercle  inscrit.  Trouver  le  rayon  du  cercle  tangent  au  premier  et  i 
l'hypotéouM  et  un  côté  du  triangle.  ÀppUeatioa  b  as  so;  0  »  la. 

^  Résoudre  l'èquatioii 

séca;iHsin£D  +  2ooi«. 
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PARIS 

Novembre  1879. 

—  De  tous  les  cônes  de  révolution  inscrits  dans  nne  sphère,  quel  est  celui 
dont  la  surface  latérale  est  maxima?  —  On  prendra  comme  inconnue  la  corde 
BA'  joignant  un  point  B  de  la  circonférence  de  base  au  point  A'  symétrique  du 
sommet  par  rapport  au  centre  de  la  sphère. 

—  Étant  donné  un  hémi.iphèro,  on  propose  de  le  couper  par  un  plan  parallèle 
à  la  base  de  façon,  que  le  volume  compris  entre  ce  plan  et  la  surfiice  sphérlque 
soit  égal  à  la  demj-somme  des  cônes  ayant  pour  base  commune  le  cercle  d'In- 
tersection et  pour  sommets  l'un  le  centre  et  l'autre  l'extrémité  du  rayon  per- 
pendiculaire au  plan. 

—  Une  barre  homogène  AB,  dont  la  longueur  est  i  mètre,  est  mobile  autour 
d'un  point  C  placé  au  tiers  de  sa  longueur,  en  sorte  que  AG  sss  2CB.  On  demande 
quel  est  le  poids  de  cette  barre,  sachant  qu'elle  reste  en  équilibre  quand  on 
place  un  poids  de  2  kilogr.  en  A  et  un  poids  de  3  kilogr.  en  B. 

dx  "^  b 

—  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fl*action     ,     '        conserve 

ax  -|-  b 

la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 

—  Soit  AD  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  A  sur  la  base  BG  du 

triangle  ABC.  On  connaît  le  côté  AB  =  5  ;  le  côté  AG  =  4  ;  on  sait  de  plus  que 

i35 
le  produit  des  deux  segments  BD  et  DG  de  la  base  est  égal  à  — ^  ;  calculer  la 

longueur  de  cette  base. 

—  Déterminer  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  à  un  tétraèdre  régulier  de  côté  a. 
-«-  Un  poids  de  10  kilogr.  glisse  sur  un  plan  incliné  de  45*  sur  l'horizon, 

suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan;  quel  est  le  travail  accompli  par 
la  pesanteur  pendant  que  le  poids  se  déplace  de  A  en  B,  sachant  que  AB = 2  mètres  ? 

—  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  a,  calculer  la  distance  du  centre  0  à  un 
point  A  de  telle  sorte  que  la  surface  latérale  du  cône,  ayant  pour  sommet  le 
point  A  et  circonscrit  à  la  sphère,  soit  égale  à  la  surface  de  la  zone  BDG  qui  a 
même  base  que  le  cône. 

Avril  1880. 

-*  Calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  rectangle,  connaissant 
rhypoténuse  a  et  l'angle  aigu  B. 

—  Étant  donné  un  triangle  OAB.  rectangle  en  0,  trouver  sur  l'hypoténuse 
un  point  U  tel  que  la  différence  MP^  —  MQ^  entre  les  carrés  de  ses  distances 
aux  deux  côtés  de  l'angle  droit  soit  la  plus  petite  possible  en  valeur  absolue. 

—  Étant  donné  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  OA,  déterminer  une  corde 
AB  telle  que  le  volume  engendré  par  le  segment  de  cercle  BMA  soit  dans  un 
rapport  donné  avec  le  volume  engendré  par  le  triangle  rectangle  ABD  [BD  étant 
la  perpendiculaire  menée  de  B  sur  OA),  quand  ces  deux  figures  tournent  autour 
deOA. 

—  Étant  données  les  deux  bases  parallèles  a  et  &  et  la  hauteur  h  du  trapèze 
ABGDf  calculer  la  longueur  de  la  droite  MN,  parallèle  aux  bases  et  qui  partage 
le  trapîèze  en  moyenneret  extrême  laison. 

—  Construire  la  directrice  d'une  parabole  connaissant  le  foyer,  une  tangente 
•t  un  point  de  la  courbe. 

—  Dans  un  triangle  ABG,rangl6A  vaut45';  les  eôlésbetcquiUfionipreoiien* 
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ont  pour  valeur  b  =  4.  c  =  yj2\  calculer  sans  Ubles  de  logarithmes  le  sinus  et 
le  cosinus  de  chacun  des  angles  B  et  C. 

—  On  donne  les  deux  équations  a:»  +  oa?  +  i  =  o;    a;'  +  x  -4-  o  =  o; 
déterminer  a  de  façon  que  les  deux  équations  admettent  une  racine  qui  leur  soit 

commune. 

—  Résoudre  l'équation 

j?  -f  y  =  o;      xy{x^  +  y^]  =  b. 

Les  rayons  de  deux  cercles  sont  i  et  2  ;  la  distance  de  leurs  centres  est 

y/Y;  calculer  sans  tables  de  logarithmes  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les 
tangentes  menées  à  ces  deux  cercles  par  l'un  de  leurs  points  d'intersection. 
Trouver  en  outre  le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  de  la  moitié  de  cet  angle. 


TRANSVERSALES  RÉCIPROQUES  ET  APPLICATIONS 


Par  M.  €1.  de  Ijoai^aflips^ 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Gharlemagne. 


1.  Si  Ton  considère  uu  triangle  ABC   coupé  aux  points 

A'B'C  par  une  trans- 
versale L  y  et  si  l'on 
prend  le  point  A'  sy- 
métrique du  point  A' 
par  rapport  au  milieu 
du  côté  BC  :  A'  et  les 
deux  points  analogues 
B',  G',  sont  situés  sur 
une  même  droite  L'. 
Cette  propriété  est  la 
conséquence  immé- 
diate du  théorème  de 
Ménelaus  et  de  sa  ré- 
ciproque. Ces  deux 
droites  L,  L',  tellement 
liées  l'une  à  l'autre 
qu'à  la  droite  L  cor- 
respond la  droite  L',  et  réciproquement,  ont  été  autrefois 
considérées  par  nous  (*)  et,  pour  rappeler  la  propriété  précé- 


(*)  Annaks  de  l'École  normale,  t.  III.  1867. 
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dente,  nous  les  avons  nommées  transversales  réciproques.  On 
rencontre  ces  droites  qui  jouissent  de  différentes  propriétés 
remarquables  dans  plusieurs  questions  de  géométrie;  nous 
nous  proposons  simplement  de  montrer  ici  comment  on  peut 
déduire,  du  théorème  précédent,  une  construction  de  la 
tangente  en  un  point  pris  sur  quelques  courbes  célèbres  : 
la  ciss&idey  droite  ou  oblique;  la  strophoïde,  droite  ou  oblique; 
la  kmniscate  de  BemouUi;  les  conchoides. 

m 

S.  Considérons  d'abord  la  cissoïde.  On  sait  que  cette  courbe 
est  engendrée  de  la  manière  suivante  : 

Étant  pris  un  cercle,  un  point  0  sur  sa  circonférence  et 
une  tangente  quelconque  AB; 
par  le  point  0  on  mène  une  droite 
qui  rencontre  le  cercle  en  G, 
la  droite  AB  en  G';  on  prend 
enfin  OG'  =  GC'  le  lieu  du  point 
G'  est  la  cissoïde.  Nous  nous 
proposons  de  construire  la  tan- 
gente au  point  G'. 

Gonsidérons,  à  cet  effet,  une 
droite  OD'DD'  voisine  de  la  pré- 
cédente; les  points  D,D\  D'étant 
d'ailleurs  définis  comme  les 
points  G,  G',  G'.  Dans  le  triangle 
OD'G'  les  droites  GD,  G'D"  sont 
deux  transversales  réciproques  ;  elles  coupent  donc  la  base 
G'D'  en  deux  points  H  et  K  symétriques  par  rapport  au 
milieu  de  G'D'.  Que  l'on  suppose  maintenant  que  OG,  OD 
se  rapprochent  et  viennent  se  confondre,  DG  devient  la  tan- 
gente au  cercle  au  point  G;  D^G*  à  la  cissoïde  au  point  G' 
et  les  points  K,  H  sont,  à  la  limite,  deux  points  de  la  droite 
AB  également  distants  du  point  G'.  De  cette  remarque,  on 
peut  déduire  là  construction  suivante  : 

Une  cisso'ide  étant  donnée  et  définie  par  son  point  de  rebrousse- 
ment  0,  la  tangente  OM  en  ce  point,  et  Vasymptote  AMB  ;  on 
construit  le  cercle  qui  passe  par  les  points  0  et  M,  et  qui,  en  ce 
point  M,  est  tangent  à  la  droite  AB.  Par  le  point  0,  on  trace 

JOURNAL  DB  MATH.  1880.  18 
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une  droite  rencontrant  ce  cercle^  Vasymptoie  et  la  cissdide^  res- 
pectivement aux  points  G,  G',  G'  ;  ce  dernier  point  étant  obtenu 
en  prenant  OC  =  GG'.  Ceci  fait  et  pour  avoir  la  tangente  en  ce 
point  Cy  il  suffira  de  mener  la  tangente  au  cercle  au  point  G; 
cette  droite  rencontre  Va^mptote  en  un  certain  point,  on  prend 
le  symétrique  de  celui-^  par  rapport  à  G'  et  Von  joint  ce  dernier 
point  à  G"  ;  cette  droite  est  la  tangente  demandée. 

3.  La  règle  précédente  s'applique  évidemment  à  toutes  les 
courbes  transformées  d'une  courbe  donnée  par  la  loi  sui- 
vante :  On  donne  un  point  0,  une  droile  AB,  et  une  courbe 
f;  par  0,  on  trace  une  droite  quelconque  rencontrant  la 
courbe  fen  G,  AB  en  G'  et  Ton  prend  OG"  =.  GG'  ;  le  lieu  du 
point  G'  est  une  courbe  cp  transformée  de  /",  et  la  tangente  à 
(p  au  point  G"  s'obtient  comme  nous  l'avons  indiqué  tout  à 
l'heure  pour  la  cissoïde. 

On  peut  encore,  et  comme  me  l'a  fait  observer  un  de  mes 
collègues  (*),  supposer  que  le  point  G',  qui  se  déduit  des 
points  G,  G',  est  défini  par  l'égalité 

GG'  '  GG'  ""  ' 
K  désignant  une  constante  qui  est  égale  à  i,  dans  le  cas 
particulier  qui  nous  a  servi  à  définir  la  cissoïde.  Les  deux 
droites  GD,  G'D'  ne  sont  plus  des  transversales  réciproques, 
mais,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  elles  jouissent  encore 
de  la  propriété,  la  seule  qui  soit  essentielle  à  notre  construc- 
tion, d'aller  couper  la  droite  AB  en  deux  points  symétriques 
par  rapport  au  milieu  de  G'D'. 

4.  Gonsidérons  maintenant  la  strophoïde. 

On  sait  qu'étant  données  deux  droites  Ax,  Ay,  et  un  point 
0  sur  Ax;  si  par  ce  point  0  on  mène  la  droite  OB  et 
que  l'on  prenne  BG'  =  BA,  le  point  G"  ainsi  obtenu  appar- 
tient à  une  strophoïde  qui  peut  encore  être  engendrée  de 
la  manière  suivante.  Du  point  0  comme  centre  avec  OA 
pour  rayon,  décrivons  unjcercle  et  par  0  menons  OE  paral- 

(*)  M.  Walecki,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Nancy. 
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lèle  à  Ay;  la  droite  AC  rencontre  le  cercle  en  G  et  OD  en 
C':jedisqueCG'=:AG'. 
En  effet,  les  deux  tri- 
angles AGG' ,  OG'G , 
ont:  OA  =  OG;  les 
angles  GAG,  AGO  sont 
égaux  ;  enfin  le  triangle 
ABG*  étant,  par  hypo- 
thèse, isocèle,  il  en 
est  de  même  du  triangle 
C'OG".  De  là,  on  conclut 
régalilé  des  angles 
AG'O,  GG'O,  par  suite 
celle  des  triangles 
AGG',  GOG';  donc  GG' 
=  AG\ 

D  e  cette  généra  - 
tion,  point  par  point, 
de  la  strophoïde  obli« 
que,  et  des  remarques  générales  qui  viennent  d'ôtre 
exposées,  on  peut  conclure  que  la  tangente  à  la  strophoïde, 
au  point  G',  et  la  droite  fixe  OD  rencv)ntrentla  tangente  au 
cercle  au  point  G  en  deux  points  H,  K  symétriques  par 
rapport  à  G.  Si  nous  ajoutons  que,  pour  des  raisons  évi- 
dentes, la  droite  OD  est  symétrique  de  Tasymptote  par 
rapport  au  point  A  et  que  les  tangentes  au  point  double  A 
sont  les  deux  droites  rectangulaires  qui  joignent  ce  point 
aux  points  de  rencontre  de  OD  avec  le  cercle,  on  déduira 
des  remarques  précédentes  la  construction  point  par  point 
de  la  strophoïde  et  celle  de  la  tau  génie  en  un  point  donné 
de  cette  courbe  supposée  définie  par  les  éléments  suivants  : 
l**  le  point  double;  2®  l'asymptote;  3*»  les  tangentes  au  point 
double,  qui  sont  d'ailleurs  rectangulaires. 

5.  Si  d'un  point  0  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  de  centre 
D,  on  mène  une  sécante  rencontrant  le  cercle  aux  points 
G,  G';  et  si,  sur  celte  droite,  à  partir  du  point  0,  on  porte 
OG'  =  GG';  le  lieu  du  point  G"  est  une  courbe  dont  Téquation 
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polaire,  est,  en  prenant  pour  axe  polaire  le  diamètre  du 

point  0,  p*  =  4R*  —  4  d*  sin*  w, 

R  désignant  le  rayon  du  cercle;  d  la  dislance  OD.  Dans  le 

cas  particulier  où  le  point  0  est  tellement  placé  que,  de  ce 

point,  le  cercle  est  vu  sous  un  angle  droit;  si  l'on  a,  par 

conséquent,  d*  =  ih* 

l'équation  précédente  devient  : 

p«  =  2d*  COS  2    0). 

et  le  lieu  du  point  C  est  donc  une  lemniscate  de  Bemoulli^ 
ayant  0  pour  centre  et  D  pour  Tuu  de  ses  foyers. 


De  cette  remarque  on  déduit  la  construction,  point  par 
point,  de  la  lemniscate  et  celle  de  la  tangente  en  chacun  de 
ses  points,  par  la  règle  suivante  : 

Une  lemniscate  étant  donnée  et  définie  par  son  centre  0  et  son 
foyer  D  ;  par  le  point  0  on  mène  deux  droites  inclinées  de  45®  sur 
01),  et,  du  point  D  comme  centre,  on  décrit  un  cercle  tangent  à 
ces  deux  droites  :  ayant  tracé  par  le  point  0  une  sécante  rencon- 
trant le  cercle  aux  points  C,  G',  on  prendra  sur  cette  droite 
0C'=  GC;  le  point  C  est  un  point  de  la  lemniscate.  Pour  avoir 
la  tangente  en  C,  on  trace  les  tangentes  au  cercle  aux  points  G. 
C\  soit  K  leur  point  de  rencontre  y  on  prend  G'H  :=  C'K  et  HG' 
est  la  tangente  cherchée. 

6.  Nous  ferons  remarquer  en  terminant  que  les  consi- 
dérations précédentes  s'appliquent  encore  aux  conchoïdes  et 
aux  courbes  que  nous  avons  nommées  (*)  conchoïdales,  parce 


(*)  Nouvelle  Correspondance  mathématique  ;  t.  Y,  mai  1879. 
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qu'elles  sont  des  conchoïdes  dans  un  cas  particulier.  Pour 
engendrer  une  conchoïdale  il  faut  imaginer  trois  courbes 
/",  9,  <{/;  une  tangente  à  /"  au  point  0  rencontre  <^  et  ^  res- 
pectivement en  G  et  G':  on  prend  OG'  =  GG';  le  lieu  du 
point  G'  quand  la  droite  considérée  roule  sur  f  est  une  con- 
choïdale. Si  la  courbe  f  se  réduit  à  un  point,  la  tangente 
au  point  G"  s'obtient  par  la  règle  que  nous  venons  de  donner 
pour  la  lemniscate,  qui  est  une  conchoïdale  quand  /  est  un 
point  et  que  9  et  ^  sont  confondues  avec  un  seul  et  même 
cercle  vu  du  point  f  sous  un  angle  droit.  Les  conchoïdes 
ordinaires  se  déduisent  des  conchoïdales  en  supposant  : 
1"  que  fesi  un  point:  2°  que  9  est  un  cercle  ayant  son  centre 
en  f;^  restant  d'ailleurs  une  courbe  arbitraire. 


NOTE 

SUR  LE  NOMBRE  DES   POINTS  d'iNFLEXION  RÉELS  DES  COURBES 

DU  TROISIÈME  DEGRÉ 

Par  M.  <i.  Collia,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique, 
professear  de  mathématiques. 


Nous  nous  proposons  de  donner  une  démonstration  directe 
et  fort  simple  de  ce  théorème  bien  connu  : 

Théorème.  —  Une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  pas 
avoir  plus  de  trois  points  d'inflexion  réels;  et  si  elle  en  a  trois ^ 
ils  sont  en  ligne  droite. 

Pour  le  démontrer,  nous  allons  établir  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Si  une  courbe  du  troisième  degré  a  deux  points 
d^inflexion  réels,  elle  en  a  forcément  un  troisième,  situé  sur  la 
droite  qui  joint  les  deux  premiers. 

Eu  effet,  1®  supposons  d'abord  qu'en  ces  deux  points  d'in- 
Qexion  A  et  B,  les  tangentes  ne  soient  pas  parallèles.  Prenons 
ces  tangentes  respectivement  .pour  axes  des  x  et  des  y  ; 
Tcquation  de  la  courbe  sera 
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6* 

(y  —  *)'  +  -TT  (^  —  ^y  +  ^y  ^^y  +  wx  +  p)  +  6»  ==  o 

(i 

c'est-à-dire        (ay  -{-bx  —  aby  -{-xy  .  B.:=o, 

R  étant  un  polynôme  linéaire  ;  or,  cette  forme  met  le  lemme 

en  évidence. 

2®  Supposons  maintenant  que  les  tangentes  en  A  et  B 
soient  parallèles.  Prenons  alors  pour  axe  des  x  la  droite  AB, 
et  pour  axe  des  y  la  tangente  en  A.  L'équation  de  la  courbe 
sera    j/'  +  wyx*  -|-  nx^  =  maxy  -|-  px*  -{-  x{na  —  p)a. 

c'esir-à-dire  y^  +  ^(^  —  ^)R  =  o  î 

ce  qui  démontre  encore  le  lemme. 

Gela  posé,  passons  au  théorème,  soit  une  courbe  quel- 
conque du  troisième  degré  ;  i^  Elle  ne  peut  pas  avoir  plus 
do  trois  points  d'inflexion  en  ligne  droite;  2**  Elle  ne  peut  pas 
avoir  trois  points  d'inflexion  non  en  ligne  droite;  car,  en 
vertu  du  lemme  précédent,  elle  en  aurait  alors  une  infinité. 

Donc,  au  plus,  elle  peut  avoir  trois  points  d'inflexion  en 

ligne  droite  ; 

c.  q.  f.  d. 


DU  NOMBRE 

QUI   EXPRIME  COMBIEN   IL   Y  A  DE   NOMBRES  PREMIERS 
A    UN     NOMBRE    DONNÉ    n    ET    COMPRIS     ENTRE    ZÉRO    ET     p 

Par  M.   Minine. 

[Société  mathématique  de  Moscou,  séance  du  15  janvier  1880.) 


Nous  emploierons  le  symbole  U(N)  ]  pour  désigner  com- 
bien il  y  a  de  nombres  premiers  à  N  dans  la  suite  i,  2,  3,... 
P;  nous  désignerons  par  E  (x)  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  une  quantité  quelconque  x,  et  nous  représenterons 

Texpression  E( — j  symboliquement  par  nE-î^. 

N  étant  égal  à  a*  6?.cïd?  .  .  ,  écrivons  la  suite  des  nombres 
entiers  1,2,3,4,....,? — ^>P-  (*) 
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Si  des  P  nombres  de  cette  suite  je  retranche  les  nombres 
qui  sont  divisibles  par  a;  du  reste,  les  nombres  qui  sont 
divisibles  par  6;  du  reste,  les  nombres  qui  sont  divisibles 
par  c,  etc. . .,  les  nombres  restants,  dans  la  suite  (1),  seront 

en  nombre  (?(N)  J  .  Or  dans  la  suite  (1)  il  y  a  e(  —  j  nom- 
bres qui  sont  divisibles  par  a.  Retranchant  ces  nombres,  il 
vient  P  —  E^-^)  =  P(i  —  E  -^). 

Petranchons  du  reste  E(  -p-)(  i  —  E  j  nombres  qui 

sont  divisibles  par  6,  il  vient  : 

p(._BJiL)-E(-f)(.-EilL) 

=  p(._bJiL)(._b^). 

Relranchons  du  reste  les  nombres  qui  sont  divisibles  parc, 

il  vient  P^  —  E-^Vi  —  E-^Vi  —  E-^)  et  ainsi 

de  suite. 
On  a  donc 


(.-EilL)...  (^ 


Il  faut  remarquer  que  dans  cette  formule  l'opération  de  la 
multiplication  peut  se  faire  dans  un  ordre  quelconque,  car 

eJL        e-IL 

E^  =  E-i^  =  EiL. 

y  ^  y 

Si  P  est  divisible  par  a,  6,  c...,  la  formule  (2)  se  réduit  à 

m:=k-^)(— fX-^x-^)- 

P  étant  égal  à  N,  la  même  formule  donne  la  formule  connue 

'<-)=K--vX--tX'-^X--4-)- 

Exemple,  —  Soient  N  =  12,  P  =  37.  La  formule  (2)  donne 
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'  3  2  2.3 

=  37 —  12  —  i8+6=i3. 
Remarque.  —  Soient  N,  N,  N'...   des  nombres  premiers 
entre  eux  deux  à  deux;  on  conclut  de  la  formule  (2)  que  le 

symbole  {<i'(N)j  jouit  de  la  propriété  suivante: 

Si  dans  cette  formule  on  fait  P  =  N,  F  =  N',  P'  =  N*. . ., 
on  trouve  l'équation  connue 

(p(N)  ({.(N)  <p(N'). . .  =  (p(N.N  .N'. . .). 


NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  «iouanne»  professeur  au  Lycée  de  Caen. 


Équation  du  cercle  passant  par  trois  des  pieds  des  normales 
menées  d'un  point  à  une  conique  à  centre. 

Soient  a  et  ^  les  coordonnées  du  pied  d'une  normale  issue 
d*uu  point  (X,  Y)  ; 
Il  en  résulte  les  identités, 

-V  +  -4 1=0,    c'x^X  —  a*6Y  +ô«a  =  o. 

a*  6* 

En  prenant  pour  origine  le  point  (oLp)  les  équations  qui 

donnent  les  pieds  des  normales  sont  : 

(1)  a*i/*  +  ^*^*  +  2a*^t/  -(-  26'aa;  =  o, 

(2)  c^xy  —  y{a''X  +  a6«)  +  a?(6«Y  +  (Ba*)  =  o. 
L'équation  du  cercle  cherché  qui  passe  par  les  trois  autres 

pieds  est  :      x*  +  j/^  +  2Mx  +  ^Mt/  -f- 1^  =  o  î 
M,N  et  P  sont  des  fonctions  de  np,  X  et  Y  qu'il  faut  déterminer. 
A  cet  effet,  cherchons  d'abord   l'équation   aux  abscisses 
et  posons  pour  plus  de  simplicité  A  =  a'X  +  otft*,  B  =6*Y 
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+  pa*;  cette  équation  est  fournie   par  Télimination  de   y 
entre  (1)  et  (2);  et  par  un  calcul  facile,  on  trouve  : 

c*6«cr»  +  2C*ft«(c«aA)x«  +  [a*B(B  —  2a*p)  +  A6*(A  —  4c3a)lx 
4-  2k{a^pB  +  6«xA)  =  G    et  fic  =  0. 

L'équation  du  troisiëme  degré  donne  les  abscisses  des 
trois  pieds  situés  sur  le  cercle. 

J'obtiendrai  une  autre  forme  de  cette  équation  en  tenant 
compte  de  ce  que  les  coordonnées  de  ces  points  doivent 
satisfaire  simultanément  aux  trois  équations  suivantes  : 

(c^x  —  k)y  -\'Bx  =  a 
a*y*  +  2a*f  t/  +  b*x^  +  26'aa;  =  o 
j/«  +  2%  +  ce»  -f-  2Ma3  +  P  =  o 
Pour  remplir  cette  condition,  il  suffit  en  considérant  y  et 
y*  comme  deux  variables  linéaires,  d'écrire  que  le  détermi- 
nant est  nul  :  savoir 

0  c*x  —  A    Bx 
a*           2a*p  b*x*  -\-  2b*ax       =0. 

1  2N  x*  +  2Mx  +  P 

En  développant,  on  a  cette  autre  équation  du  troisième 
degré  : 

c*j:»  +  c*[2(Mo*  —  6»a)  —  A]x»  -f-  [c«a*P  —  2A(Ma»  —  b^x) 

+  2a*^P  —  2Na«B]aj  —  Aa«P  =  o. 

Les  racines  étant  les  mêmes  que  celles  de  la  précédente, 
on  est  conduit  on  identifiant  aux  équations  suivantes  : 

I    __    2(Ma'  — 6*a)  — A 
"fr^  ■"         26«(c«a  —  A) 

_   cSfl«p  _  2A(Mfi«  —  6'a)  +  2a«pB  —  2Na*B 
-"  a*B*  —  2a*c«^B  +  A*6«  —  46«c'aA 

—  fl«P 


2(a*f.B  +  fr*aA)  ' 
Ces  équations  donnent  les  valeurs  de  M,  N  et  P,  savoir: 

2a*a  —  A         T,T        2^*^  —  B 
•"= 5i •    ="=6! • 


^'=-<f+v-)- 


o. 
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Alors,  réquation  du  cercle  est  la  suivante, 

En  y  substituant  les  coordonnées  du  point  diamétralement 
opposé  à  l'origine  x  =  —  2x,  y  =  —  2p,  on  met  immédiate- 
ment en  évidence  le  théorème  de  Joachimstal. 

Cette  équation  permet  encore  de  vérifier  le  théorème  de 
de  M.  Laguerje,  à  savoir  que  le  cercle  passe  par  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  conique  sur  la 
tangente  menée  au  point  de  Joachimstal. 

A  cet  effet  on  ramène  Téquation  du  cercle  au  centre  de 
la  conique  et  pour  cela  il  suffit  de  poser  x  =  x  —  a, 
y  =  y'  —  p,  X  =  X'  —  ot,  Y  =  Y'  —  ^.  Ce  qui  donne  en 
faisant  disparaître  les  accents 

03»  +  y«  +  oa?  +  ?î/  —  Xx  —  yy  "  "^  ^  "  ^V 

en   remarquant   qu'on   a   G*ap  =  a*(îX  —  ft^ay  on   en  tire 

a*  6                c* 
Y  =    ,,        X r-,  6  et  en  substituant  réquation  du  cercle 

devient  x*  +  j/*  +  our  +  fy ~  (-^  +  -^j 

(î//a*  a'fl*  fM*    

b^  F'  b^  ~  ^' 

Les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  sont  don- 
nées par  les  équations 

a*^y  +  b^oLX  =  —  a*6*; 
fr'ay  —  a'^^.x  =  o. 

Eu  posant  d*  =  

-4-11 


OLxb 


a* 


1 


a' 
X  = —  y  = -^  :  si  on  substitue  on  a  ; 


a' 
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_    Xa«  /  a«  J^\  _  rcy    _    a«6*     _  J^] 


••«i«  ««/ï«  <&.3/ï« 


+   — 4 r; '—r-\  =  o  :  car  les  termes  entre  cro- 

L   a»  6*  c*  J 

6 

chets  sont  nuls  et  les  termes  entre  parenthèses  se  détruisent. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 

A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


Géométrie  à  deux  dimensions, 

—  Étant  donnés  le  pied  de  la  directrice  d'une  parabole  sur  l'axe  et  un  point  de 
la  courbe,  trouver  le  lieu  des  sommets  de  toutes  les  pnraboles  ayant  ces  deux 
points  communs;  à  priori,  combien  les  données  constituent-elles  de  conditions? 

—  Étant  donnés  une  conique  et  un  cercle  tangents  tous  deux  à  Taxe  des  x  à 
Toriginc,  on  demande  les  sécantes  communes  à  la  conique  et  au  cercle. 

—  Former  l'équation  du  cercle  qui  passe  par  les  pieds  des  trois  normales 
qu'on  i^eut  généralement  mener  d'un  point  extérieur  à  la  parabole. 

—  Par  un  point  d'une  hyperbole  on  mène  deux  droites  parallèles  à  des  direc- 
tion^ fixes  donnéC'};  on  joint  leâ  seconds  points  d'intersection  de  ces  droites 
avec  la  courbe;  et  on  demande  le  lieu  des  milieux  des  cordes  ainsi  obtenues, 
lorsque  le  premier  p)int  choisi  sur  l'hyperbole  p:ircourt  la  courbe. 

—  Former  l'équation  générale  deî  coniques  ayant  pour  centre  l'origine  des  axes 
et  pissant  par  deux  points  A  et  B  dont  les  coordonnéas  sont  respectivement 
X  =  a,    y'  =  6,    aj*  =  a^J—  i     et    y*  =  b^ —  i. 

—  En  un  point  M  d'une  parabole  on  mène  une  normale  MA;  par  le  sommet 
de  la  courbe,  on  mène  à  cette  normale  une  parallèle  sur  laquelle  on  prend  une 
longueur  égale  à  la  portion  de  la  normale  interceptée  par  la  parabole.  Trouver 
le  lieu  de  l'extrémité  de  cette  parallèle. 

—  On  demande  de  chercher  les  foyers  et  les  directrices  de  la  courbe  xy  —  x 
-(-  I  a=  o. 

—  Etant  donnés  une  ellipse  — r-  +  -7; i  =  o  et  un  cercle  x^  +   y^ 

a'  0^ 

+  -zdx  +  2ey  =  o  qui  passe  par  le  centre  de  l'ellipse,  on  demande  la  relation 
qui  doit  exister  entre  a,  b,  d  et  0  pour  que  l'une  des  cordes  communes  aux 
deux  courbes  soit  vue  du  centre  sous  un  angle  droit. 

—  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  ont  un  foyer  sur  Ox  et  l'autre 
sur  Oy,  qui  coupent  l'aie  Ox  en  A  et  l'axe  Oy  en  B.  —  Lïqm  djs  sommets 
dilués  sur  l'axe  local, 
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—  Etant  donnés  une  hyperbole  équilatère  et  un  cercle  concenirique,  trooTer 
le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  l'hyperbole  qui  f^oni  tangentes  au  cercle. 

—  Trouver  h  condition  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de  l'équation 
générale  du  2*  degré  à  2  variables  pour  que  la  distance  d'un  foyer  à  la  directrice 
correspondante  soit  égale  à  une  longueur  donnée  3* 

—  Lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une  direction  donnée  y  =  tnx, 
dans  la  courbe  y  =  x^. 

—  On  considère  une  ellipse  et  un  point  P  mobile  sur  cette  ellipse.  Ayant 
joint  le  point  P  aux  extrémités  A  et  A'  du  grand  axe,  on  abaisse  du  point  A  une 
perpendiculaire  AH  sur  A'P,  et  du  point  A'  une  perpendiculaire  A'H'  sur  AP; 
trouver  le  lieu  du  point  M  de  rencontre  de  ces  deux  perpendiculaires  quand 
le  point  P  décrit  l'ellipse.  —  Vérifier  le  résultat  obtenu  en  supposant  que 
l'ellipse  devienne  un  cercle. 

—  On  considère  une  série  d'hyperboles,  ayant  les  mêmes  asymptotes;  on 
demande  le  lieu  des  contacts  des  tangentes  menées  d'un  point  du  plan  à  toutes 
ces  hyperboles. 

—  Etant  données  deux  coniques  f(x,  y)  =  o,  ç(a;,  y)  =  o  et  une  courbe 
quelconque  ¥{x,  y]  =  o,  on  demande  le  lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires 
par  rapport  aux  deux  coniques  données  concourent  sur  la  courbe  F  [x,  y]  =  o. 
—  La  courbe  F  (x,  y)  =  o.  étant  elle-même  une  conique,  on  demande  ce  que 
devient  le  lieu  trouvé. 

—  Etant  données  trois  coniques  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o,  on  demande  le  lieu 
du  point  tel  que  ses  polaires  par  rapport  aux  trois  coniques  soient  concourantes. 
Le  lieu  du  point  de  concours  des  trois  polaires  diffère-t-il  du  précédent?  — 
Montrer  que  si  les  trois  coniques  données  ont  un  point  commun,  le  lieu  cherché 
passe  par  ce  point.  —  Quelles  conséquences  tire-t-on  de  ce  fait? 

—  Soit  un  point  P  extérieur  à  une  ellipse;  trouver  sur  l'ellipse  un  point  M 
tel  qu'en  joignant  PM  et  prolongeant  PM  jusqu'à  l'autre  point  de  rencontre  M' 

PM 

avec  l'ellipse  le  rapport     ^^    ■  soit  égal  à  un  rapport  donné.  —  Quel  est  le  lieu 

X  il] 

que  décrit  le  point  P  quand  on  le  suppose  variable? 

—  On  donne  deux  axes  rectangulaires,  et  un  point  A  sur  l'axe  Ox.  — Trouver 
le  lieu  du  foyer  des  coniques  tanf;çentes  en  A  à  Ox,  tangentes  à  Oy  en  un 
point  non  donné,  et  dont  une  directrice  passe  à  l'origine.  Peut-on  prévoir  à  priori 
que  la  deuxième  condition  donnée  n'intluera  pas  sur  le  lieu?  —  A  priori,  quel 
.est  ce  lieu? 

Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

—  Etant  donnée  une  droite  fixe  dans  res[)ace,  trouver  l'équation  de  la  surface 
engendrée  par  un  cercle  dont  le  centre  reste  constamment  sur  la  droite  donnée, 
dont  le  plan  tourne  autour  de  cette  droite,  et  dont  la  cii-conférence  s'appuie  sur 
les  axes  des  x  et  des  y. 

—  Equation  générale  des  surfaces  du  .second  degré,  qui  contiennent  l'axe 
des  2,  et  une  parallèle  à  l'axe  des  y. 

—  Dans  le  plan  bissecteur  du  di.'dre  OZ.on  donne  un  cercle  ayant  son  centre 
à  l'origine  et  de  rayon  connu.  Ce  cercle  rencontre  OZ  en  deux  points  A  et  A'  ; 
par  le  point  A,  on  mène  une  parallèle  à  Ox,  et  par  le  point  A'  une  parallèle  à 
Oy.  On  demande  la  surface  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  rencontrer  le 
cercle  et  les  deux  droites  fixas.  —  Vérifier  à  priori  le  résultat  obtenu.  Chercher 
le  second  système  de  sections  circulaires  de  la  surface,  et  interpréter  le  résultat 
obtenu. 
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—  Lieu  des  point<)  équidistants  de  Taxe  de)  Z  et  d'un  plan  quelconque 
Ax  +  By  +  C«  +  D  =  o. 

—  Etant  donné  un  cube,  on  forme  les  équations  des  diagonales  BA  et  BC, 
menées  dans  deux  faces  du  solide  à  partir  d'un  même  sommet.  On  demande  de 
calculer  la  valeur  de  l'angle  ABC  de  ces  deux  lignes. 

X*         v'         »* 

—  On  coupe  l'ellipsoïde    — —  +  "Tj"  H"  -;y  =  '  »    P^r  1©  plai*  *  =  wi^ 

-^  ny  -\-  p;  par  chaque  point  de  la  section  on  mène  une  tangente  horizontale  à 
rellipsoide;  trouver  l'équation  de  la  surface  formée  par  l'ensemble  de  ces  tan- 
gentes. 

—  Soient^  en  coordonnées  rectangulaires 

S  =  x^  -{-y^'  +  z^  +  ax-hby  -i-cz  -^  d. 
S'=  o:^  +  y*  +  a^  +  a'a?  +  b'y  +  c'z  -t-  d'. 

et  P  =  ouc  +  &y  +  Y*  +  8,      F  =  a'o?  +  6V  +  yz  +  8'. 

S         P 
On  demande  de  discuter  l'équation  —  =  — .  Propriétés  de  la  surface  que 

o  * 

la  forme  de  l'équation  met  en  évidence. 

—  Quelles  sont  le?  propriétés  de  la  surface^'dont  l'équation  est 

z=zax+  by  -h'c  dt  y/  x^-\-y^'^ 

—  Chercher  si  Ton  peut  placer  des  droites  sur  la  surface 

o»    "^    63    +     (^    —  '• 
Discuter  la  question. 

—  Equation  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  o^  +  y^  +  «'  =  o'  parallè- 
lement à  la  droite  (a;  =  o,  y  +  «  =  o)- 

—  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  plan  :  trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
circonscrits  à  l'ellipsoïde  et  dont  la  section  par  le  plan  donné  est  une  parabole. 
—  Reconnaître  par  des  raisonnements  géométriques  à  priori  la  nature  du  lieu. 
Quel  serait  le  lieu  si  l'on  demandait  que  la  section  fût  un  cercle?  —  Chercher 
par  des  considérations  géométriques,  puis  par  le  calcul,  quel  sera  le  lieu  si  l'on 
veut  que  la  section  soit  une  hyperbole  équilatère. 

—  On  donne  deux  points  A  et  A'  sur  l'axe  OZ,  et  une  courbe  fix^y)  =  o  dans 
Je  plan  des  xy;  on  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée  [lar  un  cercle 
assujetti  à  (Hisser  constamment  par  les  deux  points  A  et  A'  et  à  toucher  la  courbe 
f[Xj  y)  =  o.  —  Discuter  suivant  la  nature  de  cette  dernière  courbe. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


248.  —  Dans  un  quadrilatère  ABGD,  nous  désignerons 
par  a,  6,  c,  e,  d  et  d  les  deux  diagonales,  cd  leur  angle  ; 
h^  et  A,  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  la 
diagonale  ci  ;  A,  et  A4  les  perpendiculaires  abaissées  sur  la 
diagonale  d  ;  démontrer  les  formules  suivantes  : 
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h,  -{-  ht  -{-  hf  -{•  hi=  (d  -\-  d)  sin  w. 

K  +  K   ^£_ 
A,  +  ft,         d' 

s  =  ^  i^î_±iîMî_±AI . 

À  sin  (i> 

a*  b'  c*  e^ 
fti  A,  ftj  A4  =  —         sin  A  sin  B  sin  C  sin  D 

249.  —  Si,  dans  un  triangle  ÂBG,  un  angle  G  est  double 
d'un  autre  angle  A,  la  projection  du  côté  BG  sur  la  bissec- 
trice intérieure  de  Tangle  G  est  égale  à  la  moitié  du  côté  ÂB. 

(Launoy,) 

250.  —  Si  dans  un  triangle,  la  bissectrice  intérieure 
d'un  angle  est  égale  à  Tun  des  côtés  de  l'angle,  la  projec- 
tion de  l'autre  côté  sur  cette  bissectrice  est  égale  a  la 
demi-somme  des  côtés  de  l'angle.  (Launoy.) 

251.  —  On  donne  un  carré  ABGD  et  un  cercle  ayant 
pour  centre  le  sommet  A  de  ce  carré,  et  pour  rayon  le  côté 
du  carré;  à  ce  cercle,  on  mène  une  tangente  quelconque 
PQ,  qui  rencontre  les  côtés  BG,  CD  du  carré  aux  points  P 
Q.  Trouver  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  APQ.  (de  Longchamf^.} 

252.  —  ABGD  est  un  quadrilatère;  M  et  N  sont  les 
milieux  des  diagonales  AHG,  BHD  qui  se  coupent  en  H.  Les 
cercles  AHB,  GHD  se  coupent  en  P;  les  cercles  HBG,  HDA 
se  coupent  en  Q.  Démontrer  que  les  cinq  points  M,  N,  H, 
P,  Q  sont  sur  un  même  cercle.    (The  Educational  Times-} 

Mathématiques  spéciales. 

253.  —  Etant  donnés  dans  un  plan  un  parallélogramme 
et  une  droite,  on  demande  de  construire,  avec  la  règle  et  le 
compas,  les  points  où  la  droite  rencontre  une  ellipse  inscrite 
au  parallélogramme  et  touchant  ses  quatre  côtés  en  leurs 
milieux.  (Concours  général  4843.) 

254.  —  Si  l'on  désigne  par  Sn  la  somme 

S„«i+J-  +  4-  + J-  +  ...  +  J-, 
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démontrer  les  identités  suivantes  : 

,  fn — I    ,    n  —  2    ,  2  I 1 

"*"(p-i)(P  +  i)J 
"^   P  (P  +  i)J 

4«   s,p = (p  +  ^)[-^  +  i^réiv  +  y=^^ 

+  •••"'"  p«  _  C  p'J 


s»  = 


n  -|-  I 


4.r i + 

'    Ln(?i—  i){n  —  2 


3  Ln(?i  —  i)( 


•    •    • 


+^^] 


n  —  3 


•    •    • 


.  6«  (n  -  i)S„  =(n+  i| [-;— 17  +-  ^^^J^  +    3(n  -  3) 

+  •   .   •  +  -(nl^] 

[I  2  I       ^  —   ^1 

--I--3-  +  .  ••  +  —7—] 

,     n  +  2  r      I        ,         I         I 

"^(n  — 0.3  J 
9«        2S„=n+ I  —  [^+^  +   •   •  .  i         ;j      J 

.ft.c     Q  _  JL±P±-L f— ^î— -£— +  "  ~ ^  ""  ■ 

10»S„-bj,-   „_p_|_  ,   [  „(p  +  ,)    T^(p4-3)(n-i 

+ +    «(p  +  0  J 

(de  Longchamps.) 
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255.  —  Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite 
s'appuyant  conslamment  sur  Taxe  OZ,  sur  la  droite  a;  =  i, 
;5  =  I,  et  sur  le  cercle  z  ==  o,  a?*  =  j/*  =  R*.  Étudier  les 
seclions  faites  dans  la  surface  par  des  plans  parallèles  aux 
plans  de  coordonnées,  et  particulièrement  par  le  plan  ^•=h; 
les  sections  obtenues  dans  ce  dernier  cas  sont  des  conchoï- 
des  de  Nicomède.  On  propose  de  le  démontrer  géométrique- 
ment, (de  Longchamp^.) 

256.  —  On  donne  une  ellipse  dont  les  axes  sont  OA  et 
OB;  la  tangente  en  un  point  M  de  la  courbe  rencontre  les 
axes  en  G  et  D;  on  construit  le  rectangle  OCPD,  et  enjoint 
le  sommet  P  au  point  M.  Démontrer  que  si  du  centre  ou 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  PM,  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  normale  en  M  en  un  point  I,  qui  est  le  centre 
du  cercle  osculateur  de  l'ellipse  au  point  M. 

((k  Longchatnps.) 

257.  —  Démontrer  le  théorème  suivant,  dû  à  M.  Hann- 
heim  ;  A  partir  du  point  a  où  la  normale  en  m  rencontre  l'un 
des  axes,  nous  menons  une  perpendiculaire  à  cette  normale; 
cette  droite  rencontre  le  diamètre  qui  passe  en  m  en  un 
point  d;  nous  abaissons  de  ce  point  d  une  perpendiculaire 
sur  l'axe  dont  nous  avons  considéré  le  point  de  rencontre 
avec  la  normale;  cette  perpendiculaire  rencontre  la  normale 
au  centre  du  cercle  osculateur  à  la  courbe  en  m. 

(Cours  de  géométrie  de  l'Ecole  Polytechnique,) 


Le  Rédacteur-Gérant^ 
J.  KOEHLER. 
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IL. 


DE  UELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

DE  LA.  PARABOLE 

KT   DE    LEURS    PROPRIÉTÉS 
Par  H.  IjAUBoy,  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-^îrand. 

(Suite,  Toir  p.  241  et  suiv.) 


PROPRIÉTÉS  DES  TANGENTES 

XLin.  Théorème.  ^  La  tangente  à  la  parabole  fait  des 
angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  et  avec  la  parallèle  à  l'axe 
menée  par  le  point  de  contact. 

Soit  (fig.  19)  M  un  point  d'une  parabole  définie  par  son 
foyer  F  et  sa  directrice  D, 
MG  la  tangente  en  M  ;  on 
démontrerait,  comme  pour 
l'ellipse,  que  le  quadrilatère 
MFCP  est  inscriptible  dans  un 
cercle  et  que  par  suite  les  an- 
gles GMF  et  CMP  sont  égaux. 

Remarque  L  —  Le  lieu  des 
projections  du  foyer  sur  les  tan- 
gentes est  la  tangente  au  sommet. 
En  effet,  le  triangle  PMF  est 
isoscèle,  MI  est  bissectrice  de 
l'angle    PMF,    donc  le   point  Fig.  49, 

I  est  le  milieu  de  PF  et  appartient  à  la  tangente  au  sommet. 

Remarque  II.  —  Le  lieu  du  point  symétrique  du  foyer  par 
rapport  aux  tangentes  est  la  directrice  ;  en  effet  IP  =  IF, 

Remarque  III.  —  La  tangente  est  bissectrice  de  Fangle  que 
fait  la  directrice  avec  la  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  oii 
cette  tangente  rencontre  la  directrice.  En  effet,  il  est  facile  de 
voir  que  les  angles  FCM  et  PCM  sont  égaux. 

JOURNAL  DB  HATH.  1880.  19 
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Il  est  inutile  de  rappeler  ici  les  différentes  constructions 
de  la  tangente  à  la  parabole  ;  on  les  trouvera  dans  tous  les 
ouvrages  de  géométrie  élémentaire. 

XLIV.  Théorème.  —  La  polaire  (Tun  point  de  la  directrice 
par  rapport  à  une  parabole  passe  par  le  foyer. 

En  effet,  la  ligne  CF  (fig.  49)  est  perpendiculaire  à  la  fois 
sur  les  rayons  veclcurs  FM  et  FM';  donc  ces  deux  lignes  ne 
peuvent  en  faire  qu'une  M'FM  qui  est  la  polaire  du  point  C. 

Remarque.  —  Les  tangentes  issues  dun  point  de  la  directrice 
sont  rectangulaires.  En  effet  CM  et  CM'  sont  les  bissectrices 
de  deux  angles  supplémentaires.  (XLIII,  Remarque  III.) 

XLV.  Théorème.  —  La  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  de 
rencontre  de  deux  tangentes  est  bissectrice  de  tangle  des  rayons 
vecteurs  des  points  de  contact. 

MA  et  MB  (fig.  20)  sont  deux  tangentes  à  la  parabole  qui, 


Ftg.  io. 

prolongées,  rencontrent  la  directrice  en  Q  et  en  P.  Si  l'on 
joint  P  et  F,  Q  et  F,  on  a  le  triangle  PFQ  dans  lequel  les 
lignes  PM  et  QM  sont  bissectrices  des  angles  FPQ  et  FQP 
(XLIII,  Remarque  III);  le  point  M  est  alors  le  centre  du  cer- 
cle inscrit  au  triangle  PQF  et  la  ligne  FM  est  bissectrice  de 
rangle  PFQ;  d'oîi  résulte  l'égalité  des  angles  PFM  et  QFM. 
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Les  triangles  rectangles  PFB  et  QFA  montrent  que  les 
angles  PFM  et  QFM  sont  complémentaires  des  angles  MFB 
et  MF  A  et  de  l'égalité  des  deux  premiers  résulte  évidem- 
ment régalité  des  deux  derniers; 

XL VI.  Théorème.  — -  fjôlieu  du  point  de  concours  de  deux 
tangentes  faisant  entre  elles  un  angle  constant  est  une  hyperbole 
qui  a  même  foyer  et  même  directrice  que  la  parabole. 

Le  point  M  (fig.  20)  est,  comme  ou  Tient  de  le  voir,  le 
centre  du  cercle  inscrit  au  triaugle  PFQ;  la  distance  du 
point  M  au  côté  PQ  est  son  rayon  ;  cette  distance  MH  est 
aussi  celle  du  point  M  au  côté  PF,  de  sorte  que  la  surface 
du  triangle  PFM  a  pour  expression 

PF  XMH 

2 

De  ce  que  FM  est  bissectrice  de  Tangle  PFQ,  cette  sur- 
face a  encore  pour  expression 

—  MF  X  FP  sin  H^^ 

2  2 

Égalant  ces  deux  expressions  et  divisant  les  deux  termes 
par PF,  on  trouve 

2 

PFQ 
MH  =  MF  sin  -i-^ 


MH         .      PFQ 

ou  -—---=  sin 


MF  2 

Or,  il  est  facile  de  voir  sur  la  figure  que  dans  le  trianglo 
PFQ  on  a 

PFQ  =  X—  2  (QPM  +  PQM)  =  ::  —  2(ir  —  PMQ)  =  2PMQ  —  tt, 
et  si  Ton  désigne  Vangle  constant  PMQ  par  a,  on  a 

PFQ  =  20L  —  TZ 

.     PFQ          .     /           TT  \ 
et  sin =  sin  (a j,  =  —  cos  a, 

donc  le  rapport  -ttpt  ®st  constant  et  égal  à  —  cos  a;  ce 

rapport  étant  inférieur  à  i,  le  lieu  cherché  est  une  hyperbole. 

Si  a  =— ,  MH  =  o  et  le  point  M  décrit  la  directrice  : 

2 
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donc,  le  lieu  du  sommet  d^un  angle  droit  drcomcrit  à  uneparor 
bole  est  la  directrice. 

XLYII.  Théorème.  —  La  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  de 
concours  de  deux  tangentes  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
rayons  vecteurs  des  points  de  contact. 

Soit  (/ig.  20)  AFA'  la  polaire  du  point  Q;  les  deux  droites 
FM  et  FG'  bissectrices  des  angles  supplémentaires  AFB  et 
BFA'  sont  rectangulaires;  alors  le  quadrilatère  QMFC  est 
inscriptible  dans  un  cercle  et  les  angles  FMC  et  FQC  sont 
égaux  ;  mais  dans  le  triangle  rectangle  AQA\  la  hauteur  est 
QF  et  les  angles  FQC  et  A'AQ  sont  égaux  comme  ajant 
même  complément  QAA;  on  peut  donc  écrire  la  suite  des 
égalités  FMC  =  FQC  =  QAF. 

Les  deux  triangles  ]VfFB  et  MFA  sont  semblables,  ayant 
deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  (FM  est  bissectrice  de 
l'angle  AFB)  ;  d'où  la  proportion 

MF    _    FA 
_ï^B    "~    MF  ' 
qui  donne  MF*  =  FA  X  FB. 

Corollaire.  —  Si  l'une  des  tangentes  est  la  tangente  au 
sommet,  l'un  des  rayons  vecteurs,  FB  par  exemple,  devient 

-î—,  MF  est  la  distance  du  foyer  à  la  tangente  au  point  A; 
on  a  alors  MF'^  =  —  X  FA 

2 

c'est-à-dire  que  la  distance  du  foyer  à  une  tangente  e^t  moyenne 
proportionnelle  entre  le  demi-paramètre  et  le  rayon  vecteur  du 
point  de  contact. 

Remarque  I.  —  Soit  BFB'  la  corde  focale,  polaire  du  point 
P,  c  le  point  de  rencontre  de  PB'  et  de  QA;  les  lignes  MF 
et  FG  sont  rectangulaires  et  les  trois  points  C,  F,  G'  sont  en 
ligne  droite.  Si  Ton  prolonge  les  tangentes  PB  et  QA'  jus- 
qu'à leur  rencontre  en  N,  les  trois  points  N,  M,  F  sont 
également  en  ligne  droite;  car  FN,  bissectrice  de  l'angle 
A'F3'  (XLV),  Test  aussi  de  l'angle  AFB,  puisque  les  angles 
AFB'  et  A'FB  sont  égaux  ;  donc  les  lignes  FN  et  FM  sont 
confondues. 
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Remarque  II.  —  D'après  la  détermination  du  point  N,  l'angle 
PNQ  est  supplémentaire  de  PMQ;  si  ce  dernier  est  constant  et 
égal  à  a,  l'autre  sera  également  constant  et  égal  à  ?c  —  a.  Soit 
KH'  la  distance  du  point  N  à  la  directrice  de  la  parabole  ; 
on  a,  d'après  le  théorème  XLVI, 

NH' 
.^=cosa. 

Donc  si  le  point  M  décrit  une  hyperbole,  le  point  N  en  dé- 
crira une  également  ;  mais  si  l'on  se  reporte  à  l'équation  (I) 
qui  a  servi  à  déterminer  l'hyperbole  d'une  manière  générale, 
on  verra  que  cette  détermination  est  indépendante  du  signe 

du  rapport  désigné  par  —  et  qui  est  ici  —  cos  a  ou  œs  a 

selon  que  l'on  considère  le  point  M  ou  le  point  N.  Ces  deux 
points  doivent  donc  appartenir  à  la  même  courbe  ;  le  point 
M  considéré  seul  ne  décrit  qu'une  branche  d'hyperbole,  le 
point  N  décrit  l'autre. 

Ces  deux  points  sont  tels  que 

MH  NE'    __ 

MF    +    NF     ""  ^' 

XLYIII .  Théorème .  —  Le  cercle  circonscHt  au  triangle 
formé  par  trois  tangentes  à  la  parabole  passe  par  le  foyer. 

Soient  (fig.  ii),  MA.,  MB  deux  tangentes  coupées  en  D  et 
D'  par  une  troisième  dont  le 
point  de  contact  est  I  ;  on  sait 
(XLVII)  que  les  deux  angles 
IDF  et  DAF  sont  égaux;  pour 
la  même  raison,  les  angles 
MAF  et  BMF  ou  D'MF  sont 
égaux  ;  donc  les  angles  D'MF 
et  D'DF,  tous  deux  égaux  à 
MAF,  sont  égaux  entre  eux  et 
le  quadrilatère  MDFD'  est  ins- 
criptible  dans  un  cercle,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire  I.  —Si  d'un 
point  de  la  circonférence  d'un  *^* 

circonscrit  à  un  triangle  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
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trois  côtés^  les  trois  points  obtenue  sont  en  ligne  droite.  — En 
effet,  le  point  considéré  peut  être  pris  pour  foyer  d'une 
parabole  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  et  les  trois 
perpendiculaires  appartiennent  à  la  tangente  au  sommet  de 
cette  parabole  (XLII,  Remarque  I). 

Corollaire  II.  —  Une  parabole  est  déterminée  par  quatre 
tangentes.  —  En  effet,  deux  de  ces  droites  et  l'une  des  deux 
autres  déterminent  un  triangle  auquel  on  peut  circonscrire 
un  cercle  ;  les  deux  premières  et  la  quatrième  déterminent 
un  second  cercle  qui  coupe  le  premier  en  deux  points  ;  l'un 
de  ces  points  est  le  sommet  commun  aux  deux  triangles; 
l'autre  est  le  foyer  d'une  parabole  tangente  aux  quatre 
droites  ,  ces  quatre  droites  considérées  trois  à  trois  donnent 
quatre  cercles  pareils,  qui  ont  un  point  commun  ;  de  ce 
point,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  quatre  tan- 
gentes ;  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont  en  ligne 
droite.  Cette  droite  rencontranl  les  quatre  premières 
peut  donner  naissance  à  six  nouveaux  triangles  et  par  suile 
à  six  nouveaux  cercles  indépendants  des  quatre  premiers; 
ces  six  cercles  passent  également  par  le  point  considéré. 

XLIX.  Théorème.  —  Vangle  sous  lequel  est  vue  du  foyer 
une  tangente  mobile  Imitée  à  deux  tangentes  fixes  est  constant 
et  égal  au  supplément  de  Vangle  des  tangentes  fixes. 

On  vient  de  voir  (Jig,  ii  et  tbéor.  XL VIII)  que  le  quadrilatère 
MDFD'  est  inscriptible  ;  donc  l'angle  DFD'  est  supplémen- 
taire de  l'angle  AMB.  Si  donc  on  donne  l'angle  fixe  AMB 
et  si  autour  du  point  F  on  fait  tourner  un  angle  égal  au 
supplément  de  AMB,  les  points  d'intersection  D  et  D'  dé- 
termineront à  chaque  instant  une  droite  DD'  tangente  à  une 
parabole  de  foyer  F  et  tangente  également  aux  côtés  de 
l'angle  AMB. 

Remarque.  —  DF  étant  bissectrice  de  l'angle  IFA,  on  a 

iFD=i!:i 


pour  la  même  raison  IFD  = 


2 

IFB 
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et  en  addiiionnaiit  membre  à  membre 

IFD  +  IFD'  ou  DFD'  =  -=^ 


Or,  on  vient  de  voir  que  DFD'  est  supplémentaire  dé  Tangle 

ÂMBy  par  conséquent 

AFB 
ir  — AMB= . 

2 

Donc,  l'angle  de  deux  tangentes  qui  ne  contient  pas  la  courbe 
est  la  moitié  de  Vangle  sous  lequel  on  voit  du  foyer  la  corde  des 
contacts. 

L.  Problème.  —  Déterminer  le  foyer  d'une  parabole  con- 
naissant deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact. 

Soient  (fig.  22)  MA  et  MB  les  deux  tangentes  données,  A  et 
B  les  points  de  contact  et  F 
le  foyer  cherché  ;  on  sait  :  1® 
que  FM  est  bissectrice  de 
rangleAFB(théor.IX);  2«que 
l'angle  AFB  est  égal  à  deux 
foisrangleA'MB(XIII,Rem.); 
d'oiila  construction  suivante. 
Sur  AB,  on  décrira  un  seg- 
ment capable  de  l'angle  dou- 
ble A'MB  ;  cette  construction 
déterminera  le  milieu  C  de 
l'arc  AB;  enjoignant  le  point 
G  au  point  D  on  aura   une 


Fig,  w. 


droite  qui  coupera  le  segment   au   foyer  cherché,  car  les 
deux  angles  BFU  et  AFG  ayant  même  mesure  sont  égaux. 
Le  problème  n'admet  qu'une  solution. 

LI.  Problème.  —  Déterminer  le  foyer  d'une  parabole,  con-^ 
naissant  trois  tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une  d'ellesi 

Soient  (fig,  23)  MD,  MD',  DD'  les  tangentes  données,  I  le 
point  de  contact  de  DD',  F  le  foyer  cherché;  A  étant  le  point 
de  contact  de  MD,  on  a  vu  (XLVII)  que  les  angles  DAF  et 
IDF  sont  égaux;  or  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
DMD',  l'angle  DAF  a  pour  mesure 
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arc  MF  —  arc  DA' 


l'angle  IDF 


arc  DT 


arc  MF  —  arc  MD' 


2 


Fig.  «5. 


ces  deux  angles  étant 
égaux,  il  en  est  de 
même  des  arcs  MD'  et 
DA';  de  plus,  FD  étant 
bissectrice  de  l'angle 
IFA,  les  arcs  DA'etDI' 
sont  égaux,  donc  il  en 
est  de  même  des  arcs 
MD'  et  Dr.  On  démon- 
trerait  également  que 
B  étant  le  point  de 
contact  de  MB',  les 
arcs  DM  et  D'B'  sont 
égaux  et  par  suite  DT 
et  MD  ;  d'où  la  cons- 
truction suivante  : 
après  avoir  construit 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  parles  trois  tangentes, 
on  porte,  à  partir  d'un  sommet  pris  sur  la  tangente  dont  le 
contact  est  connu  et  sur  le  plus  petit  des  arcs  sous-tendus 
par  l'autre  tangente  issue  de  ce  sommet,  un  arc  égal  au  plus 
petit  des  arcs  sous-tendus  parla  troisième  tangente;  la  droite 
qui  joint  le  point  obtenu  au  point  de  contact  donné  rencon* 
tre  le  cercle  au  foyer  cherché. 

Le  problème  n'admet  qu'une  solution. 

Dans  le  cas  oh.  le  point  de  contact  donné  se  trouve  sur  le 
prolongement  d'un  des  côtés  du  triangle  formé  par  les  tan- 
gentes, en  A,  par  exemple,  on  prend  à  partir  du  sommet  D 
un  arc  DA'  égal  à  MD'  sur  le  plus  grand  des  arcs  sous- 
tendus  par  la  corde  MD;  la  ligne  A  A'  donne  également  le 
foyer  F.  Le  point  A'  peut  ainsi  être  le  foyer  d'une  parabole 
tangente  aux  trois  droites  données  ;  dans  ce  cas,  le  problème 
admet  deux  solutions. 
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Reharqux.  —  Étant  donnés  trois  tangentes  et  le  foyer 
d'une  parabole,  il  est  facile  de  déterminer  les  points  de  con- 
tact; il  suffît,  d'après  ce  qui  précède,  de  prendre  à  partir  de 
D  et  D',  départ  et  d'autre  de  ces  points,  des  arcs  respective- 
ment égaux  à  MD'  et  à  MD,  sur  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  des  tangentes  et  de  joindre  les  points  obtenus 
au  foyer.  Les  trois  droites  ainsi  construites  rencontrent  les 
tangentes  aux  points  de  contact. 

Corollaire  I. —  Si  le  triangle  MDD'  est  isoscèle,  les  côtés 
MD  et  MD'  étant  les  côtés  égaux,  le  point  ï  coïncide  avec  le 
point  M;  alors  on  en  conclut  la  propriété  suivante  :  si  une 
parabole  touche  les  trois  côtés  (Tun  triangle  isoscèle,  la  droite 
menée  par  le  sommet  de  ce  triangle  et  par  le  point  de  contact  de 
sa  base  passera  constamment  par  le  foyer  de  la  courbe.  (Steiner, 
Annales  de  Get*gonne.) 

Corollaire  II.  —  De  ce  corollaire,  on  déduit  le  suivant  : 
si  une  parabole  touche  les  trois  côtés  d'un  triangle  équilaléral. 
Us  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  du  triangle 
avec  les  sommets  respectivement  opposés  concourent  toutes  trois 
au  foyer  de  la  courbe,  et  par  conséquent  :  si  une  parabole  touche 
les  trois  côtés  d'un  triangle  équilatéral,  les  droites  menées  par  les 
sommets  et  par  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  se  coupent 
toutes  trois  en  un  même  point,  et  le  lieu  de  ce  point  est  la  dr- 
conférence  du  cercle  circonscrit.  (Id.,  id.)  (A  suivre.) 


FORMULES  TRIGONOMETRIQUES 

RELATIVES   AUX   ELEMENTS  d'uN  TRUNGLE   RECTILIGNE 

(Suite ^  voir  page  246  et  suir.) 


III 
RELATIONS  DONNÉES  PAR  LES  HAUTEURS  d'uN  TRIANGLE  QUELCONQUE. 

Dans  un  triangle  quelconque    ABC,  nous    appellerons  : 
R  le  rayon  du  cercle  inscrit; 
ha,  hb,  hc  les  hauteurs   correspondant   respectivement  aux 

côtés  a,  b,  c; 
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A  a,  Kb,  h'e,  les  portions  des  hauteurs  comprises  entre  les 

sommets  et  le  point  de  concours. 
h" a,  h'b,  h'c,  les  autres  portions  des  hauteurs; 

En  appelant  A',  B\  C  les  pieds  des  hauteurs,  posons  : 
BA'  =  pay  CB'  =  p6;  AC  =  pc  ; 
CA'  =  qa\  AB'  =  qt;  BC  =  qe. 

Enfin  appelons  a,  p,  y  les  angles  du  triangle  A'B'C;  et 
fli,  b^j  Cl  ses  côtés,  S^  sa  surface,  R^  son  rayon. 

Gela  posé,  on  a  les  relations  suivantes  : 

iO.  —  La  similitude  des  triangles  rectangles  nous  donne 

BG  B'G 


AC 

~   A'G 

d'où  l'on  tire 

a 
b 

_  Pi> 
qa 

Od  a  de  même 

a 

c 

p» 

17.  —  Les  quatre  points  A,  G',  A'  G  étant  sur  une  même 
circonférence,  ou  a 

AH  .  A'H  =  HG  .  HG', 
ou  bien  h'a  h' a  =  h'c  h'c  • 

On  aurait  de  môme       h'a  h'^a  =-  h'b  h'b . 

18.  —  Les  points  H,  B',  G,  A'  élant  sur  une  même  circon- 
férence on  déduit       a  ,  pa  =  h  .  h'b  . 

On  a  de  même  a  .  qa  =  hc  .  h'c . 

On  a  les  quatre  formules  analogues  pour  les  autres  côtés. 

19.  —  Les  triangles  rectangles  A'HB,  AGA'  ont  leurs 
côtés  perpendiculaires  par  suite  ;  on  a 

BA'     ^   HA^ 

AA     "^    CA  ' 
ou  bien  pa  qa  =  ha  h'a  . 

On  a  de  même  pb  qb  =  hb  h'b. 

Pc  pc  =  hc  h'c, 

ÇO,  «—On  sait  que  Ton  a 

a»  =  6«  4-  c«  di  2AB  .  AC. 
Or,  on  a        c  .  pc^=-  ha  ha: 
Donc,  on  aura       a*  =  6'  -}-  c'  ±  2ha  h'a. 
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■ 

On  mettra  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant  qu'il  s'agira 
d'un  angle  oblus  ou  d'un  angle  aigu.  On  peut,  du  reste, 
mettre  toujours  le  signé  — ,  et  considérer  le  produit  comme 
positif,  si  les  distances  AH,  AA'  sont  comptées  dans  le  même 
sens,  et  comme  négatif  dans  le  cas  contraire. 
On  a  donc,  dans  ce  cas, 

a«  =  6«  +  c»  —  2ha  h'a, 
b^*=  c*  +  a«  —  2hb  hb, 

.     c»  =  a*  +  **  —  2Ac  *'c. 
Ajoutons  membre  à  membre,  il  vient,  après  réduction, 

ha  h'a  +  ht  h'b  +  hc  h',  =  — (a«  +  6«  +  c«). 

21,  —  Si  l'on  considère  le  triangle  AHC  formé  par  les 
segments  A'o.  A'c,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle 
est  R;  on  a  donc      h'a  .  A'c=  2h''b  .  R; 

en  prenant  les  autres  triangles  analogues  au  triangle  ÂHC, 
et  multipliant  membre  à  membre  les  égalités  ainsi  obtenues, 

on  a  {h'a  h'b  h'c  Y  =  8R»A"a  h"b  h"c. 

Si  on  ajoute  ces   égalités  au  lieu  de  les  multiplier,  on 

trouve    h'a  h'b  +  h'b  h'c  +  h'c  h'a  =  2^{h"a  +  h"b  +  h\  ). 

22.  —  On  a  les  relations 

a  +  6  +  c 


»s        " 

b 

•  ^  - 

c 

I 

I 

ha 

h 

hc 

Puis  on  a  aussi 

2S=       ^'^ 

I 

7-;-    . 

I 

.                        1 

hc 

I 

ha  hb  hc 

feg  -j-  ftft  +  hc 

'  +4-+  ' 


a  b  c  abc 

En  égalant  ces  valeurs,  on  a 

23.  — Appelons  K  le  point  oli  ÂA'  rencontre  G'B'.  Gomme 
B'H  est  bissectrice  de  l'angle  en  B',  on  a 

AH   _   A'B' 

HK    ~"    B  K  * 
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De  même,  la  droite  C'A  étant  bissectrice  extérieure  de 

I  angle  en  G ,  on  a       -— -  =  -—'. 

Mulliplions  membre  à  membre,  en  remarquant  que  le 
quadrilatère  G'HB'A  est  inscriptible  ;  il  vient 

de  même  hbh'b  =  Ci^i'? 

hch'c  =  ofii' 

24,  —  Les  deux  triangles  AHC,  C'B'G  sont  semblables 
comme  ayant  les  angles  égaux,  puisque  l'angle  G  est  com- 
mun et  que,  les  quatre  points  A,  G',  H,  B'  étant  sur  une 
même  circonférence,  Tangle  en  G'  est  égal  à  l'angle  en  A. 
Donc  AH  .  GG'  =  AG  .  G'B  ; 

ou  bien  h'a  .  hc  =  Qib. 

D'autre  part,  on  a     ab=  2Rhe, 

Multiplions  membre  à  membre,  il  vient 

ah' a  =  2Ra  ; 
on  aura  de  même  bh't  =  2R&, 

ch'c  =  2RC1. 

Multiplions  membre  à  membre,  il  vient 

-      abc  .  h'ah'bh'c  abch'ah" hh'r. 

a,b,c,  ^  —  -  ^,^    ^,^  ^  ^.^ 

Mais,  en  vertu  des  égalités  déjà  établies 

apa  =  hbh'b  ;  bpb  =  hch'c  ;  cpc  =  hah'a  > 

abc            ha  hb  hc 
on  a  ..    .,   ,,    == . 

fia  nb  ne  Pa  Pb  Pc 

On  a  donc,  d'après  des  égalités  précédentes 

,  ha  h'a  hb  h'ô  hc  h'c 

«i  Oi  Cl  =  TTZrz =  ?«  9*  ?c  . 

PaPbPe 

On  en  tirerait  de  même 

«1  ^1  Cl  =  Pa  pb  Pc  . 
Enfin,  en  multipliant  membre  à  membre 

(ûi  ^1  CiY^  =  *a  hb  he  Va  Kb  h\  . 
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CONCOURS  ACADEMIQUES  DE  1880 


ACADÉMIE  D'AIX 

—  Vérifier  l'égalité 

cos 4-  cos  — —  +  cos =  — 

7  7  7  2 

—  On  donne  un  triangle  ABC,  et  on  propose  de  lui  circonscrire  un  triangle 

A'B'C  semblable  à  un  triangle  donné.  La  problème  a  une  infinité  de  solutions. 
On  demande  :  1*  de  construire  une  de  tes  solutions;  2*  de  construire  le  tri- 
angle A'B'C  dont  la  surface  est  la  plus  grande  possible;  on  examinera  le 
cas  particulier  où  le  triangle  A'B'C  est  semblable  au  triangle  ABC,  les  côtéa 
homologues  étant  désignés  par  les  mêmes  lettres  accentuées. 


ACADÉMIE  DE  MONTPELLIER 

—  Étant  donnés  deux  cercles,  trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes 
menées  de  Tun  quelconque  des  points  aux  deux  cercles  soient  dans  un  rapport 
donné.  En  s'appuyant  sur  ce  qui  précède,  résoudre  la  question  suivante  :  Etant 
données  trois  sphères,  trouver  le  lien  des  points  tels  que  les  tangentes  menées 
de  l'un  quelconque  de  ces  points  aux  trois  sphères  soient  proportionnelles  à 
des  longueurs  données. 


ACADÉMIE  DE  BORDEAUX 

—  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  et  les  droites  A  qui  coupent  cet 
ellipsoïde  en  deux  points  tels  que  les  plans  tangents  menés  en  ces  points  soient 
rectangulaires.  On  demande  de  trouver  le  cône  qui  contient  les  droites  A  qui 
passent  par  un  point  M.  Discussion  du  lieu  lorsque  le  point  M  occupe  tontes 
les  positions  possibles. 


ACADÉMIE  DE  POITIERS 

Mathématiqaea  élémentaires. 

—  On  fait  tourner  autour  de  leurs  bases  les  faces  latérales  SAB,  SBC,  SCA 
d'une  pyramide  régulière  triangulaire  de  manière  à  les  amener  en  CAB, 
A'BC,  B'CA  et  alors  chacun  de  ces  triangles  forme  avec  la  projection  sur  le 
plan  ABC  un  même  angle  f  >  a  angle  dièdre  à  la  base  de  la  pyramide.  On 
représente  par  2a  le  côté  AB,  par  l  la  hauteur  du  triangle  isoscèle  SAB,  c'est- 
à-dire  l'apothème  de  la  pyramide  et  on  demande  d'exprimer  au  moyen  de 
o  /,  a  le  volume  limité  par  les  triangles  équilatéraux  ABC,  A'B'C  et  les 
triangles  isoscèles  CAB,  ABC,  B'CA,  CAB,  AB'C  BCA'. 


—  Pour  (fodle  valeur  de  f  compris  entre  a  et  2*  le  volume  est-il  maxi- 
mum? 

—  Dessiner  la  projection  sur  le  plan  ABC  du  polyèdre  maximum  dans  ie 
cas  particnller  où  la  pyramide  est  un   tétraèdre  régulier. 


ACADÉMIE  DE  RENNES 

Mathématicnies    élémentaireB. 

—  Déterminer  deux  points  AA\  connaissant  leur  distance  2c,  le  produit 
b^  de  leurs  distances  k  une  droite  donnée  ox,  celui  b'^  de  leurs  distances  à  une 
seconde  droite  également  donnée  ox'  perpendiculaire  à  La  première,  enfin  celui 
K^  de  leurs  distances  au  point  o  où  se  croisent  ces  deux  droites.  —  La 
question  admet-elle  toujours  des  solutions? 

On  considère  en  outre  les  plus  courts  chemins  par'  lesquels  on  puisse  aller 
de  A  en  A'  en  passant  soit  par  ox,  soit  par  ox\  et  on  demande  d'en  détermioer 
les  longueurs. 

Si  K'  varie,  comment  se  déplacera  le  milieu  de  AA',  et  comment  varieront 
les  longueurs  des  plus  courts  chemins? 

Pour  chaque  valeur  de  K',  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  pour  chaque  système 
de  position  des  points  AA',  on  peut  construire  deux  ellipses  admettant  l'une 
et  l'autre  ces  points  pour  foyers  et  touchant  l'une  la  droite  ox,  l'autre  la  droite 
ox'  ;  voir  ce  que  ces  ellipses  présentent  de  particulier. 


COMPOSITION  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE 


Îl5i 


Géométrie. 


Exposer  brièvement  la  suite  des  théorèmes  qui  conduisent  à  la  mesure  du 
volume  d'un  parallélépipède  quelconque. 

Faire  ressortir  l'enchaînement  de  ces  propositions. 

Insister  sur  ce  qu'on  entend  par  la  mesure  d'un  volume. 

Comme  application,  calculer  le  poids  d'un  parallélépipède  rectangle  dont  la 
hauteur  =  i"352,  dont  la  base  =  2"*35622  et  dont  le  poids  d'un  décimètre 
cube  =  Okil.  661. 

Statiqtne. 

Soit  un  triangle  équilatéral  pesant  ABC  dont  le  côté  est  a  et  qui  n'est  suscep- 
tible de  se  mouvoir  que  dans  un  plan  vertical. 

Au  milieu  M  du  côté  AB  on  attadie  un  ûl  de  longueur  OM  =  l  dont  l'autre 
extrémité  est  fixée  en  un  point  0  du  mur  vertical  VV". 

La  tension  du  fil  donne  lien  à  une  force  T  appliquée  au  triangle  dans  la 
direction  MO.  Le  sommet  A  s'appuie  sans  frottement  sur  le  mur  vertical  VV, 
c'est-à-dire  que  la  réaction  du  mur  donne  lieu  à  une  force  normale  N  appliquée 
au  sommet  A. 

On  demande  de  trouver  les  positions  d'équilibre  du  triangle  ABC 
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Tracé  graphique. 

Étant  donnés  un  point  (a,  a']  et  une  droite  (BB'),  dont  les  positions  sont 
déterminées  comme  il  suit  : 

aa  =0,020 
cki'  =  o,o5o 
.ap  =  o,oo33 
aq  =  o,oi53 
P  =  56%  3o' 
Q  =  6o* 
1*  Mener  pur  le  point  a,  a'  une  droite  XX'  perpendiculaire  à  la  droite  (BB') 
et  fiiisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  7  =  49*. 
2*  Construire  la  plus  courte  distance  de  la  droite  (BB')  et  de  la  droite  [XX'). 
3*. Construire  sur  cette  plus  courte  distance  et  sur  les  deux  droites  (BB'),  (XX') 
un  parallélépipède  rectangle  dont  les  côtés  pris  respectivement  le  long  de  (Bfi'j 
et  de  [XX']  ont  pour  longueur  o,o3o  et  o,o35. 

Rbharqcb.  —  Le  problème  admet  plusieurs  solutions.  On  choisira  celle  des 
droites  [XX'j  qui  est  la  moins  inclinée  sur  le  plan  horizontal,  et  ponr  parallélé- 
pipède celui  qui  est  le  plus  en  haut  et  à  gauche. 

Arithméiiciae. 

Calculer  le  volume  qu'occupent  565  francs  en  pièces  d'argent  de  2  francs  et 
de  I  franc,  sachant  que  la  densité  de  l'argent  est  10,47  et  celle  du  cuivre  8,95. 

Algèbre. 

Elle  donne  une  équation  du  second  degré  : 

î/>  +  (I  —  a»)  0?»  =»  aMi  -  «*) 
dans  laquelle  a  et  e  sont  des  constantes,  e  étant  <  i  —  et  les  deux  relations  : 

X  =s  ae  -^  r  eos  y 
y  =  r  sin  V 
dans  lesquelles  r  et  Y  sont  deux  nouvelles  variables. 

On  demande  d'exprimer  le  plus  simplement  possible  r  en  fonction  de  V  et  de 
déterminer  les  valeurs  de  Y  pour  lesquellas  r  atteint  des  valeurs  maximum  et 
minimum. 

Calcul  numérique  de  trigonométrie. 

On  connaît  dans  un  triangle  B,  c,  a;  calculer  les  autres  éléments  du  triangle, 
c'est-à-dire  À,  C,  B  et  la  surlace. 

B  =  39-,47',56' 
a  =  857,649 
c  s=  703,625 
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QUESTION  170. 

'fiolntlom  par  M.  Pasqcier,  Institut  Léopold,  à  Bruxelles. 


Déterminer  le  rayon  de  la  sphère  à  laquelle  appartient  um 
calotte  sphérique.  de  surface  constante,  de  manière  que  le  volume 
du  segment  à  une  base  limitée  par  cette  calotte  soit  maximum. 

Si  c  est  la  corde  d'une  calotte,  on  sait  que  celle-ci  a  pour 
surface  irc*,  donc  c  est  constant  quelle  que  soit  la  sphère  sur 
laquelle  elle  est  tracée. 

Le  segment  sphérique,  limité  par  cette  calotte,  doit  être 
maximum.  Soit  x  le  rayon  de  la  ^phëre  sur  laquelle  il  faut 
la  prendre  et  y  la  hauteur  du  segment;  nous  aurons 


'^ 


*  Ix  — ~)==  maximum. 


Or  2xy  =  c*, 

donc  y  = 


2X 

itc4     /  6ac*  —  c*\ 
par  suite  (  ^ —  j  =  maximum. 

d'oh  x  =  i^ 

2 

ou  C  =  X\2. 

Ce  qui  nous  montre  que  la  corde  est  celle  d'un  quadrant  et 
que  des  lors  la  zone  embrasse  la  demi-sphëre  sur  laquelle 
elle  est  tracée. 


QUESTION  174. 

lioliitioii  par  M.  Croneau,  élève  du  Lyc^e  de  Versailles. 


Étant  donné  un  parallélogramme,  on  construit  sur  les  diagonales 
des  rectangles  tels  que  les  côtés  opposés  aux  diagonales  se  coupent 
sur  run  des  côtés  du  parallélogramme.  Démontrer  que  la  somme 
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des  deux  rectangles  est  équivalente 
au  parallélografnme. 

Soient  AGEB,  BDHI  deux  rec- 
tangles construits  sur  les  diago- 
nales du  parallélogramme  ABCD 
tels  que  les  côtés  GE,  HI  opposés 
aux  diagonales  se  coupent  en  F 
sur  le  côté  AB  du  parallélogramme.  Je  joins  FG,  FD 

AGEC  =  2AFC,  BDHI  z=:  2BFD  =  2BCF 
d'où    AGEC  +  BDHI  =  2AFC  +  2BCF  =  2ABC  =  ABCD. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Marin,  d'Agen;  Paquier,  de 
Bruxelles;  Longueville,  de  Charleville;- Deslais,  au  Mans;  Dubief,  de  Clany 
Sers,  à  Cherbourg;  Bûcheron,  à  Sainte-Barbe;  Long,  à  Vendôme. 


QUESTION  175 

âkilation  par  M.  Chavanon,  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


On  donne  un  cercle  et  une  tangente  fixe  à  ce  cercle,  en  un  point  I. 
Sur  cette  tangente  on  prend  deux  points  mobiles  ketB  tels  que 
le  produit  AI  X  BI  soit  constant.  Par  les  points  A  et  Bon  mène 
des  tangentes  qui  se  coupent  en  G  dont  on  demande  le  lieu  géo- 
métrique. 

Soit  r  le  rayon  du  cercle  donné  0,  C  un  point  du  lieu. 
Abaissons  de  ce  point  la  perpendiculaire  CD  sur  la  tangente. 


Menons  les  rayons  01,  OK,  OL  et  proposons-nous  de  calculer 
CD,  AG,  BC. 

JOURNAL  DK  MATH.  1880.  20 
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Posons  AI  =  m,  BI  =  n,  on  aura  d'abord  : 

mn  =  K* 
Joignons  BO,  CO,  AO  et  soit  BOI  =  BOK  =  a  et  AOI  = 
AOL  =  p.  Dès  lors  KOC  =  i8o«  —  (a  +  p). 
Les  triangles  rectangles  BIO,  AOI  donnent  respectivement 

tga  =  — ,    tgp=— - 
r  T 

donc  Ig  KOC  =  — 1_  =  J!ÎL±4L 

mn  mn  —  r* 

Le  triangle  rectangle  CKO  donne  alors  : 

KC  =  r'     "*+" 
mn  —  r* 

Par  conséquent 

Tin  I     •      m  -}-  n 

BC  =  n  +  r" 


AG  =m  +  r» 


mn  —  f' 


wm  —  r* 
Dès  lors  comme 

-L  AB  .  CD  =  r  i2±B£±ÇA 

2  2 

OU  (m  +  «)  CD  =  r  [  (m  +  n) +im  +  n)  + -2îliî^JL!l]. 

On  en  déduit 

CD  =  2r  I   I  +     ^^   ^  1  =  constante. 

Donc  le  lieu  est  une  parallèle  à  la  tangente  menée  à  une 
distance  de  celle-ci  égale  à 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Dupuy,  de  Grenoble. 
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QUESTION  176 

USolatlon  par  M.  H.  Sbrs,  sergent  d'infaaterie  de  marine  (Cherbourg). 

Par  un  point  pris  sur  te  prolongement  d'un  côté  d*un  triangle, 
mener  une  droite  qui  coupe  les  deux  autres  côtés  et  qui  soit  telle 
que  la  projection  sur  le  premier  de  la  partie  interceptée  entre  les 
deux  autres  côtés  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 

Supposons  le  problème  résolu;  soit  ABC  le  triangle,  M  le 
point  donné  sur  le  prolongement  de  BG  et  FH  =  a  la  lon- 
gueur donnée,  projection  de  DE  sur  BG. 


Abaissons  les  perpendiculaires  DF,  AN,  EH  et  soit  MF  =  x. 
La  connaissance  de  MF  donne  la  solution  du  problème,  car 
si  en  F  on  élève  la  perpendiculaire  sur  BG,  son  intersection 
avec  AB  donne  un  second  point  de  la  droite  ME. 

A  cause  des  triangles  semblables  on  a 

X  +  a  EH 


EH 

AN 
DP 


X        ""    DF   ' 
CH         MB  +  BG  —  a  —  X 


GN       ' 
MF  —  BM 

BG  —  GN 


GN 

ag  —  MB 

BG  — GN 


AN 
de  là  on  tire 

EH         (MB  +  BG  —  g  —  a;)(BG  —  GN)    _ 

DF   ■"  CN(.T  —  MB)        '  " 


X  -\-  a 

X 
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d'oîi    BC  oî»  —  a:[BC(MN  —a)]  —  a.  CN  .  MB  =  o. 
dès  lors  X  +  x'  =  MN  —  a 

,  ,_         o.CN.MB 

XX   ——  ^g 

Une  de  ces  valeurs  est  négative;  en  appelant  ce"  sa  valeur 
absolue,  on  peut  écrire 

X  ^  x'  =^  MN  —  a 
,  ,         g.CN.MB 
^^   —         BC        ' 

Pour  construire  ces  racines  on  cherche  d'abord  la  quatriëme 
proportionnelle  aux  longueurs  a,  MB,  BC;  puis  la  moyenne 
proportionnelle  entre  CN  et  cette  quatrième  proportionnelle. 
Le  problème  revient  donc  à  construire  deux  lignes  dont  la 
différence  et  le  produit  sont  donnés. 

Puisque,  dans  ce  cas,  il  n'y  a  qu'une  valeur  de  œ,  la  solu- 
tion négative  ne  saurait  ôlre  interprétée. 

Remarque.  —  Ce  problème  a  quatre  solutions,  si  on  consi- 
dère  les  côtés  prolongés  soit  dans  un  même  sens,  soit  en 
sens  contraire  à  partir  du  sommet  A,  opposé  à  BC. 

En  effet,  considérons  la  sécante  ME  faisant  une  révolution 

X  ~4~  o 
complète  dans  le  sens  ILP  ;  1«  de  MA  en  MG,  le  rapport  — ^ — 

qui  égale  ■  part  de  Funitépour  devenir  infiniment  grand, 

quand  ME  devient  MG  parallèle  à  AB.  Les  deux  côtés  sont 
alors  prolongés  dans  le  même  sens  à  partir  du  point  A  ; 
a  passe  donc  une  première  fois  par  toutes  les  valeurs  pos- 

Bibles  ;  2^  de  MG  à  MK,  le  rapport  devenu part  d'une 

valeur  infiniment  grande  pour  devenir  voisine  de  l'unité  à 
mesure  que  MG  s'approche  de  MK  perpendiculaire  à  BC,  car 
alors  l'intersection  a  lieu  avec  les  côtés  prolongés  en  sens 

contraire  :  lorsque  ME  devient  MK, =  —  -^  a  =^  x 

^  X  o 

=  o.  Donc  après  être  parti  de  l'infini  a  devenant  encore  nul, 
a  passé  par  toutes  les  valeurs  possibles  :  3®  de  MK  à  ML, 

Ot  ~^  X 

parallèle  à  AC,  le  rapport nul  d'abord  redevient  infi- 
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niment  grand  et  les  côtés  sont  prolongés  comme  dans  le  ca^ 
précédent;  a  a  donc  de  nouveau  passé  par  toutes  les  valeurs  : 
4**  de  ML  à  MP,  Tinlersection  a  lieu  avec  les  côtés  prolongés, 

dans  le  môme  sens  et  le  rapport  est  devenu  — ^ —  ;  a  d'a- 

a 

bord  indéfiniment  grand  s'est  annulé  quand  — ^ —  est  de- 

venu  égal  à  l'unité.  Il  a  donc  subi  toutes  les  variations 
possibles  de  grandeur. 

Toute  autre  position  est  la  même  que  Tune  de  celles  déjà 
examinées. 

Pour  que  la  sécante  puisse  être  menée  à  l'intérieur  du 
triangle,  il  faut  que  a  soit  moindre  que  le  troisième  côté  BC. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Croneau,  de  Versailles;  Paquier. 
institut  Léopold,  Bruxelles. 


QUESTION  177 

Solution  par  M.  Longueville,  éleva  du  Collège  de  CharleviUe. 


Soit   un  triangle  ABC;   aiuc  points  milieux  A',  B',  C  de 
côtes  on  élève  des  perpendicvr- 
iaires  à  ces  côtés  sur  lesquels 

on    prend   A'D  ==  BG; 

B'E  =  —  AC;  C'F  =  —  AB 

2  2 

Ces  perpendiculaires  sont  menées 
extérieurement  au  tiHangle.  — 
Démontrer  :  4^  que  les  droites 
telles  que  EF  et  AD  sont  égales  ; 
2®  qu'elles  sont  peiyendiciilaires 
Vune  sur  l'autre;  '3^  que  les  trois 
droites  AD,  BE,  CF  se  coupmt  en  un  même  point.     (Nomy.) 

Soient  a,  6,  c  les  côtés  du  triangle  ABC,  AA'  =  {  une  mé- 
diane, S  sa  surface. 
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Ona    FA  =  -^}rr    AE  =  — jTT  FAE  =  90  +  BAC. 

Le  Iriangie  FAE  donne 

FE«  =  FA*  +  AE«  —  2FA  .  AE  cos  (90  -f  BAC) 

ou  FE«  =  —  +  —  +    bx  sin  A  (1) 

22 

de  môme  le  triangle  AA'D  donne 

AD«  =  f«  —    +  —  —   2I  —  cjs  AA'D  ;        (2) 
24  3 

mais  cos  DA'A  =  cos  (90  +  AA'B)  =  —  sin  AA'B  rempla- 
çant dans  l'égalité  (2)   cos  DA'A  par  —  sin  AA'B;  et  i*  par 

—  _j ,  On  a 

2  4 

ÂD*  =  il  +  —  +    2  —  sin  AA'B.  (3) 

3  2  2 

On  voit  donc  que  le  second  membre  de  Tégalité  (1)  est 
égal  au  second  membre  de  Tégalité  (3),  puisque 

2I  —  sin  AA'B  =  2S  =  6c  sin  A, 
2 

donc  AD  =  EF. 

On  démontrerait  de  même  que  ED  =  FC  ;    BE  =  FD. 

2<>  AMN  =  9o«.  En  effet,  les  deux  triangles  AEE,  FEG  sont 
égaux  comme  ayant  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun; 

AE  =  EG,    ED  =  FG,    AD  =  FE; 
donc  EAD  =  FEG 

ou  comme 

FEG  =  BEC  +  B'EN    et  DAE  =  MAN  +  NAE 
45^  +  BEN  =  450  +  MAN 
BEN  =  MAN. 
Dès  lors,  les  triangles  AMN  et  NEB'  ont  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun,  NAM  =  BEN;     B'NE  =  ANM. 
Donc  les  troisièmes  sont  aussi  égaux  et 

AMN  =  NB'E  =  90^ 
Donc,  AD  est  perpendiculaire  sur  FG. 

De  même  FG  est  perpendiculaire  sur  DE  ;  et  FD  est  per- 
pendiculaire sur  BE. 

3®  Les  droites  AD,  FG,  EB  pouvant  dès  lors  être  considérées 
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comme  les  hauteurs   du  triangle  FED  se  coupent  en  un 
même  point  H. 

Nota.  —  MM.  Deslais,  du  Mans;  Sers,  de  Cherbourg,  ont  résolu  la  même 
question. 


QUESTION  178 

Solution  par  M.  Sers,  sergent  d'infanterie  de  marine,  à  Cherbourg. 


Étant  donné  un  parallélogramme  ABGD,  on  mène  par  le  point 
G  une  sécante  PGQ  qui  coupe  en  P  et  en  Q  respectivement  les 
côtés  AB  et  AD.  Par  A  et  P,  on  fait  passer  une  circonférence 
tangente  à  AD  au  point  A;  par  A  et  Q,  on  fait  passer  une  autre 
circonférence  tangente  à  AB  au  point  A. 

Ces  deux  circonférences  se  coupent  en  un  point  M  dont  on 
demande  le  lieu  géométrique  lorsque  la  sécante  PGQ  tourne  autour 
du  point  G. 

Menons  le  faisceau  des  droites  MQ,  MD,  MA  et  MB  que 
je  prolonge  en  E. 

Les  triangles  semblables  AMQ  et  AMP  donnent 

MP    _  _AP^ 

AM   ""    AQ 
De  même  APQ  et  BPG  donnent 

AP  AQ  AP  BP 

^    ou  — 


BP  BG  AQ  AD  ' 

MP  BP 

Dès  lors  les  triangles  DAM  et  MBP  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  proportionnels  sont  semblables;  donc 

arc  EP  =  arc  AF. 

Dans  le  quadrilalete  ABDM,  les  angles  opposés  en  A  et  en 
M  ont  alors  pour  mesure  la  moitié  de  la  circonférence  AMP; 
ils  sont  supplémentaires  et  le  quadrilatère  ABMD  est  ins- 
criptible. 

Le  lieu   géométrique  des  points  tel   que  M  est  donc   la 
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circonférence  passant  par  les  trois  autres  sommets  du  parai* 
lélogramme. 


Remarque.  —  Il  était  facile,  à  priori,  de  s'apercevoir  que 
les  points  A,  B,  D  appartenaient  au  lieu  géométrique 
demandé,  si  Ton  considérait  ce  que  devenait  H  lorsque  la 
sécante  occupait  Tune  des  trois  positions,  AG,  BG,  DG. 

*    Nota.  -^  M.  Tricon,  de  Marseille,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS  A  SAINT-CYR 


^  Si  oLy  p,  y  sont  trois  angles  plans  quelconques,  on  a 

cos  2a  cos^  (f*  "h  y)  +  ^^  ^P  ^^'  (y  4*  *)  "f"  ^^^  ^Y  ^®*'  (*  "h  f') 
=  2  cos(ql  -}-  p)  cos  (p  -|-  y)  cos  (y  -|-  a)  -f  C03  2  a  cas  ip  cos  2y 

a  S 

—  Si  l'on  a  tg  —  =  tg»  — .  et  Ig  f^  =-  2  ig  ç, 

l'angle  <p  est  mo^en  arithmétique  entre  a  et  p. 

—  Si  R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  r  le  rayon  du  cercle 

.       ..  _    .     A     .     B     .      C 

inscrit,  on  a  r  =  4R  sin  —  sm  —  sm  — . 

222 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  la  somme  dei  côtés  AC  et  CB, la  perpen- 
diculaire abaissée  du  sommet  G  sui*  la  base  AB,  et  la  ditTérence  dei  segments 
faits  sur  la  base  par  la  perpendiculaire. 

—  Exprimer  la  formule    a  cos  0  +  6  cos  (0  -f-  a)  sous  la  forme 

A  cos  (Ô  +  p) 
et  déterminer  la  valeur  de  A  et  de  p. 
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—  ProuTer  que  sin  ô  +  sin  ç  =  sin  (6  -f-  ©)  ne  j^eut  être  vérifié  que  si  6  -{^  t^ 
est  un  multiple  de  36o*. 

—  On  donne  l'équation 

ax»  4-  6a?  +  c  4-  h[a'x^  +  b'x  +  c')  =  o, 
dont  on  i^présente  les  racines  par  deux  longueurs  OA,  OA'  portées  sur  une 
droite  à  partir  d'un  point  0.  Soit  h'  la  valeur  de  h  pour  laquelle  l'une  des  racines 
de  l'équation  est  infinie  et  OP  la  racine  finie  correspondante.  Démontrer  que  le 
produit  FA  .  FA'  est  constant,  quel  que  soit  h» 

—  On  donne  deux  axes  et  un  point  M.  Mener  AB  de  façon  que  le  triangle  OAB 
ait:  1*  un  périmètre  donné;  2*  une  surface  donnée. 

—  Étant  donné  un  demi-cercle  AMB,  mener  par  le  point  A  trois  sécantes  qui 
divisent  le  demi-cercle  en  quatre  parties  telles  que  si  l'on  fait  tourner  le  demi- 
cercle  autour  de  AB,  ces  quatre  parties  décrivent  des  volumes  égaux. 

—  Étant  donné  un  cercle  0,  une  tangente  TT'  au  cerele,  on  demande  de  mener 
par  l'extrémité  du  diamètre  îdL,  perpendiculaire  à  la  tangente,  une  corde  LA 
telle  que  le  triangle  ML  A  tournant  autour  de  TT',  décrive  un  volume  maximum. 

—  Résoudre  par  logarithmes,  sans  employer  d'angles  auxiliaires,  l'équation 

cos  a:  —  sin  a  cotg  ^  sin  a;  =  cos  a. 

—  On  extrait  la  racine  cubique  d'un  nombre  A.  On  a  trouvé  a  pour  racine  et  r 
pour  reste,  de  sorte  que  A  =s  a'  -f  r.  Gomment  fera-t-on  la  preuve  par  x  i  de 
cette  opération? 

—  Le  produit  de  trois  nombres  entiers  consécutifs  est  divisible  par  6. 

—  Que  faut-il  pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  36? 

—  On  donne  7^  ;  on  voudrait  savoir,  sans  faire  l'opération,  quel  sera  le 
premier  chiffre  à  droite  du  produit? 

—  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  A,  B,  G  est-il  le  même  que 
celui  des  nombres  A  4-  *^C,  B,  G? 

—  Dans  le  produit  3,  i;4  x(o,842)^  le  nombre  3,14  est  connu  à  ■  près  et 
le  nombre  0,842  À près.  Sur  quel  degré  d'exactitude  ^leut-on  compter? 

—  Le  nombre  o,83  est  connu  à  — — —  ;  avec  quel  degré  d'approximation 

pourra-t-on  obtenir  la  racine  carrée  de  ce  nombre?    ^^ 

—  Assigner  une  limite  de  ia  différence  v/842  —  ^840,  —  Si  le  nombre  842 
i^st  connu  aune  dizaine  près,  sur  quelle  exactitude  peut-on  compter  à  la  racine? 

—  On  a  un  poids  p  d'alliage  d'argent  et  de  cuivre  au  titre  (  par  rapport  & 
l'argsnt.  On  demande  quelle  quantité  de  cuivre  il  faut  ajouter  pour  que  l'alliage 
ait  le  titre  V  par  rapport  à  l'argent. 

—  Démontrerque,  étant  donnée  une  fraction  —,  on  peut  toujours  trouver  un 

a  A-  c         a  tt 

nombre  x  tel  que  .  =  -r--  On  examinera  deux  cas  suivant  que  t"  ^^^  ^^ 

^      b  -\-  X        b  b 

n'est  pas  irréductible. 

—  A  quelle  puissance  au  moins  faut-il  élever  60  pour  obtenir  un  nombre 
divisible  par  72^? 

—  Si  un  nombre  est  divisible  par  trois  nombres  conséeutifk,  est-il  divisible 
par  leur  produit? 

—  Etant  donnée  la  quantité h  y  H y  a,  b,  c  étant  premiers  entre 

eux,  la  somme  sera-t-elle  une  fraction  irréductible? 
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—  Trouver  nne  râleur  de  m  telle  que  2(2  +  m]  soit  un  carré  par&it. 

—  Trouver  deux  nombres  qui  soient  entre  eux  comme  3o  est  à  48,  et  dont  le 
plus  grand  commun  diviseur  soit  21. 

—  Un  cube  terminé  par  4  ou  par  8  a  un  chiffre  "pair  de  dizaines;  un  eobe 
terminé  par  6  ou  2  a  un  chiffre  impair  de  dizaines;  un  cube  terminé  par  5  a 
pour  chiffre  des  dizaines  2  ou  7. 

—  Un  nombre  a  qui  a  pour  exposant  une  puissance  de  a,  est  un  multiple 
de  (a^  —  i]  augmenté  d'une  unité. 

—  Simplifier  l'expression 

2  +  v/r        ,       :^  -  y  3" 
v/r  +  /r+7?      \^  -  y  2  -  v/r  " 

puis  calculer  x  à  0,001  près. 

—  Calculer  à  un  centimètre  près  le  côté  du  carré  équivalent  à  la  surbce 
totale  d'un  cône  dont  la  base  a  un  mètre  de  rayon,  et  dont  l'apothème  est  le 
côté  du  carré  inscrit  dans  la  base. 

—  Ayant  calculé  le  nombre  a  des  dizaines  d'une  racine  carrée,  R  étant  le 
reste  correspondant,   on   a   une   limite   inférieure  des   unités  en  prenant 

R 

io(2a  H-  i). 

Equations  à  résoudre. 

2X  —  X^  +  yJ^X"^  —  12a?  +   7    =  O. 

Y^slT+x    =fWT^   +  /v/T-^  X. 
^yjx  +  8      —  yjx  —  S     =  2  \/2X  +  2. 

V72  —  Oî  '—  V^^  —  ^   =  2. 
X  —  8  X       _      2^ 

X  X —  8  5      * 

(x  4-  v^)*  —  (j?  4-  ^xy  =  i5g6oo. 

I  -f  y/arc  +  i5    =34-  \lx  +  8. 

3^0;  4-  i5'  =  7^3?  —  5  —  5\/£c  —  1 7. 

v/2a;  4-  7  4-  \/3a;  —  18  =  \/7a?  4-  i. 
[(a?  —  5)2  —  a;]2  4-  6  =  7  (a?  —  5)*  -  70:. 

v'o:*  4-  1 7  —  Vx2  4-17   =6. 

sin  a;  —  cos  a;  =  4  cos'  x  sin  x\ 

sin  a?  4-  cos  a;  =  i,366o2. 

3  sin  a?  4-  2  cos-  a;  =  3. 

ig  a  tg  a?  =  tg2  (a  4-  a;)  —  tg»  (a  —  x). 
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RECHERCHES 

SUB  LES 

COURBES  PLANES  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 

AYANT  AU  MOINS  UNE  ASYMPTOTE  A  DISTANCE  FINIE 

Par  M.  S,  Colliiif  ancien  élève  de  TEcole  polytechnique, 
Professeur  de  Mathématiques. 

(Suite  et  fin.) 


La  deuxième  méthode  ressemble  à  celle  que  nous  avons 
employée  déjà  pour  les  courbes  à  point  singulier. 

Théorème  IV.  —  Toute  courbe  (M)  ou  (Mj),  peut  se  cons- 
truire à  Vaide  d'une  conique  fixe  et  de  deux  droites  parallèles 
fixes. 

Soit  en  effet  une  courbe 

ax  +  by  ,  { 

+ 


(y  —  mx)  (y  —  tnx)         y  —  rnx  —  n 
ou  nous  supposons  indifféremment  m,  m'y  m    inégaux   ou 
égaux,   de  manière   à   avoir   ainsi  toutes  les   espèces  de 
courbes  (M)  ou  (M^). 

Si  nous  passons  aux  coordonnées  polaires,  le  rayon  vecteur 
d'inclinaison  (o  coupera  cette  courbe  en  deux  points  M'  et 
M'  donnés  par  Téquation 

(  n  -f-  ^  ^  cos  0)  +  6  sin  (o 


sinw — m'cosci)        (sin  cd — mcos  w)(sinco  —  m'cos(o) 
n  (a  cos  co  -j-  6  sin  w) 

'     (sin  CD  —  m  cos  (o)  (sin  o)  —  m  cos  (o)  (sin  w  —  m  cos  w) 

dont  nous  appellerons  les  racines  p  et  f. 

Or  ce  même  rayon  vecteur  rencontre  respectivement   la 

conique  directrice,  l'asymptote  directrice  y  — m'x  :=  Z  +  n, 

et  la  droite  parallèle  y  —  m'x  =  n  aux  points  M^,  M,,  M,  ; 

et  Ton  a 

^--  a  cos  (O  -4-  &  sin  w 

(sin  co  —  m  cos  od)  (sin  a>  —  m  cos  w) 


OM,=  p,= 
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/  -f-  n 


sin  <o  —  wi'  cos  to) 


OM,  =  o,  =  -: 


P» 


si  11  o) —  m'  cos  w 


De  là,  nous  concluons 

p'  +  p"  =  pi  +  p2»  py  =  pipj 

et  nous  arrivons  ainsi  à  la  conslruclion  suivante  des  points 
M'  et  M'. 

Sur  MjMj  on  décrira  un  premier  cercle.  On  décrira  ensuite 
un  deuxième  cercle  ayant  son  centre  y  sur  le  rayon  vecteur, 

a  une  distance  Oy  de  0  égale  a  ,  et,  pour  axe 

radical  avec  le  premier,  la  perpendiculaire  élevée  en  O  au 
rayon  vecteur.  Les  deux  points  d'intersection  de  ce  second 
cercle  et  du  rayon  vecteur  seront  les  points  cherchés  M' et  M'. 

Il  va  sans  dire,  d'ailleurs,  que  dans  l'expression î— I^ — ^— 2- 

on  doit  prendre  OM^  +  0^«  ^^'^^  des  signes  conformes  à 
leur  direction,  et  cette  longueur  se  trouve  de  suite  sur  la 
figure  si  Ton  a  tracé  d'avance  la  symétrique  S  de  rasymplole. 

Cette  méthode  est  bien  préférable  à  la  première  ;  elle  fait 
apparaître  facilement  la  forme  de  la  courbe. 

Quant  à  la  tangente,  on  pourrait  encore  au  besoin  Tobteuir 
à  l'aide  de  la  sous-normale;  car  les  deux  sous-normales  en 
M'  et  M'  sont  données  par  un  système  d'équations  du 
premier  degré  déduites  des  relations  ci-dessus:  mais  cette 
conslruction  serait  peu  simple. 

—  Une  troisième  méthode  de  construction  des  courbes  (M) 
ou  (Mj)  consisterait  à  les  regarder  comme  définies  par  le 

[  ax  •\'  b\i  

système  j    (y  -  ^)(y  -  ^^)    "         ^  ^" 

dont  toutes  les  coniques  (C)  passent  par  l'origine,  ont  leurs 
centres  eu  ligne  aroite  et  leurs  axes  parallèles. 

—  Il  nous  reste  encore  à  construire  les  courbes  (E,)  aux- 
quelles les  procédés  précédents  ne  s'appliquent  pas.  Si  l'on 
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change  d'axes,  ces  courbes  peuvent  s'écrire  : 

ce  qui  d'abord  peut  toujours  se  construire.  Si  le  racines  du 

dénominateur  sont  réelles»  on  aura  aussi  bien,  en  appelant 

a,  b  ces  racines, 

Al  h  k 

Xj  —  a  x^  0 

c.-à-d.  j/j  z=:  y,  -|-  y,  -|-  constante 

et  Ton  appliquera  ainsi  la  méthode  de  Finck,  qui  donne 

la  tangente. 

—  Nous  nous  arrêtons  ici.  Il  eût  été  intéressant  de  résoudre 

divers  problèmes  sur  les  tangentes  en  comparant  les  courbes 

d           d  d  *      X  (x 

I  =  ^5-  -{ -| — ^   avec  les  coniques   0  =  -rr- — | — ^ 

V 

+  -5-;  nous  en  laissons  le  soin  au  lecteur. 

De  même,  nous  aurions  pu  étendre  à  un  certain  nombre 
do  courbes  de  degré  m  les  procédés  de  construction  indiqués 
ici  pour  les  courbes  du  troisième  ordre. 

Qu'il  nous  suffise,  en  terminant,  de  réparer  une  omission, 
et  de  démontrer  une  propriété  des  courbes  à  point  singulier. 

2Ra?  o 

^  ~    œ'  +  l/*  X 

pour  en  déduire  une  construction  de  la  tangente. 

Ces  courbes  peuvent  en  effet  être  regardées  comme  défi- 
nies par 

\\x  —  2a)»  +  (X«  —  8aR)  y^  =  X»(X*  —  8aR) 
x^  +  y^  =  X«. 
Donc  toute  courbe  de  cette  espèce  jouit  de  la  propriété 
suivante:  la  distance  d'un  quelconque  de  ses  points  M  au 
point  singulier  0  est  la  demi-somme  de  ses  distances  aux 
deux  points  {x  =20,  y  =  zh  2y/2ar).  On  peut  donc  cons- 
truire la  tangente  par  la  règle  de  Tchirnhausen. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET  LEURS  APPLICATIONS  EN  GÉOMÉTRIE 


Par  H. 


'•       ^^   • 


Boquel. 


(Suite,  voir  p.  164). 


Autres  applications.  —  Si  Ton  se  reporte  à  la  formation  de 
la  forme  adjointe,  on  sait  qu*il  faut  éliminer  x^y  rr,,  . . . 
Xfi  entre  les  relations 

ûfl^l  +  ^lî^a  +    •  •  •    +  (^inXn  —  Xj  =  O 
<ïîl^l  +  ûjjûP,   +    •••"("   <^2nXn  —  Xj   =   G 


dniX^  +  aniX^  +    .  .  .    +  annXn  —    X»  =  0 
XiXi    +  ^2''^î  +    .  .  .    +   X»  .Tw  —  /     =  O' 

Le  résultat  de  cette  élimination  est  le  déterminant 

^11  ^11  •  •  •  ^1»  Xj 


''il   ^î«    •  •  •    ^in  Xj 


O^m   ttfiî    .  .  .  Qnn  Xn 
Xj     Xj    .  .      Xfi  / 

F 

De  cette  équation,  on  déduit  f  =  — 


é£:al     àrézoé. 


F  étant  une  fonc- 


tion homogène  et  du  2«  degré  en  X^,  Xj,  ...  Xn,  et  A  Tin- 
variant  de  la  forme  f. 

Gomme  nous  Tavons  dit,  F  est  la  forme  adjointe  de  f. 

Or,  en  ordonnant  le  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  dernière  ligne  ou  de  la  dernière  colonne,  on  a  : 

A+  A  .f=o 

Donc  F  =  —  A.  Mais  A  n'est  autre  chose  que  le  déter- 
minant ci-dessus,  oîi  Ton  a  remplacé  f  par  o  ;  la  forme 
adjointe  peut  donc  s'écrire  sous  forme  de  déterminant, 
comme  il  suit  : 
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«11 
o«i 


^11 


Xi 

X» 


F  =  — 


(Ifii         ^fij      .      .      .      ttnn         Xn 
X^  Xj       •      .      .      Xn  O 

Cette  remarque  permet  d'indiquer  une  forme  intéressante 
et  très  usuelle  que  Ton  peut  donner  à  la  forme  adjointe.  Il 
suffit  pour  cela  de  développer  ce  dernier  déterminant,  en 
observant  qu'il  est  symétrique,  et  que  l'invariant  A  de  la 
forme  f  est  également  symétrique. 

Or,  en  appliquant  à  un  déterminant  symétrique  la  règle 
connue  pour  former  la  dérivée  d'un  déterminant  quelconque, 
il  sera  facile  d'obtenir  la  dérivée  d'un  déterminant  symé- 
trique par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  éléments. 

Si  l'élément  est  sur  la  diagonale  principale,  on  a  immé- 
diatement AVa-.^  =  a..,  a.,  étant  le  mineur  d'ordre  n —  i 
relatif  à  l'élément  considéré;  toutes  les  autres  dérivées 
fournies  par  l'application  du  théorbme  général  étant  évi- 
demment  nulles. 

Si  rélément  occupe  une  place  quelconque,  c,a-,  par 
exemple,  on  a  à  considérer  l'élément  symétrique  égal  ajto 
et  toutes  les  dérivées  fournies  par  l'application  du  théorème 
général  sont  nulles,  sauf  celles  qui  proviennent  des  deux 
éléments  égaux  aik  et  am',  ces  dernières  sont  égales  et  l'on  a: 
A'/a,.^)  =  2  oLik  ou  2  dki,  ce  qui  est  la  môme  chose,  en  raison 
de  la  symétrie. 

Cela  posé,  le  développement  du  déterminant  —  F  sera  : 

^  Kl)  ^*'  +  •  •  •  +  ^  K*)  Xi  Xa  +  .  .  . 

Cherchons  par  exemple  le  coefficient  du  terme  en  Xi  X^  . 
Si  Ton  prend  l'élément  X»  dans  la  dernière  colonne,  son 
coefficient  est  le  déterminant 

ûu  au  ...  û^** 

CL^i  Q^i  •  •  •    «2/1 


•              •               . 

a*  -1-  i,  i 

«i  —  1,  a   •  • .   0»  —  1,  fi 

fli  4-  1,  i    ...    (li  4-  1,  n 

Oni 

X, 

Ont              •  .  .    Onn 
Jk-a                .  .  ,    Xn 
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La  colonne  de  rang  n  +  i  et  la  ligne  de  rang  i  ayant  été 
supprimées  dans  le  déterminant  général,  on  a,  pour  fixer  le 
signe  du  coefficient  précédent,  le  facteur  ( —  i)«  +  <  +  ». 

Pour  avoir  le  coefficient  du  terme  en  X4  Xa-,  il  suffit  de 
chercher  dans  ce  dernier  déterminant  le  coefficient  de  Xi^. 
Ce  coefficient  est  le  déterminant 

(lu  Om  di,  k  -  i  ai,  k  +  i  flin 

021  «82  Û8,  k   -  i  Û2,  fe  +  i  (hn 

ai  -  i,  i     m  -1,8    ai  -  i,  k  -  i     ai  -  i^  k-{-  i     fl«  -  iti 
ûi  +  «,  i     au  +  j,      a,-  ^  i^  k  -  i     ««  4- 1,  *  H-  <     flf  +  in 

fln,  i  uns  a^»,  k  -  i  (In,  k  -f  a  Onfl 

multiplié  par  le  facteur  ( —  i)»  +  *. 

Le  coefficient  du  terme  enXiX*  est  donc  ( —  i)»»+<  +  «  +  fra,ik 
ou  ( — i)*'»  +  »  +  *  +  <a,*,  aijfc  étant  le  coefficient  de  <mk  dans  le 
déterminant  A,  c'est-à-dire  dans  Tinvariant  de  la  forme  f. 
Or  (nk  est  égal  au  même  déterminant  multiplié  par  le  facteur 
( —  i)*  +  *;  le  coefficient  de  Xi  X*  est  donc  —  a,*. 

D'autre  part  ce  même  terme  s'obtiendra  en  prenant  \k  dans 
la  dernière  colonne  et  X|  dans  la  dernière  ligne  ;  son  coef- 
ficient sera  donc  —  (iki\  mais  a,*  =  aA/;  donc  le  coefficient 
du  terme  en  X,  X*  est  2  a/ a,  c'est-à-dire  ^'(a.j\- 

La  forme  adjointe  prend  donc  bien  la  forme  suivante  : 

Gela  posé,  reprenons  la  forme  quadratique  ternaire 
f{x^  y,  js),  et  supposons  que  dans  cette  forme  on  substitue 


à  la  place  de  z  la  valeur  — 


fix  +  piy 


tirée   de  la  relation 


ax  -f-  fj/  +  Y^  =  o;  1®  résultat   obtenu   ne    dépendra  plus 


que   de    deux   variables,   et  sera   /"(a?,  y, — 


IX  +  ^y 


■). 


soit  F  (X,  Y,  Z)  la  forme  adjointe  de  f;  je   dis   que  Tinva- 
riant  de    la    forme  binaire  qui  provient  de   la   substitution 


ox  +  fî/ 


aura  pour 


valeur  l^^. 


T                                              T 
En    effet,  la    substitution  x  =  x\  y  =  y\  s  = x 

r 
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^  y  >  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  de  Cauchy;  car  il 

suffit  de  poser  dans  celle-ci  t=  x\  w  =  y\  avec  a  =  i^ 
p  =  o,  a  =  o,  p'  =  I,  a'  = ,  P'  = ^,  pour  qu'elle 

r  r 

se  réduise  à  la  substitution  qui  nous  occupe.  Or,  nous  avons 
démontré  que  l'invariant  de  la  nouvelle  forme  obtenue  est 
précisément  la  valeur  que  prend  la  forme  adjointe  de  la 
proposée  quand  on  y  remplace  X,  Y,  Z  par  les  binômes 

a'p"  _  f>V,  a"  p  —  p"a  et  ap'  —  pa  . 
Mais  on  a  : 

a>"  -  p'oc"  =  —  a"p  -  foL  =  JL  ap'  -  fia'  =  I. 

Y  r 

L'invariant  cherché  est  donc  F  (— ,  —,  i)  ou — iîi£!j[L^ 

ï       r  Y* 

A  l'aide  de  ce  résultat,  proposons-nous  de  trouver   les 

longueurs  des  axes  de  la  section  d'une  surface  du  deuxième 
ordre  par  un  plan  central. 

Je  considère  la  forme 
/  =  Arc»  +  ky  +  A"2*  +  2Byz  +  2B'j8faî  +  2B"ary 
—  s{x'^  -|-  !/'  +  ^*  +  2Î/JS  cos  X  -j-  3^0;  cos  }/.  -}-  2a?î/  cos  v). 
Si  j'imagine  que  le  plan  sécant  soit  pris  pour  plan  des  on/, 
les  axes  des  x  et  des  y  dans  ce  plan  étant  les  axes  mômes 
de  la  section,   et  l'axe  des  z  étant  la  normale  au  plan,  la 
transformation  des  coordonnées  s'exprimera  par  une  substi- 
tution linéaire,  et  la  forme  nouvelle  f  sera  : 
r=  pX«  +pT«  +  2p"Z«  +  2(/YZ+  2q'ZX  —  s(K}  +  Y«  +  Z«). 
Le  terme  en  XY  manquera  parce  que  la  courbe  de  section 
par  le  plan  Xoy  est  rapportée  à  ses  axes,  et  le  facteur  de  $ 
se  transformera  identiquement  en  (X*  -f-  Y*  +  Z*)  parce  que 
les  deux  expressions  représentent  toutes  deux  la  distance 
d'un  môme  point  à  l'origine,  laquelle  n'a  pas  changé. 

Les  deux  expressions  feif  sont  identiques  en  vertu  de  la 
substitution  linéaire  qui  a  transformé  /  en  /*',  et  l'identité 
entre  elles  continuera  de  subsister  si  l'on  établit  entre  œ, 
y,  z  une  relation  quelconque,  pourvu  qu'on  établisse  entre 
X,  Y,  Z  la  relation  analogue  (c'est-à-dire  celle  qui  résulte 
de  la  première  relation  transformée  au  moyen  de  la  substi- 
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talion  linéaire  qui  a  changée  /en  f).  La  relation  entre  x, 
y,  %  est  réqnation  ax  +  Py  +  T^  ==  ^  du  plan  sécant,  rela- 
tion, dont  Tanalogue  après  transformation  est  Z  =  o.  La 
forme  /",  en  vertu  de  l'équation  oo;  +  Py  +  ï*  =  o,  ne 
dépend  plus  que  de  deux  variables  x  et  y;  je  détermine  s 
par  la  condition  que  cette  forme  devienne  un  carré  parfait, 
c'est-à-dire  que  son  invariant  soit  égal  à  zéro;  soit  9  («)^^=  o 
l'équation  en  s  ainsi  obtenue  ;  je  dis  que  ses  racines  sont 
p  et  p. 

En  effet,  f  et  f  étant  identiques,  si  la  première  devient 
carré  parfait,  il  en  sera  de  même  de  la  seconde  ;  or,  pour 
Z  =  G,  la  forme  f  se  réduit  à  (p  —  «)  X«  -f  (p  —  «)Y«;  et 
pour  qu'elle  devienne  carré  parfait,  il  faut  qu'on  ait  «  =  p 
ou  $  =p.  Ces  valeurs  sont  aussi  les  racines  de  7  (^)  =  o. 

Il    faut   donc    former  «p  (s)  quand  on   remplace  z  par 

—         '^^^  .  Pour  cela,  je  prends,  d'après  les  considérations 

développées  précédemment,  la  forme  F  adjointe  de  /,  et  j'y 
remplace  X,  Y,  Z,  par  les  valeurs  a,  p,  y;  j'aurai  f  (*) 

_        F  (g,  p,  y) 
~  ?  • 

L'équation  cherchée  sera  donc  F  (a,  p,  y)  =  o.  Si  l'on 
admet  que  la  surface  ait  pour  équation 

Aa?»  +  Ay  4.  K'%^  +  2By«  +  2ÏÏzx  +  2S'Qcy  =  î, 

on  aura  p  =  — -  et  p  =  ±  -—-; 

l'équation  F  (a,  p,  y)  =  o  admettra  donc  pour  racines  les  in- 
verses des  carrés  des  demi-axes  de  la  section  par  le  plan 

*^  H"  Py  +  Y*  =  <^' 

Or  pour  avoir  F  (a,  p,  y)  =  o,  il  suffit  de  former  la  forme 
adjointe  de  f,  et  d'y  remplacer  XTZ  par  a,  p,  y; 
La  forme  adjointe  F,  mise  sous  forme  de  déterminant,  est: 
A  —  8  B"  —  8  cos  V       B'  —  «  C08  (A       X 

B"  —  8  cos  V    A'  —  8  B  —  8  cos  X        Y 

B'  —  «  cos  |x    B  —  «  cos  A      A"  —  8  Z 

X  Y  Z  0 

L'é<ination  cherchée  sera  donc  : 


a 
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A  —  s  W  —  s  cos  V  B*^  —  s  cos  ix 

B"  —  8  cos.v  A'  —  s  B  —  s  cos  X  .     p 

B'  —  s  cos  [X  B  —  s  cos  X  A"  —  s  y 

X                      Y  .      Z  0 


=  o 


—  Observons  encore  qu'on  peut  avoir  facilement  les  pro- 
jections des  deux  axes  de  la  section  sur  le  plan  des  xy. 
En  effet,  si  Ton  reprend  l'identité 

f[œ,  y,  -  -^^±^)  =  r  (X,  Y,  o) 

en  remplaçant  $  par  p,  le  second  membre  qui  est  (p  —  5)X^ 
+  (P  —  *)Y*  se  réduit  à  (p'  —  p)Y";  on  aura  donc  Y  en  ex- 
trayant la  racine  carrée  de  /*  après  y  avoir  remplacé  s  parp, 
qui  est  l'une  des  racines  de  Téquation  établie  plus  haut.  Il 
en  sera  de  même  de  X. 

L'application  que  nous  venons  de  faire  est  d'autant  plus 
remarquable  y  au  point  de  vue  de  la  simplicité  du  calcul,  que 
nos  lecteurs  savent  combien  il  est  difficile  d'arriver  par  les 
voies  ordinaires  à  l'équation  qui  donne  en  coordonnées  obliques 
les  carrés  des  demi-axes  de  la  section  d'une  surface  du 
second  ordre  par  un  plan  central. 

Si  l'on  calcule  cette  équation  pour  le  cas  de  l'ellipsoïde 

1-  -2 1 =  1 ,  on  vérifie  que  l'on  retombe  sur 

a»  &•  ,  Y» 

l'équation  connue -\ = =  o 

II  .     I 

~-^       "F""^      "?"~* 


c'est-à-dire  en  posant  s  = 


P* 


a'a»        ,        6«6*        ,        cY 

.  4- 4- =  o. 


(A  suivre.) 


—  324  — 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  1880 


Mathématiqaefl. 

Soient  M  et  N  les  points  où  l'axe  des  x  rencontre  le  cercle 

ir»  +  l/»  =  R>; 
considérons  une  quelconque  des  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  les  points 
M  et  N;  menons  par  un  point  Q,  pris  arbitrairement  sur  le  cercle,  des  tangentes 
à  l'hyperbole;  soient  A  et  B  les  points  où  le  cerde  coupe  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact.  Démontrer  que,  des  deux  droites  QA  et  QB,  l'une  est  parallèle 
À  une  direction  fixe  et  l'autre  passe  par  un  point  fixe  P. 

Le  point  P  étant  donné,  l'hyperbole  équilatère  correspondante  qui  passe  par 
par  les  points  M  et  N  est  déterminée;  on  construira  géométriquement  son  centre, 
ses  asymptotes  et  ses  sommets.  Si  le  point  P  décrit  la  droite  y  =s  x^  quel  est  le 
lieu  décrit  par  les  foyers  de  Thyperbole?  On  déterminera  son  équation  et  on  le 
construira. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté  a  zg  centimètres,  et  dont 
U  base  ABC  est  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection.  Le  point  A  est  le 
sommet  d'un  cAne  qui  a  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  BCD.  L'arête  BD  est 
parallèle  aux  génératrices  d'un  cylindre  dont  la  trace  horizontale  est  le  cercle 
décrit  du  point  B  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  6  centimètres.  On  demande 
de  représenter  en  projection  horizontale  le  corps  qui  reste  lorsque  l'on  supprime 
dans  le  tétraèdre  la  partie  comprise  dans  le  cône  et  la  partie  comprise  dans  le 
cylindre.  On  indiquera  à  l'encre  rouge  la  construction  faite  pour  trouver  un 
point  de  l'intersection  du  cône  et  du  cylindre  et  la  tangente  en  ce  point. 


ECOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  1880 


Mathématiques. 

—  Étant  donné  un  paraboioîde  hyperbolique,  on  considère  une  génératrice 
rectiligne  A  de  cette  surface  et  la  génératrice  B  du  même  système  qui  est 
perpendiculaire  à  la  première;  par  les  points  a  et  6  où  ces  droites  sont  ren- 
contrées par  leur  perpendiculaire  commune  passent  deux  génératrices  recti- 
lignes  A'  et  B'  de  l'autre  système;  soient  a'  et  6'  les  points  où  les  deux  droites 
A'  et  B'  sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune. 

i*  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  6,  et  celui  des  points  a'  et  6',  quand  la 
droite  A  décrit  la  paraboioîde. 

2»  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A  et  B',  ou  A'  et  B. 

3*  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  des  perpendiculaires  com- 
munes, et  étudier  la  variation  de  ces  longueurs. 
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Physicnia. 

—  Un  manomètre  à  air  comprimé  a  ses  deux  branches  d'inégale  section;  la 
branche  fermée  a  une  section  S,  et  la  branche  ouverte  une  section  n  fois  plus 
grande.  La  différence  de  niveau  dans  les  deux  branches  est  y.  La  pression  exté- 
rieure ne  changeant  pas,  on  demande  ce  qui  se  passera  si  on  ajoute  un  poids  P 
de  mercure  dans  la  branche  ouverte, 

On  calculera  numériquement  l'exemple  suivant  : 
S  =  I  centimètre  cairé. 

]/  =  4  centimètres. 

y  =  I  centimètre  cube  et  demi  (i  ce.,  5). 

P  =  20  gr.,  4. 

D  =  i3.6,  densité  du  mercure. 

—  Trouver  le  foyer  principal  d'une  sphère  en  verre  de  rayon  R  et  d'indice  n. 
(On  comptera  la  distance  focale  à  partir  de  la  face  de  sortie  des  rayons.) 

L'expérience  étant  supposée  faite  à  zéro,  on  demande  de  combien  se  déplacera 
le  foyer  si  la  température  est  portée  à  t  degrés,  en  supposant  que  l'indice  —  i 

soit  proportionnel  à  la  densité  (—^  =const.V  On  désignera  par  K  le  coeffi- 
cient de  dilatation  cubique  du  verre. 

3 
On  calculera  ensuite  ce  déplacement  pour  «i,  =  — . 


QUESTION  215 

SolatioB  par  M.  Colin,  sergent  au  82*  de  ligne,  élève  de  mathématiques 
spéciales  à  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  Vazeille). 


Démontrer  que  pour  trouver  la  dérivée  d'un  déterminant  dont 
tous  les  éléments  sont  fonctions  d'une  même  variable^  il  suffit 
de  faire  la  somme  des  déterminants  obtenus  en  remplaçant  dans 
le  déterminant  proposé  tous  les  éléments  d'une  colonne  par  leurs 
dérivées. 

Soit  un  déterminant  d'ordre  n 


A  = 


a[ 


a* 

a^ 
2 


al 

a 


a 


f 


n 


«r 

< 

«i 

K 

• 

• 

• 

0* 

< 

0« 

n 

< 
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dont  nous  supposerons  tous  les  éléments  fonctions  d'une 

même  variable  œ. 
Un  terme  quelconque  est  de  la  forme 

et  par  conséquent  le  déterminant  lui-même  et  la  somme 
Stti*  aP  .  .  .  0^""  =  ^,  dans  laquelle  S  porte  sur  toutes  les 

valeurs  différentes  de  a,  p,  .  .  .  n,  depuis  i  jusqu'à  n^,  dans 

un  ordre  quelconque. 
En  prenant  la  dérivée  du  "terme  (1),  on  a  : 

K)'  a|     .  .  .       K 
+  a^{aiy  ...     al 
+  a«a|(aJV  ...  a» 


+  aJ-aP     .  .  .     (a;;)' 
Pour  avoir  la  dérivée  du  déterminant,  il  suffit  de  faire, 
pour  tous  les  termes,  les  sommes  des  résultats  analogues  au 
précédent .  Ces  sommes  sont  les  suivantes  : 

2(a«)'  (oP)  .  .  .  a«. 

Sa*  (an  y    ,  .  .    a*,  elc. 

Or  2(a*)'  (oP)  .  .  .  (a^)  est    le   déterminant 

proposé  dans  lequel  on  a  remplacé  la  colonne  a  par  les  di- 
visées de  chacun  de  ses  éléments.  Il  en  est  de  même  pour 

S(o*)(cP)'. . .,  etc.  ;  donc  le  théorème  est  démontré. 

Nota.  —Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Lestoquoy,  à  Saint-Qaentin ; 
Arnaud,  à  Nice;  Haure,  lycée  Louis-le-Grand  ;  Jourdan,  lycée  de  Rouen. 


QUESTION   216 

SoluiloB  par  M.  V.-M,  Arnaud,  élève  en  mathématiques  spéciales 

au  Lycée  de  Nice. 


Trouver  les  dérivés  des  fonctions  circulaires  inverses  arc  sin  x, 
arc  cos  x,  arc  tg  x,  en  s*  appuyant  seulement  sur  la  définition  de 
la  dérivée  et  sur  les  formules  inverses  de  V addition  des  arcs: 


—  8ÏT  — 

are  sin  x  -}-  «''c  sin  y  =  arc  sin  (x/i  —  y*  +  y/i  —  x',      ) 
arc  co«  X  +  arc  C05  y  =  arc  co«  (xy  —  f  i  —  x*  /i  —  y*,) 

X  -f"  V 

arc  ^y  X  +  arc  tg  j  =  arc  tg  (Picquet.) 

I  —  xy 

1^  Arc  sin  x.  —  Donnons  à  l'arc  x  un  accroissement  Àx,- 

la  fonction  y  ^  arc  sin  x  prendra  un  accroissement  Ay,  et 

Aw  arc  sin  (x  +  ^)  —  arc  sin  oc 

nous  aurons  :  -—^  = ^^ — • — : — • 

àx  àx 

Prenons  les  sinus  des  numérateurs  des  deux  membres»  il 

viendra  : 

sin  Ay    _    (g;  -f"  ^^)  /  ^  — ^^ — ^/'  —  (^  +  ^^)* 
Aa;  Aa? 

Multiplions  les  deux  termes  du  deuxième  membre  par 

(x  +  Aoj)  y  I  —  X*  -^xyi  —  (a;  -{-  A  flc}* ,  nous  auroAs  : 
sin  Ay    (x  -{-  Aa;)'(i  —  x*)  —  a?*[i  —  (.x  -}-  Aa;)^] 

^^      ""  ^x[(x  +  Aa?)  /i— œ*  +  x/i— (a;  +  Aa?)*] 
Développons  et  réduisons: 
sin  Ay  205  +  Aa? 

^^  (x  +  Ax)  A  —a?""  +  xv I  —  (a:  +  Aa?j« 

Si  nous  faisons  tendre  Ax  vers  o,  sin  Ay  tend  vers  Ay,  et 

— : — ^  tend  vers  la  dérivée  y'.  Faisons  donc  Ax  égal  à  o, 
Aa? 

il  viendra  : 

2X  i 

y  =■ 


x^i  —  X*  '\-x>l\  — aï*         VI  —  a?* 
—  On  trouverait  de  même  la  dérivée  de  arc  cos  x. 
— Arc  tg  X,  —  Donnons  à  x  Faccroissement  Ax,  y  =  arc  tg  x 
prendra  l'accroissement  Ay;  nous  aurons  alors: 

Ay  =  arc  tg  {x  +  Aa;)  —  arc  tg  a?. 
Prenons  les  tangentes  des  deux  membres  : 

Aa? 
*S  ^!'  =      ,  +  ar(a;  +  Aœ)    * 
Divisons  par  Ax;  il  vient: 

tg  Ay    _  i 
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Faisons  tendre  £lx  yers  zéro,  tg  Ay  tendra   vers  Ay  et 

^^^    tendra  ve     -4^  =  y- 
Ax  Ax        ^ 

Donc,  à  la  limite,  quand  Ax  =  o,  on  a  :  y'  =  —  .^       . 


QUESTION   220 

flkilntloa  par  M.  Camille  Lbroui,  élève  au  Lycée  Louis-le-Grand. 


X  ^"^  a 
Sait  la  fonction        y  = 


x«+  I   ' 

i^  Démontrer  qu'en  désignant  par  y,  y',  .  ,  .  y{n)  les  dérivées 
successives  de  j y  on  a  entre  trois  dérivées  consécutives  la  relation 
(x«  +  i)y(n)  +  2nxy(n  -  i)  +  n(n  —  i)y(n  -  d  =  o. 

Je  prends  la  dérivée  de  la  fonction  y,  j'ai 

2x(x  —  a)     .  I 

y  = 7zr'7-r:r  + 


{x*  +  i)«      '     a?»  +  I 

et  pour  avoir  une  relation  entre  deux  dérivées  consécutives, 

oc  ■"'^  a 
j'élimine  le  rapport  — p-j- — ,  entre  y  et  y';  j'ai 

2xy 

y  = — ^t  .  ,  + 


d'oïl  (1)  y'(a?*  +  0  +  2^  —  1=0. 

Pour  avoir  une  relation  entre  les  dérivées  y(ti),  y(n  -  d,  ytn  -.  s)» 
je  prends  la  dérivée  (n  —  i)"*  de  (1). 

La  dérivée  de  y'(^*+  i)  donnée  par  la  formule  de  Leibnitz 

Z(n  -  1)  =  W(ii  -  i]V   H U(n  -  t)V 

(n  —  i)(n  —  2)  ,   ,  , 

+  -^ ^ -Uin-z)V    +   .    .    .    .   +UV[n^i) 

dans  laquelle  on  pose 

Z  =  y  (a?*  +  i)         tt  =  y'         t;  =  x*  +  i 
est 

y(fi)(aj«  +  i)  +  2  -i — 2 — ^a;y(n-.i)  +  (^  —  i)(n  —  2)y(n-.  j). 
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■ 

La  dérivée  (n  —  i)"«  de  2xy  est 

^[yCn  -  i)CO  +  ^    '   y(n  -  |)J 

d'où  en  ajoutant  et  égalant  à  o,  on  a 

y{n)(x*  +  l)  +  2(n  —  l)xy(n  -  i)  +  (n  —  l)(n  —  2)î/{n  -  S) 
^  +[!/(«  -  1)^  +    ^    ^    '  y(n  -  8)J  =  o 

ou      J/(n}(aî*  +  i)  +  2nxyin  - 1)  +  n(n  —  i)y(„  - 1)  =  o 

c.  q.  f.  d. 
2^  Démontrer  que  si  Von  pose 

J[ii)  =  {—  i)°  123  ...  n- 


V(n  +  i) 


(l   +X2)û-|-< 

Yn  +  i  est  un  polynôme  en  x  du  degré  (n  -f-  0  dont  le  premier 
terme  est  il.^  +  ^  et  que^  entre  trois  polynômes  consécutifs,  on  a 

Yn  —  2xVn  -  -I  +(l   +  X»)Vn  -  ,  =  O. 

6n  a 

1                 A        ,        B 
en  posant         — -r— = j — r  + 


a;*  +  I  aj  -f-  *         ^  —  * 

on  a  A  = r  B  =  — 

2»  2t 

et 

_  ^-i(a?-i^«+i(aî+i)-«+[-i(a?-t)-«+2(^+0-»iJ 
^         21  (  +(a;— a)[i2(aî— t)-»— i2faî+tJ-»]J 


OU 

(a?+«)"+i=ir»+i    lîliix*  4- -idli  <aa?»»-i  +  .  .  .  . 

I  1.3 

(a;  -,)»  +  «  =  x»  +  <  -  **+'  tiB»  +  iîL±_ilîL,-.a^<+... 

I  1*2 
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d'où  effectuant  (x  •{•i)^  +  *  ei  (x  —  i  )♦*  +  ^,  y«  devient 

y„  =:  1— I)  123  ...  n  ^a:**  ▼  *  a^  — *-}-    I  ^  a^—* 

{  1.2 1.2.3.4 

fn  — I  1 

L     I  J 

on  voit  donc  que 

Vn  +  i=aj*»  +  »  —  a?"  —>  +  •••  fl   i!c*  -" 5 a^— «4-.  | 

12  L     I  123  J 

Portant  dans  la  relation 

y[nj  (^*  +  0  +  2naîJ/(n  -  I)  +  n(n  —  l)î/(n-j)  =  o, 

les  valeurs     y«  =(-  i)«      (^.^  ^)n  +  i     ^«+  ^ 

( —  i)»»  -  ^  I  .  2  .  3. .  .(n —  i)  -- 

( — i)»  -  «  1.2.3...  (n  —  2)  „ 
yn    —  2  =-^^ .   ^    , r- — J Yn— I. 

On  a 

(—1)»»    1.2.3  ...n  2nx(— i)»»  +  I  1.2.3  .  .  .  (n—  i) 

, — :; —       .  Vn  +  1  +  ,    ,    ,      .  »»» 

+  nln-.)    (-')'-"-^-3("-')     v«-.=o. 
^  '  (x*  4-  i)»»  -* 

d'oîl  V„  +  1  —  2a;  Vn  +  (ce*  +  l)  Vn  -  1  =  O, 

relation  qu'il  fallait  établir. 

3^  En  posant  V  =  ^  ^le  théorime  de  Siurm  s* applique  à  la  suite 
des  polynômes  Vn,  Vn  4-  i  etc.  et  les  racines  de  Véquation  Va  =  o 
séparent  celles  de  Véquation  Vn  -  i  =0. 

J'ai  Vn  +  1  =  2X  Vn  —  (a?«  +  i)  Vn  ->  < 

Vn=      =2a5V„-,  (x*-f  l)Vn-2 


V»         =  2X  V,  —  (aî*+ i)  V^ 
V,         =  2ac  Vi  —  {a?«  +  i)  V 
Je  vais  examiner  les  différentes  propositions  suivantes  : 
1®  Ce  qui  arrive  quand  une  des  fonctions  s'annule  : 
Quand  une   fonction  intermédiaire  Vp  _  \  s'annule  pour 
o;  =  Ar,  les  deux  fonctions  qui  la  comprennent  sont  de  signes 
contraires  pour  x  =  k. 
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2^  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  pas  s'annuler 
pour  la  même  valeur  de  x. 

Car  si  Yp  ,Yp  _  ^  s'annulaient  pour  a?  =  t,  Vp  _  j  s'annu- 
lerait aussiy  et  de  proche  en  proche  on  voit  que  Y  s'annu- 
lerait, ce  qui  est  impossible  car  Y  =  j . 

3®  La  suite  Yp  ,Yp  _  ^,  Yp  _  j  . . . ,  ne  perd  ni  ne  gagne  de 
variations  quand  CD  passe  par  une  racine  de  réquationYp  -  i=o, 
Yp  -  i  étant  une  fonction  intermédiaire  quelconque. 

En  effet  si  k  est  une  racine  de  l'équation  Yp  _  ^  =  o,  on 
pourra  toujours  trouver  un  nombre  A  >  o  et  assez  petit  pour 
que  X  variant  dei  —  AàÂ-|-Ail  n'y  ait  pas  de  racines  de 
Yp  =  o  et  de  Yp  _  2  =  o;  or  pour  as  =  A,  Yp  et  Yp  _.  2  sont  de 
signes  contraires  ;  donc  aussi  pour  k — heik  -{-  h;  il  j  aura 
donc  une  seule  variation  pour  x  =  k  —  Aetx=fc-f'  ^9 
car  il  y  a  en  a  un  nombre  impair,  et  une  suite  de  trois 
termes  devant  présenter  un  nombre  impair  de  variations 
n'en  peut  présenter  qu'une  ;  il  n'y  a  donc  ni  perte  ni  gain  de 
variations  Ces  propriétés  montrent  l'identité  de  ces  fonctions 
et  de  celles  de  Sturm. 

La  perte  ou  le  gain  de  variations  ne  peut  donc  provenir 
que  de  Yn  +  i.  Donc  s'il  y  a  entre  deux  nombres  donnés  v  va- 
riations perdues  ou  gagnées,  il  y  aura  au  moins  v  racines  de 
l'équation  Yn-\-  i  =  o  entre  ces  deux  nombres. 

Substituant  dans  la  suite  Y»  4.  j ,  Yn ,  Yn  -  1 ,  . . .  ,  Y —  00 
et  -{-  00  on  a  les  signes  suivants  : 

1®  n  pair  —  -f-  —  +  ....  pour  ac  =  —  00 
9^  n  impair    -j-     —     -j-     —      ....  »  » 

,        .   [    +     +     +     +      ....       pour  x  =  +  00 
ou  impair)      1        1        1        1  t'  1 

il  y  a  donc,  que  n  soit  pair  ou  impair,  perte  de  (n  -j-  0 
variations;  donc  l'équation  Yn4- 1  =  o  a  au  moins  (n  -j-  0 
racines  réelles;  or  elle  est  du  degré  (n -f-  0'  ^^^^  ^^^®  ^ 
toutes  ses  racines  réelles.  —  De  plus  on  peut  en  conclure 

Yn 

que  le  quotient    ^  ■        passe  du  négatif  au  positif  au  mo- 

ment  oii  x  atteint  et  dépasse  une  racine  de  l'équation  Yn  =  o  ; 
donc  les  racines  de  l'équation  Yn  =  o  séparent  les  racines 
de  l'équation  Yn  -  i  =  o. 
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4^  Lu  coefficients  de  Y  sont  des  fonctions  linéaires  de  la  cons- 
tante A  et  en  posant 

on  a,  si  x  =  cotg  (p, 

°  +  ^   =CQ/y  (n+i)(p 

En  conclure  les  expressions  trigonométriques  des  racines  de  lé- 
quation  Vn  +  ^  =  o. 

On  a  trouvé  pour  Vn  +  < 

1.2  1.2.3.4 

[n  4- I  (n+i)n(n — i)  ^   ,         l 

— i—  x«—  ^  ^    ^ — '  a;»»  -  «  +  ...1  =  0. 

I  1.2.3  J 

Si  l'on  pose  par  exemple 

cos  9 
X  =  cotg  ©  ou  =  — : — ^, 
**  ^  sm  cp 

cosi»  +  <)  9         n(n  4"  0     cos»  -  <  y       * 
on  a  ,  ,  ^^""T^^  "^^  ^— -■— — —     ,  "T"  ... 

sin(»»+<l  9  I  sin»  ~  ^  9 

[n  +  I  cos»  cp       (n  +  i)n{n  —  i)  cos»  ~  *  <p  ,         1 
—  o  ■    «.        »       "T    •••1  =  0. 

I       sm»  (p  1.2.3        sin»  "*  *  9  J 

OU       COS»  +  <  9 i— î^ — ^  COS»  -  ^  9  sin>  9  +  . . . 

1.2 

rn+i  .  (n+i)n(n — i)  ....      1 

— al — • — cos»9Sin9 — ^ — • —    "^     — ^cos»-«9Sin«9-|-  ••  |=o 

d'oîl  a  =  cotg  (n  -f-  i)<p- 

Soit  oc  le  plus  petit  des  arcs  ayant  pour  cotangente  a,  on  a 

(n  +  1)9  =  a  +  ^' 

'^~  n  +  i 
en  donnant  ii  k  les  (n  -|-  0  valeurs  o,  i,  2,  . .  •  n,  on  a  les 
n  -|-  i)  racines  trigonométriques  de  l'équation  Y»  4. 1  =  o. 

8®  On  propose  â^établir  que  le  polynôme  Yn  satisfait  aux 
deux  équations  suivantes. 

nVn  -  1  =  2nx  Yn  —  (i  4.  X«)V  n, 
(I  +  X«)Y'n  -  2(n  -  2)  xV'n  +  n(n  —  l)Yn  =  o. 
J'ai  trouvé  la  relation 

Yn*i  =  2nYn  — (I  +a:»)Yn-i.  (1) 
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J6  calcule  V'n.  J^al 

r  w(n  —  i)  ^   ,    n(n  i)(n  —  2)(n — 3  t 
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n 
portant  dans  (t),  on  a 

nV«  _  I  =  2fMDV«  —  (i   +  a?*)  V'n. 

De  même  on  trouverait  : 

V'n  =  n(n— l)Vn-,. 

portant    les  valeurs  Vn  -  <  =  — ^,  Vn  -  a  =  — : — - — r, 

'^  n  n{n  —  i) 

dans  la  relation 

V„  =  2XYn  -  1  —  (l  +  OC»)  V„  _  ,, 

j'ai   (i  +  a^)  V'n  —  2(n  —  i)x  Tn  +  fi(n  —  i)  Vn  =  o; 

c.  q.  f.  d. 


QUESTIONS  k  L'USAGE  DES  CANDIDATS 

9' 


A  L  ECOLE  POLYTECHNIQUE 


Mathématlquep  élémentaires. 

—  Chercher  combien  il  y  a  de  fractions  équivalentes  à  une  traction  donnée  et 
ayant  des  termes  plus  petits  que  ceux  de  cette  fraction  donnée. 

—  Trouver  tous  les  nombres  entiers  x  tels  que  œ*  —  1  soit  divisible  par  un 
certain  nombre  premier  p. 

—  a  étant  un  nombre  tel  que  a^  —  2  soit  divisible  par  7,  on  demande  s*il  est 
toujours  possible  de  trouver  un  nombre  plus  petit  que  a  qui  soit  divisible 
par  7. 

—  Trouver  les  solutions  entières  de  Téquation  x^  — 1/^  =  9. 

Il  c 

-^  et  --p  étant  des  fractions  irréductibles,  et  6  et   d  étant  diiTérents,  on 
o         d 

demande  si  la  somme  des  deux  fractions  peut  ou  ne  peut  pas  être  un  nombre 

entier. 

— Etant  donnés  un  plan  P,et  un  triangle  ABC  ayant  un  côté  BC  dans  le  plan  P, 
et  dont  le  plan  fait  avec  le  plan  P  un  angle  9,  on  projette  le  sommet  A  en  a 
sur  le  plan  P,  et  on  demande,  connaissant  tous  les  éléments  du  triangle  de 
Tespace  et  Tan^e  9,  de  calculer  Tangle  BaC  du  triangle  projeté. 

— p  étant  un  nombre  premier  absolu,  et  a  un  nombre  premier  avecp,  on  peut 
toujours  trouver  une  puissance  entière  de  a  qui,  divisée  parp,  donne  pour  reste 
Punlté. 
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—  Mener  par  un  point  donné  im  oercie  tangent  à  deni  droitas  données, 

«-Deeombiea  de  marneras  peni-OB  décomposer  le  nombre  Ji  ^a^  hr  «7...  (( 

en  prodaits  de  fiicteurs  diflfl&rents? 

—Couper  un  angle  solide  à  quatre  faces  par  un  plan  de  manière  qae  lasectiaii 
soit  un  parallélogramme. 

—  Etant  donnés  trois  nombres  a,  6,  c,  trouver  une  progression  arithmétique i 
termes  entiers  telle  que  les  nombres  a,  &,  c,  en  fassent  partie. 

—Soient deux  nombres  N  =  o*  6*  cT et  N'  =  a*  b'P  c'T  . .  .♦.  comment 

peut-on  trouver  tous  les  diviseurs  commun?  à  ces  deux  nombres,  et  combien 
y  a-t-il  de  ces  diviseurs? 

—  Démontrer  que  la  division  harmonique  est  projective. 

—  Volume  engendré  par  un  octogone  régulier  tournant  autour  d'un  de  ses 
côtés. 

Algèbre. 

—  A  et  À'  étant  deux  valeurs  approchées  d'un  nombre  x^  Tune  par  exo^, 
l'autre  par  défaut,  on  réduit  A  et  A'  en  fractions  continues  ;  établir  que  les 
quotients  incomplets  communs  à  A  et  A'  sont  ceux  que  fournirait  la  réduction 
de  X  en  fraction  continue. 

—  Sachant  que  f(x)  est  un  polynôme  qui,  égalé  à  zéro,  a  toutes  ses  racines 
inégales  et  autres  que  db  i ,  on  demande  de  décomposer  l'expression 

I 

en  fractions  simples.  ,_ 

—  Racine  carrée  de  l'imaginaire  i  —  2^—  i. 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  aj^-fx^  -|-Xr  —  3  =  o.  Discussion, 
quand  X  varie  de  —  00  à  +  «>. 

—  Pour  quelles  valeurs  de  a;  la  série  i  -f  x^  —z  -\ — p.  -f  . . .  -i ==• 

-f  . . .  est-elle  convergente? 

—  Diviseurs  du  second  degré  en  x  du  polynôme  oc'  +  aa^  +  to  4-  c. 

—  Valeur  de  l'expression  x^  Lx  pour  x^=  o. 

—  Pour  quelles  valeurs  de  a?  la  série 

x^  cos  2s      a;'  C08  39  a;*»  cos  no 

I  +  ic  C03  CD  H i  4 ~  +  . . .  H +  . .  • 

^  1.2  1.1.3  I  .2...n 

est-elle  convergente? 

X  -{-  i 

—  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  y  =  arc  sin  -— et  y  =  are  jia 

œil  +x)        ,     ^  .7:  7c 

-^^ ^,  X  étant  un  arc  compris  entre  —  et . 

ic*  +  I  2  2 

3a^  +  2xy 
— >  Limite  de  1  expression  ■  quand  x  eiy  augmentent  simultané- 

ment et  croissent  tous  deux  jusqu^à  l'infini. 

—  Soit  la  fraction  ■  ;  trouver  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 

croissantes  de  x,  et  telle  qu'elle  soit  convergente  pour  des  valeurs  assez  petites 

de  a,  la  limite  étant  * 

a  —  a? 
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Héme  question  pour   ,  ., .     ... 

[a  ^  X)* 

—  Quelles  sont  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  l'expression 

I      nx^  —  ^[g  —  a;)  +  dc*» 

a**  (a  —  xy 

tend  vers  zéro? 

Géométrie  analytique  à  deux  dlmensiona. 

—  Étant  donnée  l'équation  Ax^  +  iBxy  +  Gy'  =  o,  calculer  l'angle  de^ 
deux  droites  qu'elle  représente,  et  former  l'équation  homogène  du  2*  degré  qui 
représente  le  système  de  leurs  bissectrices. 

—  On  donne  en  coordonnées  rectangulaires  l'équation  Arc'  -{-  ^^xy  -{-  Cy' 
-|-  ...  4-  F  =  o  d'une  conique,  et  l'équation  oo?  +  6y  +  c  =  o  d'une  droite; 
trouver  les  conditions  que  doivent  remplir  a,  &,  c,  pour  que  la  droite  soit 
un  diamètre  de  la  courbe,  et  qu'elle  lasse  avec  son  conjugué  l'angle  0. 

Conditions  pour  que  6  =  90*. 
~  Par  un  point  M  d'une  ellipse,  on  mène  les  deux  rayons  vecteura  MF  et  MF' 
ainsi  que  la  normale  ML  ;  trouver  le  lieu  des  points  P  situés  sur  la  normale  el 
tels  que  l'on  ait  9F  =  MF  X  MF'. 

—  Former  l'équation  qui  représente  le  système  des  4  normales  qu'on  peut 
mener  d'un  point  (p^)  à  une  ellipse,  ou  à  une  hyperbole  donnée. 

—  Par  un  point  uxe  pris  à  l'intérieur  d'une  ellipse,  on  mène  une  sécante;  sur 
une  perpendiculaire  élevée  à  cette  sécante  par  le  point  fixe,  on  porte  à  partir  de 
ce  point  une  longueur  égale  à  la  moyenne  géométrique  des  deux  segments  de  la 
sécante.  On  demande  le  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs  quand  on  Dait 
tourner  la  sécante  autour  du  point  fixe. 

—  Par  un  point  M  quelconque  pris  sur  une  ellipse  on  mène  la  normale  MAB 
qui  coupe  le  grand  axe  en  A,  et  le  petit  axe  en  B.  Démontrer  qu'on  a,  quel 
que  soit  M,  MA  x  MB  =  MF  X  MF'. 

F  et  F'  étant  les  deux  foyers. 

—  Établir  par  le  calcul  qu'une  ellipse  et  une  hyperbole  homofoeales  se 
coupent  à  angle  droit. 

—  Dans  quelles  régions  du  plan  d'une  hyperbole  iaut~il  placer  le  point  d'où 
l'on  mène  deux  tangentes  à  la  courbe  pour  que  ces  tangentes  touchent  la  même 
branche  de  l'hyperbole? 

Rechercher  si  un  point  donné  (o^)  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  parabole 
[ax  +  byy  +  2dx  -f  2*3/  +  /  =  o. 

—  Trouver  dans  le  plan  de  la  parabole  un  point  tel  que  les  normales  menées 
de  ce  point  à  la  courbe  fassent  deux  à  deux  entre  eUes  des  angles  de  I20«. 

—  Lieu  des  pôles  des  normales  : 

!•  à  l'ellipse;  2»  à  l'hyperbole;  3»  à  la  parabole. 

—  Trouver  les  points  de  la  courbe  p  =:  a  ^  cos  2(0  où  la  tangente  est  pa- 
rallèle à  l'axe  polaire. 

—  Construire  géométriquement  les  éléments  principaux  d'une  parabole  dont 
on  connaît: 

1*  L'axe  et  2  points; 

2*  3  points  et  la  direction  de  Taxe. 

*  Soit  l'équation  y*  a  2px  +  ^o^  -f-  R  (en  coordonnées  rectangles)  petq 
étalent  connus,  déterminer  R  de  manière  que  l'origine  soit  un  foyer  et  calculer 
l'abscisse  de  l'autre  foyer. 

—  Le  produit  des  aires  du  parallélogramme  inscrit  à  l'ellipse  et  du  paral- 
lélogramme ciroonscrit  correspondant  est  égal  à  Sa^b*. 
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Géométrie  analytique  &  trois  dimensions. 

—  Géaération  du  paraboloïde  elliptique  par  le  mouYement  d*un  œrde.  —  Ce 
mode  de  ffénération  peut-il  donner  tous  les  paraboloïdes  elliptiques? 

y*       »' 

—  Lieux  des  centres  des  sections  obtenues  en  coupant  la  surlace r=2^ 

P       P 
par  des  plans  passant  :  i*  par  un  point  donné;  â*  par  une  droite  donnée. 

—  Trouver  les  divers  lieux  des  points  tel  que  le  rapport  de  leurs  dlstanees  : 
1*  à  un  point  et  à  un  plan  fixes  ; 

S*  à  une  droite  et  à  un  plan  fixes; 
3*  à  une  droite  et  à  un  point  fixes  ; 
4*  à  deux  droites  fixes, 
soit  constant. 

—  Lieu  des  perpendiculaires  menées  par  le  sommet  du  cône  Xx^  +  By*  +  Cs' 
=  G  à  tous  les  plans  tangents. 

—  Si  un  trièdre  trirectangle  a  son  sommet  au  centre  de  Tellipsoîde,  la  somme 
des  carrés  des  inverses  des  segments  déterminés  par  la  surfiace  sur  les  trois 
arêtes  du  trièdre  est  constante. 

—  Le  cône  formé  par  les  normales  menées  aux  sections  centrales  d'aire  cons- 
tante dans  l'ellipsoïde  n'est  pas  de  révolution  ;  trouver  les  plans  cycliques. 

—  Cônes  du  deuxième  degré  qui  passent  par  la  rencontre  de  la  sphère 
a?*  +  y*  H-  «*  =  R*  et  du  cylindre  y*  +  a?"  —  Ra?  =  o.  Combien  y  en  a-t-il? 

—  Etant  données  trois  axes  rectangulaires  et  un  point  sur  chacun  d'eux, 
calculer  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  et  celles  du  centre  du 
cercle  inscrit,  au  triangle  formé  par  les  trois  points. 

—  Etablir  que  si  un  cône  a  pour  sommet  un  point  d'un  hyperboloïde  de  révo- 
lution et  équilatëre,  a;'  +  y'  —  s'  =  a\  et  pour  base  le  cercle  de  gorge,  les 
sections  antiparallèles  sont  perpendiculaires  au  plan  du  cercle  de  gorge. 

—  Par  une  droite  [x  —  o«  -|-  p,  y  =■  6»  +  ç)  mener  les  plans  tangents  à  une 
surlace  du  deuxième  ordre  et  former  l'équation  qui  représente  le  système  de 
ces  plans  tangents. 

Appliquer  à  l'ellipsoïde  — r-  +  —  +  — r-  =  i . 

Qr  0'  C' 

—  Former  l'équation  générale  des  surfaces  du  deuxième  ordre  qui  contien- 
nent deux  droites  données,  et  deux  points  donnés. 

Distinguer  entre  le  cas  où  les  deux  droites  données  sont  dans  un  même  plan, 
et  celui  où  elles  ne  se  rencontrent  pas. 

—  Former  l'équation  du  paraboloïde  hyperbolique  contenant  l'axe  des  jjp,  une 
parallèle  à  l'axe  des  x^  et  un  point  sur  chacun  des  axes  ox  et  oy. 

—  Former  l'équation  del'hyperboloïde  à  une  nappe  rapporté  aux  deux  généra- 
trices rectilignes  qui  passent  par  un  point  de  ht  surface,  et  au  diamètre  conju- 
gué de  leur  plan. 

Même  question  pour  le  paraboloïde  h^'perbolique. 

—  On  donne  la  parabole  (i  =  o,  y'  =  2p)  et  on  demande  le  lieu  des  som- 
mets des  trièdres  trirectangles  dont  les  arêtes  rencontrent  le  plan  xoy  sur  la 
parabole  donnée. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KCEHLER. 

IMPRDISRIE  CBNTBALB  DES  CillMIMS  DB   FBB.  •  A.  CBAIX  ET  G*% 
RUE  BBRGftBB,  30,  A  PABM.  —   1SS7S-0. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

DE  LA  PARABOLE 

ET    DE    LEURS    PROPRIÉTÉS 

Par  M.  Lannox,  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis*Ie-Grand. 

(Suite,  voir  p.  289  et  suiv.) 


LIL  Théorème.  —  MD,  MD',  DD'  (fig.  23)  sont  trois  tan- 
gentes à  une  parabole, 
I  le  point  de  contact  de 
DD',  F  le  foyer;  on  a 
FDXFD=:FMXFL 

Les  triaDgles  IDF 
et  D'MF  sont  sem- 
blables, car,  d'après  le 
problème  précédent, 
les  angles  IFD  et  MFD' 
sont  égaux,  et  il  en 
est  de  même  des  an- 
gles IDF  et  D'MF  qui 
ont  même  mesure;  on 
en  conclut  la  propor- 
.       DF  FI 

MF        DF  '  ...     ^, 

d'oÎL  la  relation  pro- 
posée. 

LUI.  Théorème.  —  Si  deux  tangentes  (fig.  23)  issues  du 
point  M  et  dont  les  points  de  contact  sont  A  et  B,  sont  coupées  par 
une  troisième  tangente  en  D  et  D',  on  a  la  proportion 

MD   _    BD^ 

DA  ""    MD" 

Les  triangles  DFA  et  MFD'  sont  semblables,  car  ils  ont  : 
i^  les  angles  DAF  et  D'MF  égaux  comme  étant  tous  deux 
égaux  à  rangle  IDF  (XLVII  et  LI);  2^  les  angles  DFA  et  MFD' 
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égaux  (LI);  on  eu  conclut  la  proportion  . 

DA   _  MD- 
DF    "~   D'F  '* 

De  même,  les  triangles  D'FB  et  MDF  sont  semblables 
comme  ayant  :  1®  les  angles  DTB  et  MFD  égaux,  puisqu'ils 
ont  pour  mesure  des  arcs  égaux  B'D'  et  MD  (LI);  2^  les 
angles  FED'  et  DMF  égaux  comme  tous  les  deux  égaux  à 
Tangle  DDT;  d'où  la  proportion 

MD  _  DB 
DF  ""  D'F  ' 
En  divisant  ces  deux  proportions  membre  à  membre,  il 

MD         BD' 
^^^°*  DT  =  MF"' 

c'est-à-dire  la  proportion  donnée. 

Corollaire.  —  Si  l'on  a  MA  =  MB,  c'est-à-dire  si  les 
tangentes  limitées  à  leur  point  de  rencontre  et  à  leurs  points 
de  contact  sont  égales,  on  peut,  d'après  une  propriété  connue 
des  proportions,  écrire  la  précédente 

DA  +  MD    _   MD^  +  lïB 
MD  ""  DB 

et  comme,  par  hypothèse 

DA  +  MD  =  MD'  +D'B, 
jen  résulte  MD  =  DB 

et  aussi  MD'  ==  DA. 

Donc,  si  deux  tangentes  égales  menées  à  une  paj'abole  sont 
coupées  par  une  troisième^  les  segments  déterminés  sur  ces  tan-- 
gentes  sont  égaux,  mais  les  segments  égaux  ne  sont  pas  placés 
de  la  même  manière  sur  les  tangentes, 

LIV.  Théorème  de  Steiner.  —  Le  point  de  concours 
des  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à  une  parabole  se  trouve 
sur  la  directrice. 

*  Lemme.  —  Dans  un  triangle  ABC  (fig.  ^l)  une  Iiauteur  M) 
rencontre  la  circonférence  circonscnte  en  un  point  0  symétrique 
par  rapport  au  côté  BG,  du  point  de  concours  des  hauteurs. 

En  joignant  BH  et  BO,  on  a  deux  triangles  égaux  BHD 
et  BDO,  car  ils   ont  un    côté    commun  BD;  l'angle  HBG 
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complémentaire  de  l'angle  G  est  égal  à  Tangle  DBO,  complé- 
menlaire  de    Tangle  0,   et  les 
deux  angles  0  et  G  ont  même  ' 
mesure,  donc  DH  =  DO. 

Soient  (fij.  24)  AB,  BC,  AG 
trois  tangentes  à  une  parabole 
de  foyer  F  ;  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  A,  B,  G 
passe  aussi  par  le  foyer  F. 
Soient  0  le  point  de  concours  des 
hauteurs,  G  son  symétrique  par 
rapport  à  BG,  I  le  point  symé- 
trique de  F  par  rapport  à  BG, 
les  deux  droites  10  et  FG  vont 

rencontrer  évidemment  la  droite  BG  au  même  point  N.  On 
sait  en  outre  (II,  Remarque  XLIII)  que  le  point  I  appartient 
à  la  directrice. 

D'abord,  il  s'agit  de  déterminer  l'angle  APN;  extérieur 
au  triangle  NBP,  il  est  égal  à  la  somme  des  angles  NBP  et 

PNB  APN  =  PNB  +  NBP; 

mais,  d'après  la  figure, 

PNB  =  GNG  =  GAG  —  FAB  ; 

d'autre  part,  l'angle  NBP,  extérieur  au  triangle  ABD,  a  pour 


Fig.  Si4. 


1T 


NBP  =  —  +  BAG 

2       ' 


valeur 

et  par  suite 

APN  =  —  +  BAG  —  FAB  +  GAG  =  — +  CAF. 

2  2 

Si  donc,  laissant  fixes  l'angle  A  et  le  point  F,  on  donne  à 
BG  toutes  les  positions  pour  lesquelles  l'angle  BFG  est  sup- 
plémentaire de  l'angle  A,  cette  droite  BG,  comme  on  l'a  vu 
(XLIX),  enveloppera  une  parabole  de  foyer  F  et  tangente  aux 
côtés  de  l'angle  A.  Dans  ce  mouvement  la  droite  NPO  restera 
fixe,  puisque  l'angle  APN  a  une  valeur  indépendante  de  la 
position  de  BG;  cette  droite  contenant  tous  les  points  symé- 
triques du  foyer  par  rapport  à  toutes  les  positions  de  la  tan- 
gente BG  est  la  directrice  de  la  parabole  ;  elle  contiendra 
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également  tons  les  points  de  concours  des  hauteurs  de  tous 
les  triangles  obtenus  dans  le  mouvement  de  BC. 

Corollaire  I.  —  De  ce  qui  précède,  on  déduit  comme 
cas  particulier:  les  centres  de  tous  les  triangles  équilatérauœ 
circonscrits  à  une  même  parabole  sont  situés  sur  la  directrice 
de  celte  parabole,  et  :  les  directrices  de  toutes  les  paraboles  ins- 
crites à  U7i  même  triangle  équilatéral  donné  passent  toutes  par 
le  centre  de  ce  triangle. 

Corollaire  II.  —  Si  Ton  remarque  que  quatre  droites 
données  sur  un  plan  peuvent  être  touchées  par  une  même 
parabole  (XLYin,  Corollaire  II),  on  dira  :  datis  les  quatre 
triangles  que  forment  trois  à  trois  quatre  droites  tracées  sur  un 
même  plan,  les  points  de  concours  des  hauteurs  appartiennent 
tous  quatre  à  une  même  droite.  (Steiner.) 

LV.  Théorème.  —  Si  par  le  point  A  (fig.  28)  de  con- 


cours  de  deux  tangentes  on  mène  une  parallèle  à  l'axe,  Vangle 
LAC  que  fait  cette  parallèle  avec  l'une  des  tangentes  est  égal  à 
FAB  que  fait  avec  l'autre  la  ligne  qui  joint  le  foyer  au  point  A. 

D'après  le  théorème  précédent,  la  ligne  NPO  est  la  direc- 
trice de  la  parabole  définie  par  le  foyer  F  et  les  tangentes 
AB  et  AC;  la  parallèle  AL  à  Taxe  est  perpendiculaire  à  cette 
directrice.  Soit  Q  le  point  oîi  NP  rencontre  AC,  Tangle  LAC 
a  pour  complément  Taugle  AQP  ;  or  Tangle  APN  extérieur 
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au  triangle  PAQ  a  pour  valeur 

APN  =  AQP  +  A, 
d'où  AQP  =  APN  —  A, 

ou  à  cause  de  la  valeur  de  APN  (LIV), 

AQP  =  —  —  BAF 

2 

et  par  suite  LAC  =  BAF. 

Corollaire  I.  —  Dans  le  cas  où  le  point  F  occupe  le 
milieu  de  Tare  BFC,  il  est  évident  que  la  ligne  AL  coïncide 
avec  AF  ;  AL  est  Taxe  lui-môme  de  la  parabole. 

Corollaire  II.  —  Déterminer  Uangle  des  axes  de  deuxpara" 
boles  inscrites  dans  le  même  angle  el  de  foyers  donnés. 

Soient  (fig.  26)  A  le  point  de  concours  des  deux  tangentes 


Fig.  te. 

communes  ;  F  et  F'  les  foyers  ;  AL,  AL'  les  parallèles  aux 
axes  menés  par  le  point  A  :  il  est  facile  de  voir  que  Tangle 
LAL'  est  égal  à  Tangle  FAF. 

LVI.  Problème.  —  Étant  donnée  une  parabole  par  son 
foyer  et  un  angle  circonscrit ^  construire  une  autre  parabole  ins- 
crite dans  le  même  angle  dont  Vaxe  fait  avec  celui  de  la  première 
un  angle  donnée  et  connaissant  :  y°  ou  son  point  de  contact  sur 
une  des  tangentes  données  ;  2^  ou  une  troisième  tangente. 

Soient  (fig.  26)  A  le  sommet  deTangle  circonscrit  commun, 
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F  le  foyer  de  la  première  parabole  ;  dans  les  deux  cas  on 
mènera  la  ligne  AF'  faisant  avec  AF  Vangle  donné  (LV, 
Corollaire  II);  cette  droite  contiendra  le  foyer  de  la  parabole 
cherchée  ;  cela  fait,  dans  le  premier  cas,  on  mènera  la  ligne 
AL'  faisant  avec  Tune  des  tangentes,  AM  par  exemple,  un 
angle  L'AM  égal  à  Tangle  FAN;  AL'  sera  la  direction  de 
Taxe  de  la  deuxième  parabole  (LV)  ;  par  le  point  donné  M, 
on  mènera  une  parallèle  à  AL'  et  par  le  môme  point  une 
droite  MF'  faisant  avec  AM  le  même  angle  que  fait  avec 
cette  droite  la  parallèle  précédente;  MF'  contiendra  le 
foyer  F'  (XLII)  ;  dans  le  second  cas,  le  foyer  sera  au  point 
de  rencontre  de  AF'  et  du  cercle  circonscrit  aux  trois  tan- 
gentes. Connaissant  le  foyer  et  deux  tangentes,  la  parabole 
est  déterminée.  Dans  les  deux  cas,  le  problème  n'admet 
qu'une  solution. 

VI 

PROPRIÉTÉS  DES  NORMALES 

LVII.  Théorème.  —  La  normale  en  un  point  d*une  para-- 
bole  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  du  point  de 
contact  et  par  la  parallèle  à  Vaxe  menée  par  ce  point. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  directe  du  théorème 
VII. 

Soient  (fig.  V)  MDla  normale  en  un  point  M  d'une  parabole, 

MF  le  rayon  vecteur;  le  triangle 
MFD  est  évidemment  isoscèle 
et  r  le  milieu  de  MD  est  la 
projection  du  point  F  sur  la 
normale  ;  I  étant  la  projection 
du  foyer  sur  la  tangente,  le 
quadrilatère  MIFI'  est  un  carré 
et  MF  =  FI  ;  par  suite  MD 
=  2FI;  si  l'on  désigne  par  a 
l'angle  FMD,  le  triangle  ISF 

donne       IF  =       ^ 

2  cosa 

B,.^  ^  et  alors    MD  =  — 2^, 
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et  si  Ton  remarque  que  MD  cos  a  représente  la  projection 
de  MD  sur  l'axe,  projection  que  Ton  appelle  sotis-^ormale^  on 
dira  que  dans  la  parabole  la  sous-normale  est  constante  et  égale 
au  paramètre.  Cette  projection  est  aussi  celle  de  MD  sur  le 
rayon  vecteur;  elle  est  donc  constante, quel  que  soille  point 
considéré. 

LVIII.  Théorème.  —  Par  un  point  pris  dans  le  plan  d'une 
parabole  on  peut,  en  général,  menei"  trois  normales  à  la  courbe. 

Soient  (fig»  27)  P,  le  point  considéré,  PRsa  distance  à  Taxe, 
positive  si  P  est  au-dessus  de  Taxe  ;  la  position  de  ce  point 
sera  déterminée  par  la  longueur  FR  =  l  et  par  PR  =  d.  Le 

d 


triangle  PRD  donne     tg  a  = 
on  en  tire  facilement 


RD 


sin  a  cos  a 


RD» 


d'oU  cos  a*  :=  ^  . 

d«+RD* 

De  plus,  le  triangle  isoscèle  FMD  donne 

FD=      ^°      -        P 


2  COS  œ  2  cos*  a 

et  il  est  à  remarquer  que  cette  expression  n'est  autre  que 
celle  du  rayon  vecteur  FM. 

En  outre  FD  =  /  +  RD; 

égalant  ces  deux  expressions  de  FD  et  résolvant  par  rapport 

P 
à  cos*  a,  il  vient        cos'  a  =  — .   .    ^j.'» 

2(1  +  RD) 

Égalant  aussi  les  deux  expressions  trouvées  de  cos^  a  et 

ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  RD, 

on  a  2RD^  +  {2I  —  p)  RÎ?  —  pd*  =  o.      (i) 

Cette  équation  est  du  troisième  degré,  par  rapport  à  RD  ; 
elle  a  donc  trois  racines  ;  à  chacune  de  ces  racines  corres- 
pond une  normale  issue  du  point  P  ;  donc  de  ce  point  partent 
trois  normales. 

Remarque.  —  Si  Von  porte  sur  Vacce  d'une  parabole^  à  partir 
du  sommet,  une  longueur  égale  au  rayon  vecteur  d*un  point^quel- 
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conque  de  la  courbe,  et  sur  la  perpendiculaire  à  Vaxe  menée  du 
point  obtenu  une  longueur  égale  à  la  normale  au  point  choisi 
sur  la  courbe,  V extrémité  de  cette  longueur  est  un  point  de  la 
parabole. 

Il  suiHt  de  remarquer  qu'en  vertu  des  expressions  trouvées 
pour  MF  et  pour  MD,  on  a 

MD*  =  2p  X  MF  (*); 
d'où  la  propriété  énoncée,  en  vertu  du  théorème  XLI. 

LIX.  Théorème.  —  Pour  tous  les  points  d'où  partent 
deux  normales  rectangulaires,  la  troisième  normale  se  projette 
sur  Vaxe  suivant  une  longueur  constante. 

Soit  (fig,  28)  P  un   point  d'où  parient  les  normales  PM, 

PM',  PM',  les  deux  premières 
étant  rectangulaires;  D,  D', 
D'  sont  les  points  où  ces 
normales  rencontrent  l'axe; 
d'après  l'équation  (1)  du 
théorème  précédent,  le  pro- 
duit des  distances  du  point 
R  aux  trois  points  D,  D',  D' 
a  pour  expression  : 

RD  X  RD'  X  RD'  =  -5S?1; 

2 

or,  le  triangle  DPD'  est  rec- 
tangle en  P,  donc 

RP  ou  d»  =  RD  X  RD' 

^*^'  **•  et  la  considération  des  deux 

relations  précédentes  donne 

RD'  =  ^. 

2 

De  plus,  la  sous-normale  D'Q'  étant  égale  à  p,  on  a 

RQ-  =  Jt, 

2 


ce  qui  démontre  le  théorème. 


(*)  Cette  propriété  a  été  démontrée  et  utilisée  par  H.  d'Ocagoe;  voy.  Journal 
de  Math,  élém,,  3«  année. 
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LX.  Théorème.  —  Le  lieu  du  point  d'oie  partent  deux 
normales  rectangulaires  est  une  parabole. 

Il  est  évident,  d'après  le  théorème  précédent,  que  si  le 

point  P  f/tj.  98)  est  tel  que  la  normale  PM'  a  une  projection 

3p 
sur  Taxe  égale  à  — ^,  les  deux  autres  normales  issues  du 

même  point  sont  rectangulaires.  A  la  valeur  de  RD'  égale  à 
-^  correspondent  pour  2  et  d  des  valeurs  liées  par  une  rela- 
tion que  l'on  obtiendra  en  substituant  à  RD  celte  valeur-^, 

2 

dans  l'équation  (1)  (XXIII);  celte  relation  est 

d*=±.(i-p). 

Si  l'on  prend  à  partir  du  point  F  un  point  Sj  tel  que 
FSi=:p,  la  distance  du  point  R  à  ce  point  sera  précisément 
l — p  et  la  relation  précédente  appliquée  au  point  P  s'écrira 

RD«  =  -^  RS,, 

2 

ce  qui  prouve  que,  dans  ces  conditions,  le  point  P  se  trouve 
sur  une  parabole  de  paramètre  égal  à  la  moitié  de  celui  de 
la  parabole  primitive  (XL). 

LXI.  Théorème.  —  Le  centre  de  gravité  du  triangle 
formé  par  les  pieds  des  trois  normales  issues  dun  même  point  se 
trouve  sur  Vaxe. 

Soient  (fig.  29)  D^,  D„  D,  les  points  oli  les  trois  normales 
issues  d'un  point  P  rencontrent  ^, 
l'axe;  on  sait  (LVIII)  que  ces 
points  sont  déterminés  par  l'é- 
quation  

2RD'+  {2l  —  p) 
RD«  —  pd^  =  o       (1) 
Ml  étant  le  pied  d'une  de  ces 
normales,  ^A^Q^  son  ordonnée, 
les  triangles  semblables  MiDiQi 
et  RPD|  donnent  la  proportion 
PR   _  M<Qt 
RD,  -  Q,D,   ' 


Fij.  Î9. 
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d'oii,  en  vertu  des  notations  employées, 

Si  dans  Téqualion  (1)  on  remplace  RD  par  l'expression 
-^ — ,  y  désignant  Tune  quelconque  des  ordonnées  des  pieds 

y 

des  trois  normales  issues  do  P,  puis  multipliant  tous  les 
termes  par  y^  et  réduisant,  on  arrive  à  la  nouvelle  équation 

y* —p{2l  —  p)y —  2p*d  =  o.  (2) 

Cette  équation  est  privée  de  termes  en  y",  donc  la  somme 
de  ses  racines  est  nulle;  en  les  désignant  par  y^,  t/g»  y^.  on  a 

tfi  +  y.  +  ^8  =  o. 
Pour  que  cette  relation  soit  satisfaite,  il  faut  que  Tune  de 

ces  valeurs  soit  d'un  signe  contraire  à  celui  des  deux  autres  ; 

dans  le  cas  de  la  figure  y,  est  négative,  et  alors 

yi  +  î/i  =  y*- 

Gela  étant,  soit  I  le  milieu  de  M|M,;  dans  le  trapëze 
MiQiQj|M„  ir  joint  le  milieu  des  côtés  non  parallèles,  donc 

ir  =  y*  +  y«  =  ±L  =  ^»Q» 

2  2  2 

Soit  G  le  point  oîi  la  droite  IM3  rencontre  l'axe  et  IF  l'or- 
donnée du  point  I  ;  les  triangles  semblables  Il'Gr  et  M,Q,6 
montrent  que,  en  vertu  des  dernières  égalités, 

2 

et  par  suite  que  le  point  Gr  partage  la  médiane  IM,  en  deux 
parties,  dont  l'une  est  le  tiers  de  la  ligne  totale,  c'esi-à-dire 
que  ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  MiM^M,. 

LXII.  Théorème.  —  M,,  M^,  M3  (fig.  29)  sont  les  pieds 
des  normales  menées  d'un  point  P  à  une  parabole  :  4^  la  corde 
MjM,  qui  joint  les  deitx  points  situés  d'un  même  côté  de  Vacce  et 
la  droite  qui  joint  le  troisième  point  Mj  au  sommet  sont  également 
inclinées  sur  Vaxe;  2^  la  corde  qui  joint  deux  points  située  de 
part  et  d'autre  de  Vaxe  fait  avec  lui  un  angle  supplémentaire 
de  celui  que  fait  avec  cet  axe  la  droite  qui  joint  le  sommet  au 
troisième  point» 

1«  On  a  vu,  en  effet  (XLI),  que  si  ô  désigne  l'angle  de  M^M, 
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ayec  l'axe,  on  a           tgO  = 

*P 

yi  +  y»  * 

ou  en  Tertu  de  la  relation 

yt  +  y»  = 

ys 

tgÔ- 

2p 

y» 

Le  point  M 

appartenant  à  la  parabole, 

on  B 

1  aussi 

y**  = 

Vi 
2pX,  OU   -2i- 

a;. 

*  '  • 

2p 

y* 

et  par  suite 

tg6  = 

":='«••■ 

0'  désignant  Tangle   de  SM|   avec  Taxe,  c'est-à-dire  que 

e  =  e'. 

2»  Soit  Oi  l'angle  de  M^M,  avec  l'axe  ;  la  relation  du  théo- 
rème  YI  donne  dans  ce  cas 

tgOi= — ^ — , 

puisque  y^  est  négative;  or  on  sait  que 

yi  —  !/3  =  —  y%y 

20 

de  sorte  que  tg  6-  =  —  — ^-. 

y% 

Le  point  M,  appartenant  à  la  parabole,  on  a,  comme  dans 
le  premier  cas,  en  désignant  par  6'^  l'angle  de  SM,  axec  l'axe 

c'est-à-dire  que  6'|  =  ic  —  ô^ . 

Corollaire.  —  Le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  des  trois 
normales  issues  d'un  point  et  menées  à  une  parabole^  passe  par 
le  sommet. 

Par  le  point  M^,  soit  M^X  parallèle  à  l'axe  ;  l'angle  M^MiMs 
est  partagé  par  cette  droite  en  deux  parties;  d'après  ce  qu'on 
Tient  de  démontrer,  Tangle 

M,M^X=0  =  ô'=M,SR; 
de  même  l'angle  M3M1X  supplémentaire  de  M,M,  avec  l'axe 
est  égal  à  b\  ou  à  M^SR;  donc  l'angle  total  M^M^M,  est  égal 
à  l'angle  M3SM2  et  par  suite  le  cercle  qui  passe  par  les  trois 
points  Mj,  M),  M,  passe  aussi  par  le  point  S. 
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LXIII.  Théorème.  —  Le  produit  des  ordonnées  et  celui 
des  abscisses  de  deux  points  dont  les  normales  se  coupent  sur  la 
courbe  est  constant. 

Le  produit  des  racines  de  réquaiion  (3)  (LXI)  est  donné 
par  la  relation  yi2/i!/s  =  ^P*^ 

et  si  Ton  suppose  que  le  point  P  (fig.  i9)  d'où  partent  les 
normales  vient  coïncider  avec  M„  on  a  ci  =  yj  et  la  relation 
précédente  devient  yij/,  =  2p*. 

Gomme  les  deux  points  M^  et  M,  appartiennent  à  la  para- 
bole, on  a  j/i*  =  2px^  et  j/,"  =  2px^ 

et  par  suite  y,y,  =  Y2pxi  x  Y^P^i  =  ^pY^v^'a^ 

d'où,  en  vertu  de  la  valeur  du  produit  j/jj/,  qu'on  vient  de 

trouver  x^x^  =  p*, 

ce  qui  justifie  l'énoncé. 

LXIV.  Théorème.  —  Les  normales  issues  d'un  point  pn's 
sur  une  parabole  font  avec  les  rayons  vecteurs  correspondants 
des  angles  a,  a ,  a'  tels  que 

a  -|-  a'  -|-  a'  =  TU. 
En  effet,  si  l'on  divise  par  p  les  deux  membres  des  deux 
expressions  suivantes  obtenues,  {héorëmes  LXI  et  LXIII, 
savoir  î/i  +  î/2  +  î/a  =  o 

auxquelles  satisfont  les  ordonnées  des  pieds  de  ces  normales, 
on  voit  facilement  qu'elles  donnent  lieu  aux  deux  suivantes 

*^g  a  +  t-g  a  +  tg  a'  =  o 
tg  a  tg  a  =  2. 
En  vertu  de  la  seconde,  on  a 

tg(a+a)=     ;g'  +  y,=tga+tg.' 

I  —  tg  a  tg  a 

ou,  à  cause  de  la  première, 

t,g(a  +  a)  =— tga; 
égalité  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si 

a  -|-  a  -f-  a'  =  ir. 

Corollaire.  —  L'angle  que  fait  une  normale  issue  d'un 
point  d'une  parabole  avec  la  normale  en  ce  point  est  supplémen- 
taire de  Vangle  qus  fait  avec  l'axe  la  seconde  normale  issue  du 
même  point. 
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• 

Soient  (fig,  45)  P  le  point  d'où  parlent  les  normales  PM^,  PM„ 
Â  et  B  les  points  où  elles  rencontrent  Taxe,  C  le  point  où 
la  normale  en  P  rencontre  cet  axe.  Le  triangle  PBG  renfer- 
mant les  angles  PBG  =  a,  PCB  =  a',  il  faut,  en  vertu  de 
la  relation  que  l'on  vient  d'obtenir,  que  l'angle  BPG  soit 
égal  à  (x;  de  même  l'angle  ÂPG  est  égal  à  a. 

LXV.  Théorème.  —  Si  sur  chacune  des  deux  normales 
issues  d^un  point  P  d*une  parabolCy  autres  que  celle  qui  est  nor- 
male en  ce  point,  on  porte,  à  partir  du  point  P  une  longueur 
égale  à  la  portion  interceptée  entre  Vaxe  et  la  courbe,  les  deux 
points  obtenue  sont  sur  un  cercle  tangent  en 'P  à  la  parabole. 

Soient  (fig.  30)  A!  et  B'  les  points  ainsi  obtenus,  c'est-à- 
dire  tels  que 

PB'  =  M,B,  PA'  =  M|A; 
on  sait  (LVIl)  que  les  Ion* 
gueurs  M|A  et  M^B  ont  pour 
expressions 

M^A  ou  PA' 

=  _:P_  M^A  ou  PB'=>-^ 
cos  (X  cos  a 

L'angle   A'PC  est  d'après 

le    corollaire    du    théorème 

précédent  égal  à  a  ;  donc  la 

portion  de  la  normale  PG  qui 

^•^  ^^'  se   projette    suivant    PA'   a 

poar  expression 


'  > 


cos  a  cos  a 

or  de  ce  que  l'angle  GPB'  est  égal  à  a,  la  portion  de  PC  qui 
se  projette  suivant  PB'  a  la  même  valeur;  donc  les  perpendi- 
culaires élevées  en  A'  et  B'  à  PA  et  PB  coupent  PG  au  même 
point,  et  par  suite  les  poiuts  P,  A',  B'  sont  sur  un  cercle 
dont  le  diamètre  est  la  normale  en  P,  c'est-à-dire  tangent 
en  P  à  la  courbe. 

Remarqué.  —  L'expression  obtenue  dans  le  théorème  LXIV, 
savoir  tg  a  tg  a  =  2, 


—  3m  — 

peut  s'écrire       sin  a  sin  a  =  2  cos  a  cos  a 
ou 

'  cos  a  cos  a  =  sin  a  sin  a —  COS  a  COS  a'  =  —  COS  (a  -f-  a  )=COSa' 
en  vertu  de  la  relation 

Il  en  résulte  que  le  diamètre  du  cercle  précédent  a  pour 

P  P 

expression r  =  ' — ^--r  > 

COS  a  cos  a  cos  a 

c'est-à-dire  la   longueur  de  la  normale  en  P,  limitée  à  la 

courbe  et  à  Taxe. 

LXVI.  Théorème.  —  4^  La  bissectrice  de  Vangle  des  rayons 
vecteurs  de  deux  points  dont  les  normales  se  coupent  en  un  point 
(tune  parabole,  est  parallèle  à  la  normale  en  ce  point  ;  ^  le  lieu 
du  point  de  concours  des  tangentes  en  deux  pareils  points  est  une 
droite  perpendiculaire  à  l'axe, 

l^  On  sait  (fig.  30)  que  le  triangle  M^FA  est  isoscèle  et  que 
l'angle  M^FA  est  égal  à  ic  —  2a;  de  môme  MjFB  =  w  —  2*'; 
si  donc  la  ligne  FM  est  bissectrice  de  l'angle  MiFM,,  l'angle 

^x^  A  •       *"  —  2a  +  w  —  2a'  t      \      '\ 

MFA  a  pour  expression  =  ic  —  (a  -}-  a) 

2 

=  a',  c'est-à-dire  qu'il  est  égal  à  l'angle  PCA  ou  que  les 

droites  FM  et  PC  sont  parallèles. 

^  Soit  M  le  point  de  concours  des  tangentes  en  M^  et  M,; 

on  sait  que  la  ligne  FM  est  bissectrice  de  l'angle  M^FM) 

(XLIV)  et  de  plus  (XLVI)  que 

FM*  =  FMiXFMj; 
or,  on  sait  (LYIII),en  employant  les  notations  des  théorèmes 
précédents  y  que 

FM4  = £— -,    FM,  = £-— r 

2  cos*  a  2  COS*  a 

et  comme,  d'après  la  remarque  du  théorème  XXX, 

cos  a  cos  a'  j=  cos  a', 

on  a  FM*  = ^V-r, 

4  cos*  a 

d'où  FM  = £—7-, 

2  cos  a 
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Cette  longueur  est  précisémeot  égale  à  la  moitié  de  la 
normale  PC;  or  on  sait  que  celle-ci  se  projette  sur  Taxe 
suivant  une  longueur  constante  p  ;  donc  la  ligne  FM  qui  lui 
est  parallèle,  se  projettera  sur  Taxe  suivant  une  longueur 

égale  à  -^,  c'est-à-dire  que  le  point  M  se  projettera  sur  Taxe 

à  la  distance  -^  du  foyer  et,  par  suite  se  trouvera  toujours 

sur  une  perpendiculaire  à  Taxe  menée  à  cette  distance  du 
foyer. 

LXVII.  Problème.  —  Construire  les  tangentes  et  les  nor- 
maies  en  deux  points  tels  que  ces  normales  se  coupent  sur  la 
courbe  en  un  point  donné. 

On  sait,  d'après  le  théorème  précédent,  que  le  point  M 
(fig.  30)  de  concours  des  taugentes  est  à  la  fois  sur  une 
para^Uèle  à  la  normale  en  P,  menée  par  le  foyer,  et  sur  une 

perpendiculaire  à  Taxe,  distante  du  foyer  delà  longueur  -i--  ; 

d'où  les  constructions  suivantes  :  on  construira  à  la  distance 

—  du  foyer  une  perpendiculaire  à  Taxe;  la  normale  au  point 

donné  étant  construite,  on  mènera  par  le  foyer  une  parallèle 
è  cette  normale;  les  deux  droites  ainsi  obtenues  se  couperont 
en  un  point  qui  sera  le  point  de  concours  des  tangentes 
cherchées;  on  construira  ces  tangentes  d'après  le  procédé 
coanu,  et  il  suffira  de  joindre  leurs  points  de  contact  au  point 
donné  pour  avoir  les  normales  correspondantes. 

LXVIII.  Théorème.  —  Le  cercle  circonscrit  au  tnangle 
M^MjP  (fig.  30)  et  qui  passe  par  le  sommet  (LXII,  Corollaire) 
passe  aussi  par  le  pôle  H  delà  corde  M^M,. 

En  effet,  dans  le  quadrilatère  MM^MM,  les  angles  PM^M 
et  PM,M  étant  des  angles  droits,  les  deux  angles  M^MM,  et 
M4PM2  sont  supplémentaires,  et  par  suite  le  quadrilatère 
M^PM^M  est  inscriptible  dans  un  cercle,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 
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On  dédait  de  ce  qui  précède  une  autre  solution  du  pro- 
blème XXXII;  le  cercle  déterminé  par  les  points  P»  S,  M,, 
M,,  M  a  évidemment  pour  diamètre  la  droite  PH,  par  con- 
séquent Tangle  MSP  est  droit;  d'oh  la  construction  suivante  : 
la  droite,  lieu  du  point  M  étant  menée,  on  élèvera  en  S  une 
perpendiculaire  à  SP  qui  rencontrera  la  droite  précédente 
au  point  M,  d'où  partent  les  tangentes  cherchées. 

LXIX.  Problème.  —  Construire  dans  une  parabole  la 
corde  de  longueur  minimum  normale  à  la  courbe  à  une  de  ses 
extrémités. 

Soit  (fig.  50)  PMi  une  pareille  corde;  en  menant  les  ordon- 
nées des  deux  extrémités,  on  voit  facilement  que  la  longueur 
PMi  a  pour  expression»  d'après  les  notations  employées, 

PM.=iiZliiL; 

sin  X 
or,  on  sait  que    j/i  =  p  tg  a,    y,  i=  p  tg  a'; 

donc  PM.  =  f(tg^-tga'), 

sm  a 

Mais  en  vertu  des  relations  établies  (LXIY),  on  a 

tg  a'  =  —  tg  (a  4-  a  )  =  —  tg  a  —  tg  a  =  —  tg  a 

Ig  s 

de  sorte  que,  finalement,  il  vient 

sm  a  sin*  a  cos  a 

Cette  expression  montre  que  le  minimum  de  PM^  corres- 
pond au  maximum  du  produit  sin*  a  cos  a,  en  appliquant 
à  ce  produit  le  principe  de  Fermât,  on  trouve  facilement 
que,  pour  le  cas  du  maximum,  l'angle  a  doit  satisfaire  la 
relation  sin*  a  —  2  cos*  a  =  o, 

d'oîi  tg  a  =  db  ^2. 

A  cette  valeur  double  de  tg  a  correspondent  deux  cordes 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  et  répondant  à  l'énoncé. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  valeur  est  indépendante  du 
paramètre  de  la  parabole;  elle  convient  donc  à  toutes  les 
paraboles. 
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Pour  construire  cette  corde,  il  est  commode  de  déterminer 
la  longueur  du  rayon  vecteur  du  point  où  elle  est  normale  ; 
pour  cela,  on  a 

sin  a    cos  a  I 

d'où,  par  le  rayon  vecteur  (LVIII) 

2  cos*  a  2 

On  en  déduit  la  construction  suivante:  Du  foyer  comme 

3p 
centre  avec  — ^  pour  rayon  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui 

coupe  la  courbe  en  deux  points  et  Taxe  en  un  point  ;  en  joi- 
gnant ce  point  à  chacun  des  deux  autres,  on  a  les  deux 
cordes  symétriques  par  rapport  à  l'axe  et  qui  répondent  à  la 
question.  (A  suivre.) 


QUESTION  179. 

SolnlIoB  par  M.  LoNGUByiLLB,  Collège  de  Charleville. 


Construire  géométriquement  un  triangle  connaissant  un  côté, 
le  pied  de  la  hauteur  correspondante  et  sachant  que  les  bissec- 
trices d*un  des  angles  adjacents  à  ce  côté  sont  égales. 

Supposons   le  problème   résolu  et  soit  ABC  le  triangle 


demandé.  On  connaît  le  c6té  BC,  le  pied  H  de  la  hauteur 
correspondante  et  l'on  sait  que  les  bissectrices  de  l'angle  B 
sont  égales. 

JOUENAL  DB  KATH.  1880.  23 
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Dans  le  triangle  AHC,  qui  est  rectangle, 

ACH  =  BCF  =  450  +  —  ; 

^  2 

donc       CAH  =  90^»  —  45^ -B  =  45® . 

2  2 

De  môme,  dans  le  triangle  BAF,  BAF  =  4.5^ ,       donc 

CAH  =  CAB.  Il  résulte  de  là  que  si  sur  AG  comme  dia- 
mètre on  décrit  une  circonférence,  les  cordes  CK  et  CH  seront 
égales.  De  là,  la  construction  suivante  : 

Au  point  H,  on  élèvera  sur  BCH  une  perpendiculaire  ;  puis, 
du  point  G  comme  centre  avec  GH  pour  rayon,  on  décrira  une 
circonférence  ;  par  le  point  B,  on  mènera  une  tangente  à 
cette  circonférence,  et  la  rencontre  de  la  perpendiculaire 
avec  cette  tangente  déterminera  le  point  A,  et  par  suite  le 
triangle. 

Du  point  B,  on  peut  mener  deux  tangentes  à  la  circonfé- 
rence décrite  avec  GH  pour  rayon  ;  on  obtiendra  donc  deux 
triangles  qui  répondront  à  la  question.  Or,  ces  deux  triangles 
étant  égaux,  il  n'y  aura  en  réalité  qu'une  solution  à  ce 
problème.. 

Pour  que  le  problème  soit  possible 
on  doit  avoir  GH  <  GB 

ou  comme  GH  =  GK 

GK  <  GB 

c'est-à-dire  que  la  perpendiculaire  GK  est  plus  petite  que 
l'oblique  GB.  Le  problème  est  donc  toujours  possible. 

Nota.  -—  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Gindre,  de  Lons-Ie-Sauloier; 
Àrlhus  Bertrand,  école  Albert-le-Grand,  Arcueil;  Deslais,  au  Mans;  Marin,  à 
Angers;  Chaillet,  à  Montauban. 
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QUESTION  180. 

Violation  par  M.  Longueyillb,  élève  au  Collège  de  Charleville. 


■2 


Sur  les  trois  arêtes  d'untrièdre  on  prend  trois  longueurs  égales 
à  Vunité  OA,  OB,  OC. 
Démontrer  que  si  Von  appelle  V  le  volume  du  tétraèdre,  on  a 

^„      tf~.     (a  +  b  +  c)     .     b  — c  — a     .     (c  +  a  —  b)     .     a  -h  b  —  c 
3 V=  V  sin  -^ — ■ ■ — -  stn stn  ■     sin i— — 

f  2  2 

Soit  H  le  pied  de  la.perpen- 
diculaire  abaissée  du  sommet 
0  sur  la  base  ABC.  H  coïn- 
cide dans  ce  cas  avec  le 
centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC. 
Soient 

AOB  =  a, 

AOC  =  6, 

BOC  =  a, 

BG  =  l, 

AG  =  m, 

AB  =  n, 

Z  +  m  +  ^  =  2p. 

On  a      3  V  =  aire  ABC  .  OH  =  S    ^  i —R^ 


=  —  V  i6  S*  —  l^m^n' 
4 


=  — •  V  i6p(p  —  l)(p  —  m){p  —  n)  —  l^^n'^ 
4 

=  —  V  2/'ni*  -\-  2mW  +  2i»n»  —  /*  —  m*  —  n*  —  i*w*n* 
4 

Dans  le  triangle  ABO  abaissons  la  perpendiculaire  OD, 
nous  aurons 


n  c 

—  =  sm  — 

2  2 


n  =  2  sin 


—  3S6  — 

de  même  on  aurait  /  =  2  sîn  — 

2 

.      b 
m  =  2  sm  — 

2 

remplaçons  /,  m,  n  par  leur  valeur  respective,  on  a 

^         "T  V  4(ï  —  cos'a — cos'6  —  cos*c+2  cos  a  ces  b  cos  r) 


=/ 


1/1  —  cos"  a  —  cos'  b  —  cos"  c  +  2  cos  a  cos  6  cos  c 


4 
ou  en  remplaçant  cos"  6  par  (  i  —  sin"  b),  cos"  c  par  i  —  sin»  r, 

sin"  b  sin"  c 
et  ajoutant  et  retranchant 

4 

3  y  __  4  /—cos^g —  I  -h sin^6  -f-  sin'c-h  2  cosacosbcosc-f  sin^dsin'c— sin'dain^ 
^  4 

mais 

—  I   4"  sin"  6  -f-  sin"  c  —  sin"  ft  sin"  c  =  —  cos"  6  cos'  c, 

=  —  (i  —  sin"6)(i  — sin"  c); 

dès  lors 

o  Y TAsin'6-sin"(r  —  cos"  6cos"c — cos" a -f- 2  cos  a  cos  6 cos  c 

ou 


«y ]/  sin"  6  sin"  c  —  (cos  a  —  cos  b  cos  c)" 

~  ^  4 

^  /[sin  fc  sin  c  —  co^  g  4-  cos  b  cos  c)(3in  5  sin  c  -|-  cos  a  —  co3  ft  cos  c) 

""  ^  4 

y  cos  (6  —  c)  —  cos  a       cos  a  —  cos  (b  -|-  c) 

f  2  '  2 

4/.    (g  +  6— c)      .     (g  +  c— 6)      .     /64-c— g\    .     {g-hô  — c) 

z=  V  sin .  sin .  sin  I )  sm i- 

»  2  2  \       2       /  2 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lesoille,  Speckel,  à  Sedan  ; 
Croneau,  à  Versailles. 
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QUESTION  183. 

SolntioB  par  M.  Dbslais,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Prouver  que  (a  —  b)  Vab  est  divisible  par  24  ^1  ab  est  un 
carré  parfait  et  que  a  ci  b  soient  de  même  parité. 

Nous  allons  démontrer  que  ce  produit  est  divisible  par  8 
et  par  3. 

1®  Par  8.  Supposons  a  et  6  pairs  ;  a  =  2n,  b  =  2n.  Le  pro- 
duit peut  se  mettre  sous  la  forme 

2(n  —  n)  y/  4nn'  =  4(n  —  n)  v  nn  . 

Si  n  et  n  sont  de  même  parité,  n  —  n  est  divisible  par  2; 
dans  le  cas  contraire  le  facteur  pair  est  divisible  par  4,  puis- 
que nn  est  carré  parfait.  Le  produit  est  donc  divisible  par  8. 
Soient  a  et  6  impairs  ;  a  —  6  est  pair,  ab  =  (211  +  ^)(2n  -|-  i) 
est  un  carré  parfait,  c'est-à-dire  un  multiple  de  8  augmenté 
de  I  ;  il  en  résulte  que  a  et  6  sont  des  multiples  de  8  aug- 
mentés de  I  et  alors  a  —  6  est  divisible  par  8. 

2^  Par  3.  Si  a  et  6  sont  multiples  de  3,  a  —  6  est  divisible 
par  3.  Il  en  est  de  môme  si  a  et  b  sont  des  multiples  de  3 
plus  I  ou  plus  2.  Si  un  seul  de  ces  facteurs  est  multiple  de 

3,  il  Test  de  9,  puisque  ab  est  un  carré  parfait,  yab  est  alors 
multiple  de  3. 

Ils  ne  peuvent  être  l'un  m3  +  i  et  l'autre  m3  +  2  parce 
qu'un  carré  parfait  n'est  jamais  m3  4~  2- 

Le  produit  proposé,  étant  toujours  divisible  par  3  et  par  8, 
dans  les  limites  de  l'hypothèse,  est  divisible  par  24. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Clouet,  à  Epernay;  Croneau, 
élève  du  lycée  Fontanes  ;  Huet,  à  Orléans. 

QUESTION  187. 

{iolniloB  par  M.  BnsuiLLé,  élève  de  l'Ëcole  préparatoire  Sainte-Barbe. 


Décrire  un  cercle  ayant  son  centre  sur  une  circonférence 
donnée  et  coupant  sous  des  angles  donnés  deux  droites  données. 
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Soient  0  la  circonférence  donnée,  Aa?,  At/ les  deux  droites 


également  données. 

Supposons  que  0'  soit  la  circonférence  répondant  à  la 
question.  Menons  en  B  et  en  F  les  tangentes  BG,  FM. 

CBcc  =  a,     MF.y  =  p. 

Or  DBE  =  CBx  =  a,    O'BD  =  90  —  a,     BO'D  =  ». 

On  démontrerait  de  môme  que  GO' F  =  p. 

Si  Ton  connaissait  le  rayon  de  la  circonférence  cherchée, 
on  pourrait  construire  les  deux  triangles  O'DB  et  OFG. 
Joignons  O'A  et  prenons  sur  O'A  un  point  quelconque  Q;  de 
Q  menons  QP  parallèle  à  O'B,  et  de  ce  même  point  Q  comme 
centre  avec  PQ  pour  rayon  décrivons  une  circonférence. 
Cette  circonférence  est  homothétique  à  0'  par  rapport  à  A. 

Elle  coupe  donc  Ao;  et  Ay  sous  les  mômes  angles  que  G' 
et  réciproquement.  Or  nous  connaissons  PQR  =  a  et 
SQT  =  p.  Nous  pouvons  donc  construire  ces  triangles,  en 
nous  donnant  un  rayon  arbitraire  R. 

La  circonférence  obtenue  coupera  Ax  et  ky  sous  des 
angles  donnés  a  et  p,  mais  n'aura  pas  son  centre  sur  0.  Nous 
joindrons  alors  QA;  nous  prolongerons  cette  ligne  en  0'  et 
0";  de  0'  et  0'  nous  mènerons  O'B,  O'K  parallèles  à  PQ.  De 
0'  et  0'  comme  centres  avec  O'B  et  O'K  comme  rayons  on 
décrira  des  circonférences  qui  seront  les  circonférences 
répondant  à  la  question. 

Nota.  —  M.  DaguiUon,  du  Lycée  Henri  lY,  a  résolu  la  même  Que3tioD. 
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QUESTION  195. 

ih>lailoii  par  M.  Gossieaux,  élève  du  Lycée  de  Saint-Quentin. 


Sur  un  quadrant  de  centre  0  on  prend  un  point  G  ;  déter- 
miner sur  la  tangente  en  A.  un  point  D  tel  que  les  surfaces  des 
triangles  AGD,  OCD  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné  K. 

Soit  a  l'angle  AOC,  y  l'angle  inconnu  AOD. 
On  a 


DAC  = 


AOC 


a 

2 


Il  faut  déterminer  le  point  D  de    " 

façon  que 

surf  ACD        ^ 

=  K;  * 


surf  OCD 


or, 


surf  ACD  = 
et  comme 


AD  .  AC  .  sin  — 

2 


2 


AD  =  Rtgy 


AC 


2R  sin  -^ 

2 


on  a 

de  môme 
Or 

donc 


surf  ACD  =  R«  tgy  sin» ; 

t  f^r.^         OC  .  OD  sin  (a  —  y) 
surf  OCD  = ^^ i^ 

2 

0D  =  -^: 


surf  OCD 


COSy 

R*  sin  (a  —  y) 

2  cosy  ' 


dès  lors       E  = 


R*  tff  y  sin»  — 

^^ 2 


2tgy  cosy  sin»  — 

2 

sin  (a  —  y) 


Cos  y 


K  = 


2  sin»—  tgy 
sina  —  cosatgy  ' 


d'où 


tgT  = 
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K  sina 


2  siû* U  K  cos  a 

2      ' 


Si  tt  =  o      siu  a  =  o     sin  —  =  o      cos  a  =  i  : 

2 


donc 


tgï  =  ^  =  o. 


La  tangente  étant  nulle,  D  est  en  A;  le  problème  est 
impossible. 

Si  a  augmente  de  o  à  90^  en  restant  plus  petit  que  90®, 
tgY  prend  des  valeurs  positives,  de  même  7. 

Si  a=:  90,  sina  =  i,  sin  —  = ,  2Sin* — =i,costt=o. 


Des  lors 


igy=:  — -  =K. 


Si  a  =  90®,  E  est  la  valeur  maximum  de  igy,  puisque  cette 
valeur  est  le  maximum  de  a. 

Nota.—  Ont  résola  la  même  question:  MM.  Boulogne,  Hoet, de  Saint-Quen- 
tin; Leteliier,  de  Tarbes  ;  Daguillon,  lycée  Henri  IV«  à  Paris. 


QUESTION  196. 

Solntion  par  M.  Daguillon,  élève  du  Lycée  Henri  lY. 


Sur  les  trois  côtés  éTun  triangle  quelconque^  comme  diamèlreSf 

on  décrit  des  circonfé- 
rences et  on  mètie  les  tan- 
gentes communes  à  ces 
circonférences  considé- 
rées deux  à  deux.  Démon- 
trer que  le  produit  des 
trois  tangentes  communes 
est  égal  à  la  surface  du 
triangle  multipliée  par  le 
rayon  du  cercle  inscrit 
dans  ce  triangle. 

Cherchons  la  valeur 
de  la  tangente  DE   en 
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fonction  des  côtés.  On  a  : 


DE  =  KM  =  ^  EE*  —  (DL  —  KE)\ 
Or  KL  =  -î-,    DL  =  —,    KE  =  — 

2  2  2 


^Ve»_(a-fe)»^^^^— -^ 


donc  DE  =  i i ^  =  V  (p  —  a)  (p  —  fe). 

2 

De  même  on  trouverait 


FG  =  yl(p  —  h)  (jp—  c)  et  HI  =  yl(p  —  a)(p  —  c) 
Dès  lors 

DE  X  FG  X  HI  =  (p  —  a)  (p  —  6)  {p—c  ). 

Or  S  =  Yp  (p  —  a){p—  b)  (p  —  c) 


^tr^/p(P'-«)(P-^)(P-g)  ^  l/^(p^a)(p-&)(p  — c) 

p  '  P 

donc 

Surf  ABC  X  r  =  (p  —  a)  {p  —  b)  (p  —  c)  ; 

par  suite 

DE  X  FG  X  IH  =  surf  ABC  X  r. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  G.  Loria.  àMantoue;  Lachesnais, 
à  Versailles;  Martin,  école  de  Passy;  Àrbez,  école  Saint-Joseph,  à  Thonon; 
Deslais,  au  Mans;  Bénard,  à  Châteauroux. 


QUESTION  197. 

Solation  par  M.  GuâroulT;  élève  de  l'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 


Si  par  un  point  0  pris  dans  Vintérieur  d!un  triangle  on  mène 
des  parallèles   aux  trois   côtéSy   on  a 

détermine  sur  chaque  côté  trois  seg- 
ments; le  carré  du  produit  des  trois 
segments  intermédiaires  est  égal  au 
produit  des  six  autres. 

Il  faut  démontrer  que  Ton  a 
(C'C    .   B'B''  .   A'A')*  =  AC  .  AB'  .  CB'  .  CA"  .  BA'  .  BC. 

Les  triangles  COC,  B'OB',  A'OA''  sont  semblables  en  vertu 
du  parallélisme  des  droites  AB,  A'B^  AG,  A'C;  BC,  BC;  et 
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en  yerlu  du  parallélisme  des  mêmes  droites,  les  fibres 
AC'OB',  OBCA.*,  OC'BA'  sont  des  parallélogrammes. 

Or  dans  les  triangles  semblables  OC'C,  OÀ'A',  OB'B%  on 
a  les  relations 

ce  OA'         OB'  A'A'        CCr 


GO  A'A'  '    B'B'  OA' 

ou  en  chassant  les  dénominateurs 

ce  .  A'A'  =  OA'  . 
B'B'  .  A'A'  =  OB'  . 
ce  .  B'B'  =  OC  . 


OC 


OB' 
B'B- 


C'O 
OA' 
OB' 


multipliant 
(A'A*  .  B'B' 
Mais 


C'C;«  =  OA'  .  CO  .  OB'  .  OA' 
OA'  =  BC      OA'  =  CB' 
OC  =  BA'      OC  =  AB' 
OB'  =  GA'      OB'  =  AC 
Substituant  ces  valeurs  on  trouve  définitivement 
{GCr  .  B'B'  .  A'A')«  =  AC  .  AB'  .  CB'  .  GA'  .  BA' 


OC  .  OB'. 


BC. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  BIH.  DaguiUon,  Lesieor,  élèves  dn 
lycée  Henri  IV;  Prugnet,  de  Châteauroux;  Gossicsux,  Boulogne,  Hoet,  de 
Saint-Quentin;  Montérou,  à  Pau;  Tricon,  i  Marseille;  Hugot,  à  Lyon;  Deslais, 
au  Mans;  Latapie,  à  Saint-Paul-lès-Dai;  Bousquet,  à  Nice. 


QUESTION  200. 

Solution  par  M.  Duput,  élève  du  Lycée  de  Grenoble. 


On  donne  une  circonférence,  un  diamètre  AB  et  les  tangentes  à 


C  3  i> 

ses  extrémités.  Un  angle  droit  dont  le  sommet  est  en  k  coupe  la 
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tangente  en  B  aux  deux  points  C  et  D.  Par  G  c/  D  on  mèîie  des 
tangentes  à  la  circonférence;  ces  tangentes  rencontrent  en  F 
et  en  ^  la  tangente  en  A  et  se  coupent  elles-mêmes  au  point  P. 

^®  Les  diagonales  du  trapèze  GDHF  se  coupent  sur  la  diamètre 

AB 
AB  en  un  point  M  tel  que  AM  =  —7—. 

5 

2°  Lieu  du  point  P  quand  Vangle  droit  tourne  autour  de  A. 

(Nomy.) 

On  sait  que  dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle 
les  deux  diagonales  et  les  droites  qui  joignent  les  points  de 
contact  des  côtés  opposés  sont  quatre  droites  se  coupant  en 
un  même  point  (Rouché,  Géométrie)  ;  par  conséquent  le 
point  d'intersection  des  droites  CH,  FD  est  sur  AB.  Or  on 

AM         AF 
a  T7-»- = -ttf:-»  et  AB*  =BD  .  BC;  de  plus  les  triangles 

M^  BD  »  ir  o 


AF  OB 

semblables  OAF,  OCB  donnent -r-r-  =  -ttk-      et      comme 

AO  CB 

AO  =  OB,  on  a  DB*  =  AF  .  BG. 

AF         OB* 


Donc 


De  plus,  AB  =  2OB, 


BD         ÂB* 
AM  I 


ou  encore 


MB    "■    4 
AM  I 


AB  5 

2®  Le  cercle  et  la  tangente  étant  fixes,  le  produit  CB  .  BD 
=  XB*  =  constante.  On  est  donc  ramené  au  lieu  énoncé 
dans  la  question  n^  173  (t.  III,  p.  223). 

Le  lieu  est  une  parallèle  à  GBD  menée  à  une  distance 
g 
égale  à  — r-  R« 

Nota.  —  M.  Deslais,  élève  au  Lycée  du  ]IIans,  a  résolu  la  même  question. 
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QUESTION  201. 

MoIutloH  par  M.  Vdattoux,  pensionnat  Saint-Joseph,  à  Thonon. 


Soient  0  le  centre  d'un  cercle,  ABC  un  triangle  circonscrit  à  ce 
cercle,  À'B'C  les  points  de  contact  des  côtés  BG,  GÂ,  AB.  Dési- 
gnons par  R  le  rayon  du  cercle,  par  S  et  S' les  aires  des  triangles 
ÂBG,  A'B'G'.  Démontrer  les  relations 

CA'B'XBA'G'XABG' 


S»  =  R< 


S  = 


OA'B'  X  OBC  X  OA'G' 

4  .  GA'B'  X  BA'G'  X  ABG' 


S» 

Soit  R'  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  On 
sait  que  AB'  =  AC  =  p  —  a 

BC  =  BA'  =  p  —  6 
CA'  =  CB'  =  p  —  c 
Les  angles  formés  autour  du  point  G  étant  les  suppléments 
respectifs  des  angles  A,  B,  G,  on  aura 

Surf.  CA'B'  =  —(p—  c)«  sin  C, 
Surf.  BA'G'  =  JL  (p  _  ft).  sin  B, 
Surf.  ABC  =  —  (p  —  a)*  sin  A, 
et  Surf.  OA'B'  =  —  R*  sin  C, 

Surf.  OBC  =  —  R«  sin  A, 

2 

Surf.  OCA'  =  —  R«  sin  B. 

2 

Portant  ces  valeurs  dans  la  première  des  relations  données, 
on  a  : 

—  (p— a)*sinAX— (p— 6)*sinBX  — (p— c)»sinC 
S«=  R*-^ 1 ?^ 

^  R«  sin  C—  R«  sin  B.  —  R«  sin  A 

2  2  2 


—  365  — 

_  (p  -  g)'  (P  -  by  (p  -  c)' 

ou  b    _ gj . 

Or  R»  =  ^^^  -  a)(p  —  b)p  —  c) 

p« 

Remplaçant  R*  par  cette  valeur  dans  la  formule  précédente, 
on  a  S*  =  p{p  —  a)  (p  —  b)  (p  —  c) 

qui  est  une  identité.  Donc  la  première  des  relations  est 
vérifiée. 

La  surface  du  triangle  A'B'C'^ — R'(sin  A  +  sin  B+sinC); 

2 

or  sin  A  =  — —r.     sin  B  =  — =rr-,    sin  G  = 


donc  sin  A  +  sin  B  -f-  sin  C  =  —  ; 

dès  lors  S'=-1-R.X.  =  _£^=.^; 

2  R  2R  2R 

on  en  lire  S"  = 


4R»- 

En  portant  cette  valeur  ainsi  que  celles  trouvées  précé- 
demment dans  la  seconde  des  relations  trouvées,  on  a 

—(p^ay.—(p—by — (p--cy .  sin  A  sin  B  sin  G  X4R'*X4 

Cl _? ? ^ «. 

R«S« 

_    2R^'(p  —  ay(p  —  by(p  —  c)'  sin  A  sin  B  sin  C 

"■  R«S« 

ou  S  =  2R"  sin  A  sin  B  sin  C 

en  remplaçant 

R*S»  par  (p  —  ay  (p  —  6)«  (p  —  c)«; 
or  2R*»  sin  A  sin  B  sin  G  =  S. 

D'oii  la  deuxième  relation  devient  une  identité. 

Nota.  —  MM.  Deslais,  du  Mans,  et  Hugot,  pensionnat  Saint-Joseph  à  Thonon, 
ont  résolu  la  même  question. 
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QUESTION  202. 

Solution  par  M.  Ha  bel,  élève  de  mathématiques  préparatoires,  École  AIb3rt- 

le-Grand  (Arcueil). 


Résoudre  le  système  d'équations 

x  +  y-f»z  =  (a+b  +  c)(a  +,h  —  c) 
xy  +  xz  —  yz  =  b[(a  +  c)(a  —  c)(2a  —  b)  +  2ab'] 
x«  +  y*  +  z*  =  (a«  +  b*  —  c«)*  +  2b«(a*  +  c*) 

(Goinbier.) 
Si  Ton  pose 

i(o  +  6  -f  c){a  -f-  fe  —  c)  =  m, 
b[(a  +  c)(a— c)(2o  —  6)  +  206*]  =  p, 
(a«  +  &•  —  c«)«  +  26*(o*  +  c«)  =  q, 

on  a  à  résoudre  x  -{-  y  -\-  z=^  m^ 

xy  -\-  xz  —  yz  =p, 

^*  +  2/*  +  a'  =  7. 
On  obtient  facilement 

I  I  m^  —  a 

xy  +  xz  +  yz  = — ^; 

2 

d  ou  ^^  = ^'        (1) 

4 

Les  relations  (A)  donnent 

m*  =  (a*  +  6*  —  c*)*  +  4a6(a«  +  6>  —  c«)  +  4a«6* 
9  =  (a«  +  6'  —  c')*  +  26*(a*  +  c*) 
—  2p  =  —  4a6'  —  26(2a  —  6)(a»  —  c*); 

dès  lors  m"  —  q  —  2p  =  46*(a*  —  c'); 

portant  dans  (<)  cette  valeur,  il  vient 

yz  =  6«(a«  —  c«).  (2) 

D'autre  part  la  seconde  des  équations  données  peut  s'écrire 

et  la  première  donne 

y  -\-  z  =  m  —  x; 

dès  lors  x{m  —  x)  =:  p  -\-  yz  =  9  "r  ^P  ^ 
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a  —  w*  —  2» 
ou  X*  —  mx  =  -2 i— 

4 

m  ±  \/  q  —  2p. 
et         oî  = ^-— . 

2 

Or    9  =  (a«  —  c«)»  +  6*  +  ^a^b* 

—  2p  =  —  406*  —  26(20  —  6)  (a'  —  c*) 
etg  — 2p=  (a* -f"  ^* — c» — 2a&)" 
par  suite 

.  (a«  +  6«  —  c»  +  2a6)  db  (a»  +  6«  —  c«  —  2a6) 


X  = 


2 
d'oîi  a'  =  a«  +  6«  —  c* 

ce"  =  2a6 
Par  suite  y  -\-  z=  206    •  >    ^ 

ou  y  +  3  =  a«  +  6*  —  c«  i    ^^ 

suivant  que  l'on  donnera  à  a?  les  valeurs  x    ou  a;'   dans 
l'équation  y  -\-  z  =  m  —  x. 

Combinant  successivement  les  équations  (B)  avec  l'équa- 
tion (2) 

on  tire  t^  =  6(a  +  c)  )      ^ 

z  =  b{a  —  c)  \    ^^^ 

z  z=  a^  —  c^  \    (^) 

On  a  donc  pour  a?,  t/,  s  les  deux  systèmes  de -valeurs 

X  =  a^'\-b^  —  c^ 
y  =  b{a  +  c) 
z  =  b(a  —  c) 
et  X  ^  2ab 

;5  =  a*  —  c* 
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QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS  A  SAINT-GYR 

(SuiU,  Toir  p.  312  et  sui?.) 


Ëqaaii*ii8  à  résoudre. 

I  —  tgo; 

2 =  2  COS  2X. 

I  +  tg  0? 

2igX-\-ig{7.  —  x)=z  tg(P  +  X]. 

iïn  2a;  =  cos  3x, 

t: 

Sin'  2a?  —  sin*  x  =  sin'  — -. 

o 

34-cos4a?  =  4COS2a?  +  2  cos'  x  sin  x, 

séc  a;  séc  a  +  tg  a;  tg  a  =  séc  p, 

2 
sin  X  cos  X  =  — • 

8  sin  a;  =  3  cos'  x* 

6  tg  05  -j-  12  colg  x=.S  v/3  séc  x. 
25  sin  X  (sin  a;  —  cos  x)  =  4. 
tg  a;  =  coséc  2X. 

tg  — -  =  coséc  X  —  sm  a?. 
2 

4  sin  05  cos  3a;  =  I . 

OP 

tg  05  -f  a  cotg  205  =  sin  x[i  +  tg  —  tg  a?). 

sin  05  4-  coséc'o5  =  i,5. 
cosa5-i-séca;  =  2 
tg  a?  +  cotg  a;  =  3. 

cos'  —  —  séc'—  —  2  v^cosec'  05. 
2  2 

tg  205  cotg  a;  =  2. 

cotg  (tc  —  3a;)  =  tg  (a;  —  it). 

sin  3o:  =  n  sin  x. 

2  sin'  a;  —  3  sin  a;  cos  jp  +  cos'  a;  =  o. 

2  sin'  a?  —  3  sin  a;  cos  05  -|-  5  cos'  a;  =  2. 

2  sin»  05  4-  3  sin  X  C03  a;  +  5  cos'  a;  =  5. 

sin  (205  4-  a)  —  sin  (205  —  a)  =  sin  (x^  a)  —  sin  (a;  -f  fl). 

sin  2a;  +  sin  3a;  =  sin  x. 

tg»  2a;  —  tg'  a;  =  2  tg  2X  tg  X. 

a  sin  05  -h  ^  ^S  ^  =^  ^  ^^^  ^^* 
sin  205  =  sin*  05  -h  cos*  x, 
sin  205  =  6  sin'  05  —  8  cos'  x. 

16  tgO?  =  l5  cos  05. 
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tg  0?  —  cotg  X  =  cotg  205  —  4. 

3  tg  X  =  tg  20;  +  tg  3x. 

Résoudre  les  équatiojis  simultanées 

a?  +  yjx-^y  =12  —  1/;       a5*  =  41  —  y». 

2*  3v  =  56o  ;       5a?  =  jy. 

ajv  +  yi»  =  a;       \og  x  +  \og  y  =:  b. 
xu^x-{-y-\-i=o;       al^-\-y^  =  x      y      22. 

05  —  y  =  10  (^a?  —  yjy)  ;        \/j:y  =  16. 
iB' -- y»  +  (oî  —  y)  =  26;       (fc=»  —  y')  (a?  —  y)  =  43. 
a?*  +  y*  4-  Bajy  =  79  ;       2a?y  +  a?  +  y  =  38. 
II  I  II  I 


2?        y  ^  y  —  X  ^       a^        y^        a^ 
a;^4-a?  =  2i;       œ^y' -[- a?*  =  333. 

L—    •  L  —  -L 

y  "~    '  05  ""   o  * 

(a?  +  y]  {yx  +  1)  =  aa;y;        (ic»  +  y»)  (œ»y»  +  0  =  ^V- 

xyz  xyz  ^  xys 

=  0;       7 —  =6;        ; =  c. 


a?+y  X  -{-  z  y  +  a 

—  Résoudre  (a?  +  y)  (a:*  +  y*)  =  i5. 

(a?^  +  y']  [X*  +  y*)  =  85. 

X  1/  a; 

—  Résoudiy  le  système    —  +  -^  =  i . 

a         0  c 

—  Résoudre  le  système  a?  +  y  =  4 

(a?'  +  y*)  (a;*  +  y')  =  280. 

—  Résoudre  le  système  x  -{■  y  =  a, 

a?»  -h  ina?y*  4-  «la^y  +  y^  =  6^. 

—  Vérifier  que,  quel  que  soit  n,  l'expression 

nxn  +  1  —  (n  +  i)  ap»  -h  i 
est  divisible  par  (x  —  i)^ 

—  Résoudre  le  système 

aï'  +  ajy  +  y*  =  o*;       xy  =  b^. 

—  Résoudre  le  système 

a;  +  y  =  i3;  %  +  u^  11; 

a?y  =  au;  a5*  +  y*  +  **  +  ''*  =■  '7^- 

—  Résoudre  le  système 

x  +  y  =  u  +  v;    xyssuv; 

—  H =s ;  a?»  4-  yJ  4-  u»  +  t;'  =  a*. 

y  v  n 

—  Résoudre  le  système  a;»  ^.  ^a  —  52 

a^  =  12  (x  —  y). 

JOUAIUL  DB  MATH.  J880.  3^ 
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—  Des  équations  x  =  by  •{-  cz  -{-  du 

y  =  ax+cz  4-  du 
z  =  ax  +  hy  -^^  du 
u  =  ax  4-  by  •}-  cz 
déduire  la  relation 

g  h  c  d 

a+x    ■*"    6+1    "^   c  +1    "*■    d-f  I    ""  '• 

—  Résoudre  les  systèmes  d'équations  simultanées  suivantes  : 

sina;  =  msiny;    tgx  =  xigy, 
sin  x  +  s'in  y  s=  a;    cos  a;  +  cos  y  =  &. 

sina?  =  osiny;     2tgic=tg-^. 

2 

séc  aï  —  séc  V  coséc  x  —  coséc  y 

^-. ; : = ; ; ;  sm  £C  =  tg  j/. 

séc  a;  -f-  sec  î/  cosec  x  -f  cosec  y 

sin  (x  —  î/)  =  cos  [x  -\-  y]=i  o,5. 
X  sin  (8  —  y)  =  p\  x  cos  (B  —  y)  =  9. 

sin  a;  =  2  cotg  y\    tg  a?  =  sin  y. 
sin' a?  4-  cos'  V  =  0;    cos'  x  —  sin'  y  =  ft. 

a  sin  a;  =  6  cos  1/  ;    sin'  x  -\-  sin'  y  =  c . 
9  Ig  a:  -f-  tg  1/  =  4;    2  cotg  a;  4-  4  colg  y  =  i 
sin  a;  cos  y  =  a  ;    cos  a?  sin  y  =  6. 
cos  a;  sin  y  +  tg  a?  colg  y  =  o  ;    cotg  x  cçtg  y  —  1=0. 
sin  a?  =  cos  y  ;    sin  y  =  tg  s  ;    sin  z  =:  cotg  x. 
tg  a;  4-  tg  y  =  fl;    tg  y  -j-  tg  »  =  6;    colg  z  —  cotg  x  =c. 
Etant  donnée?  les  équations  : 

tt  =  Bv;    tgtt  =  a;-f  i;    tg  v  •=  a?  —  i  ;  ^ 

a;  —  y  =  2  o;    sin'  x  —  sin'  y  =  6  ; 
a;  sin  (a  —  y)  =  a;    a?  sin  (p  —  y)  =  6  ; 
a-  +  y  -i-  ;j  =  p;    tg  a?  tg  y  =  m;    tg  a;  tg  s  =  n. 
calculer  x. 

—  Trouver  la  condition  pour  que  les  équations 

a  sin  a;  4-  &  cos  a;  =  c 
a' sin  a;  -|-  b' cos  a;  =  c' 


oient  satisfaites  pour  une  même  valeur  de  a. 

2 


—  Trouver  les  valeurs  de  x  et  y,  comprises  entre  o  et  ——  qui  satisfont  aux 

équations  sin  x  =  cos  2y;   sin  2a;  =  cos  y. 

—  Eliminer  x  entre  les  équations 

coséc  a;  —  sin  a?  =  a;    séc  x  —  cos  a;  =  6. 

—  Eliminer  a?  et  y  entre  les  équations 
o  sin'  X  -\-  h  pos'  x  =  m\    h  sin'  y  +  a  cos'  yz=zn]    a  tg  o;  =  6  tg  y. 

—  On  a  sin  3x  —  2  sin  ^x  -f  sin'  a?  +  4  sin'  a;  =  o  ; 
on  demande  de  calculer  x. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET   LEURS  APPLICATIONS  EN  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  B.-^.  Boqnel. 

[Fin,  voir  p,  318.) 


Théorème.  — Lorsque  l'invmiant  d^une  forme  quadratique 
est  nu/,  sa  forme  adjointe  est  un  cart*é  parfait. 

Nous  avons  yu,  en  effet»  que  si  Ton  désigne  par  at^  le 
coefficient  du  terme  aik  dans  Tinvariant  développé  de  la 
forme  /*,  la  forme  adjointe  a  pour  expression,  au  signe  près  : 

F=Sa,*  XiXk 
ou,  ce  qui  revient  au  même 

F  =  ^X,»  +  .  .  .  +  .-^  X.-  X,  +  .  .  . 
aa^i  aaik 

A  étant  l'invariant  de  la  forme /"(*). 

Multiplions  F  par  du  ;  nous  aurons  : 

au  F  =  aii'X^»  +  ^*i»  ^A  +  -•  +  2a^nXlXH  +  aua^jXj*  -}"  ••• 

+ -f"  2*11  *n^i,HXn— 1  Xn  -f-  OL^  Qt,m  Xn  ' 

Considérons  le  carré  parfait 

je  dis  que,  si  A  =  o,  ce  carré  est  précisément  égal  è  aj^F. 

En  effet,  le  coefficient  du  terme  en  Xi  Xk  dans  le  pro- 
duit a^^F  est  2aii  dik  ;  le  coefficient  du  même  terme  dans 
le  carré  est  2aii  0^*;  il  suffit  donc  de  prouver  que  Ton  a 
la  relation  a^^  (hk  —  a|i  a^*  =  o. 

Or,  d'après  la  règle  du  produit  de  deux  déterminants, 
on  reconnaît,  en  multipliant  ligne  par  ligne,  que  cette  dif- 
férence est  un  déterminant  contenant  le  déterminant  A  en 
facteur;  A  étant  nul  par  hypothèse,  le  théorème  est  donc 
établi. 


(")  Les  personnes  qui  ne  seraient  pas  familiarisées  avec  les  notations  diffé- 
rentielles, que  nous  emploierons  désormais,  si  elles  sont  adoptées  cette  année 
pour  la  préparation  à  l'Ecole  polytechnique,  peuvent  écrire  : 
F  =  A'aii  X,*  -I-  ...  +  A'a  ik^Cik  +  .  .  . 
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—  Si  Ton  applique  ce  théorème  à  la  forme  ternaire 
Aaj«  +  ky  +  A";j«  +  2Bî/i5  +  2B'zx  +  2B"aîy,  dont  la 
forme  adjointe  est 

F  =  X«(A'A"  —  B«)  +  Y«(A"A  —  B'«)  +  Z«(AA'  —  B"«) 
+  2YZ(B'B"  —  AB)  +  2ZX(B"B  —  AB')  +  2XY(BB'  —  A"B") 
on  est  conduit  à  conclure  que  si  l'on*  a  : 

A     B'     B' 
A  =      B  '    A     B      =  G, 
B'     B     A" 
la  forme  F  est  un  carré  parfait. 

Cette  remarque  est  susceptible  de  nombreuses  applications, 
dont  nous  aurons  Toccasion  de  citer  plusieurs  dans  la 
seconde  partie  de  ce  travail. 

—  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  faire  connaître  ici  une 
interprétation  géométrique  que  le  P.  Joubert  a  donnée  de 
la  forme  adjointe  dans  le  cas  des  formes  ternaires. 

Soit  une  surface  a  centre  représentée  par  Téqualion  (1) 
f(Xy  y,  z)  =  Ax*  +  Ay  +  A"s»  +  2Byz  +  2B'zx 
+  2B"xy  =  H.  Considérons  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  do  cette  surface,  et  menons  du  centre  une  per- 
pendiculaire sur  laquelle  nous  prendrons  un  point  M  tel 
qu'en  appelant  0  le  centre  de  la  surface  et  I  le  pied  de  Ja 
perpendiculaire  sur  le  plan  tangent,  on  ait  01  .  OM  =  K*. 
Je  dis  que  la  forme  adjointe  de  f(x,  y,  z)  est  le  premier  mem- 
bre de  V équation  des  points  M. 

Le  plan  tangent  au  point  (a;,  y,  z)  de  la  surface  (1)  a 
pour  équation 

X(Ar  +  B' y  +  B';^)  +  Y{B"x  +  A  y  +  Bz) 
+  Z(B'aj  +  By  +  M'z)  =  H. 

Les  équations  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  ce  plan  sont 

X ^  Y  Z 

Ax  +  B'y  +  B'z    ""  B'x  +  A'y  +  Bz  ~B'x  +  By  +  A"z 

/X«  +  Y*  +  Z« 

v^(Aa?+B"y-[-B'j5)«+(B"a;+Ay+Bjï)«+(Bx+By+A";j)«. 
On  a  :  OM*  =  X«  +  Y«  +  Z«. 
D'autre  part 
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^^(Aa;+B''y+B'«)«+(B"a;+A'y-|-B»)*+(B'a;+By+A"a;» 
et  le  rapport  commun  précédent  devient  alors  : 

/X»  +  Y»  +  Z»  .  01  K» 


ou 


H  ""H 

Pour  obtenir  l'équation   du  lieu,   il  faut  éliminer  x,  y,  % 

entre  les  équations  de  la  perpendiculaire  et  l'équation  (1). 

Or  les  premières  peuvent  s'écrire 


sous  la  condition 


^=    H 


X  =  (Aœ  -h  B'y  +  B'is)  X 
(2)  Y  =  (B'ic  +  A'y  +  Ba  )  X 

Z  =  (B'cc  +  By   +  k'z)  X 

L'équation  (4),  en  vertu  des  précédentes,  prend  d'ailleurs 

Xa?     ,      Ym     ,      Za  „         K» 

la  forme      — r 1 r^-  -| -,  =  H  =  -;— 

A  A  A  A 

c'est-à-dire  Xcc  +  Yj/  +  Zjs  =  K«  (3) 

et  réiimination  de  a;,  t/,  is  entre  les  équations  (2)  et  (3)    est 
précisément  le  calcul  qui  sert  à  former  la  forme  adjointe. 

— Nous  avons  dit,  dans  un  de  nos  précédents  articles,  qu'une 
forme  quadratique  n'a  d'autre  invariant  que  son  discrimi- 
nant, et  c'est  pour  ce  motif  que  nous  avons  employé  indiffé- 
remment dans  le  langage  les  mots  d'invariant  et  de  discri- 
minant. Mais  il  faut  justifier  ce  fait,  qui  est  bien  loin  d*être 
évident  à  priori. 

Lorsqu'on  considère  une  forme  quelconque,  quel  qu'en 
soit  le  degré,  on  voit  que  cette  forme  contient  un  certain 
nombre  de  coefficients,  a,  6,  c, . . . . 

Si  l'on  y  fait  une  substitution  linéaire,  les  coefficients 
a,  6,  c  .  .  .  .  seront  remplacés  par  d'autres  a,  b\  c',  ...  et 
nous  appellerons  avec  Gayley  invariant  de  la  forme  consi- 
dérée une  fonction  entière  et  homogène  <p(a,  b,  c,...)  de  ses 
coefficients^  telle  que  Von  ait  identiquement 

<p(a',  b',  c',  .  .  .  )  =  R^<p(a,  b,  c,  .  .  .  ) 
R  désignant  le  déterminant  de  la  substitution  linéaire. 

Telle  est  la  définition  générale  d'un  invariant  ;  on  voit  que 
l'invariant  que  nous  avons  donné  pour  les  formes  quadrati- 
ques, satisfait  bien  à  la  définition,  puisque  nous  avons  prouvé 
dès  le  début  que  Ton  a  :      A'  =  AR". 
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Nous  allons  montrer  maintenant  que  les  formes  quadra- 
tiques n'ont  pas  d'autre  invariant  que  A  ou  ses  puissances. 

Prenons  d'abord,  comme  exemple,  le  cas  d'une  forme  bi- 
naire ax*  -j-  26a?y  +  ct/*>  dont  l'invariant  est  ac —  6*.  Admet- 
tons pour  un  instant  qu'il  y  ait  un  autre  invariant  (p(a,  b,  c); 
on  devrait  avoir 

<p(a,  b\  c)  =  R^<p(o,  6,  c), 
en  vertu  de  la  définition  générale.     . 

La  substitution  linéaire  x  =  dx'  +  Py' 

y  =yx  +  ty'  ' 
a  pour  déterminant  aS  —  py.  Or  a ,  b\  c\  sont  des  fonctions 
du  second  degré  de  a,  p,  y,  3  ;  si  donc  n  est  le  degré  de  <p, 
la  fonction  <p(a  b'c)  sera  du  degré  2n  par  rapport  à  a,  p,  y,  8. 

R  est  du  second  degré  en  a,  p,  y,  3;  RX  est  donc  du  degré 
2X,  et  <p(a',  6',  c)  étant  du  degré  2n,  on  doit  avoir  2n  =  2X, 
c'est-à-dire  n  =  X,  ce  qui  donne  <p(a ,  b\  c)  =  R'*cp(a,  6,  c). 

Mais    aV  —  6'«  =  {ac  —  6«)  R^ 

Admettons  que  n  soit  pair,  n  :=•  2m.  On  aurait 

(p(a',  6',  c)  =  R»" cp(a,  6,  c) 
et  aussi  {ac  —  b'^)"^  =  R*"(ac  —  6*)°> 

c'est-à-dire  ^4^^^^  =  T^^^ 

Or  deux  formes  quadratiques  sont  toujours  telles  qu'on 
puisse  passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  substitution  li- 
néaire (*) ;  on  peut  donc  supposer  a,  6,  c  fixes  et  a,  b\  c 

quelconques.  Il  faut  alors  que  le  quotient      ■,  , ,^      soit 

une  constante,  et  l'on  a  : 

(p(a'6'c'^  =  K(a'c'  —  6'«)«»  c.  q.  f.  d. 

Si  n  est  impair,  on  forme  le  carré  de  la  première  égalité, 
et  il  vient  :  <p«(a6'c')  =  R"(p«(a,6,c) 

et  {ac  —  b'y  =  R"  {ac  —  6«)" 

Le  raisonnement  se  fait  alors  comme  dans  le  cas  de  n  pair, 

.  i>  oHa'b'c)  _,  -    _ 

et  1  on  a  -—rr^ — rrrrr  =  ^»  c.  q.  f.  d. 

{ac  —  b  *)*"  ^ 

(*)  Deux  polynômes  homogènes  du  même  degré  renfermant  le  même  nombre 
.    de  variables,  sont  dits  algébriquement  équivalents  quand  ils  jouissent  de  cette 
propriété. 


im 
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Ce  mode  de  raisonnement  est  général.  Soit,  en  effet,  la 
forme  ternaire 

/•  =  Aa;«  +  Ay  +  A!'z*  +  2Byz  +  2B'zx  +  2B"xy. 

L'invariant  AA'A"  +  2BB'B"  —  AB*  —  A'B'«  —  A"B"», 
multiplié  par  R"  est  égal  au  nouvel  invariant  A<A'iA"<  +  ••• 

Supposons  qu'il  y  ait  une  autre  fonction  entière  et  homo- 
gène <p(A,A',...)  telle  que  l'on  ait 

RX(p(A,  A',...)  =  <p(A<,AV«.) 

Soit  n  le  degré  de  9;  Ai,AV.  •  sont  toujours  des  fonctions 
du  deuxième  degré  des  coefficients  de  la  substitution 
linéaire,  et  le  premier  membre  de  Tégalilé  étant  du  degré 
3X,  puisque  R  est  un  déterminant  du  troisième  ordre,  il  en 
résulte  qu'on  doit  avoir    2n  =  3X. 

Cette  relation  exige  que  n  soit  multiple  de  3, 

n  =  3[x;        alors  X  =  3jx. 

Par  suite  R'»^?(A,  A', . . .  )  =  ?(Af ,  A'i . . .  ) . 

D'autre  part  on  a  :       AR*  =  ^^. 

Donc  A*^R«>  =  a/. 

Il  en  résulte  par  division  ; 

cp  (A,  A',  . . .  )    9  (A|,  k\  . ,.) 

^^         ""         A,^ 

Or,  les  deux  formes  étant  algébriquement  équivalentes,  on 
peut  supposer  que  A,  A',  ...  sont  fixes,  et  A<,  A'i  ...  quel- 
conques. Il  faut  donc  que  le  quotient  précédent  soit  cons- 
tant. 

Donc  A  et  ses  puissances  sont  les  seules  quantités  jouis- 
sant de  la  propriété  invariantive.  C'est  ce  que  nous  voulions 
établir. 

-^  Je  bornerai  là  pour  le  moment  ces  considérations  sommai- 
res sur  les  formes  quadratiques  ;  les  principes  fondamentaux 
sont  posés  ;  mais  il  reste  encore  beaucoup  à  dire ,  et 
d'ailleurs  je  n'ai  donné  jusqu'ici  que  les  applications  stric- 
tement indispensables  à  Tintelligence  des  théorèmes.  A  la 
rentrée  prochaine  et  pendant  l'année  scolaire  qui  va  s'ouvrir, 
je  publierai  une  seconde  partie  de  ce  travail  ;  elle  compren- 
dra surtout  des  applications  des  théorèmes  démontrés  dans 
la  première  partie  ;  mais  j'y  ajouterai  cependant  quelques 
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propriétés  nouyelles  qaeje  regarde  comme  Yraimentfécondes. 
Les  articles  que  je  me  propose  de  donner  à  nos  lecteurs 
deviendront  d'autant  plus  intéressants  que  la  théorie  des 
formes  quadratiques  binaires,  ternaires  et  quaternaires 
entre  dès  cette  année  dans  le  programme  d'admissiou  à 
l'École  polytechnique,  et  j'en  proposerai  des  applications 
aussi  nombreuses  que  possible  dans  les  questions  à  résoudre. 
A  mon  grand  regret,  les  déyeloppements  que  j'ai  donnés 
cette  année  ont  été  parfois  trop  succincts,  ce  qui  a  dû  nuire 
à  leur  clarté.  Mais  le  mal  sera  vraisemblablement  réparé 
cette  année  par  les  professeurs  de  spéciales,  qui,  ayant  à 
exposer  dans  leurs  cours  la  théorie  élémentaire  des  formes, 
insisteront  nécessairement  sur  les  points  que  je  n'ai  pa 
qu'effleurer.  E.-J.  B. 


CONCOURS  GENERAX  DE  1879 

Solutiom  du  problème  des  mathématiques  spéciales  par  H.  Kœnigs,  élève 

de  l'École  normale  supérieure. 


On  donne  un  hyperbolo'ide  à.  une  nappe  et  un  point  P  dans 
le  plan  de  Vellipse  de  gorge,  par  ce  point  on  mène  une  parallèle 
?H  à  une  génératrice  G  quelconque  de  la  surface;  la  courbe 
d'intersection  de  r hyperbolo'ide  avec  un  cylindre  de  révolution 
autour  de  PH  et  passant  par  G,  se  projette  sur  le  plan  de 
l  ellipse  de  gorge  suivant  une  courbe  du  troisième  degré  ayant 
un  point  double  :  on  demande  le  lieu  de  ce  point  double  lorsque 
la  droite  G  décrit  la  surface. 

L'hyperboloïde  et  le  cylindre  ayant  la  génératrice  G  com- 
mune se  coupent  suivaut  une  courbe  gauche  du  troisième 
degré.  Cette  courbe  se  projettera  sur  le  plan  de  l'ellipse  de 
gorge  suivant  une  courbe  du  troisième  ordre.  Or  si  on 
remarque  que  la  droite  G  se  projette  suivant  une  tangente  T 
à  l'ellipse  de  gorge,  et  la  droite  PH  suivant  une  parallèle  à 
T,  on  verra  que  les  cordes  parallèles  à  l'axe  oz  de  l'hyper- 
boloïde ont  pour  plans  diamétraux  conjugués  : 
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1®  Dans  rhyperboloïda le  plan  de  l'ellipse  de  gorge; 

2^  Dans  le  cylindre  le  plan  mené  par  PH  et  par  la  perpen^ 
diculaire  PQ  à  la  droite  T. 

Le  plan  mené  par  cette  droite  PQ  et  par  la  parallèle  PK 
à  oz  coupera  Thyperboloïde  suivant  une  hyperbole  U  dont 
un  axe  coïncidera  avec  PQ,  le  second  étant  parallèle  à  PK; 
et  le  cylindre  suivant  une  ellipse  E  dont  PQ  et  PE  sont  les 
deux  axes. 

Ces  deux  coniques  se  couperont  en  quatre  points,  l'un 
d'eux  M  sera  l'intersection  de  la  droite  G  et  du  plan  QPE  : 
les  trois  autres  N,  N'  et  N'  seront  les  traces  de  la  courbe  de 
gauche  sur  le  même  plan  ;  mais  il  résulte  de  la  position  des 
axes  de  ces  coniques  que  les  cordes  communes  MN  et  N'N' 
sont  parallèles  à  PE  ou  à  oz.  La  corde  MN  percera  le  plan 
de  l'ellipse  de  gorge  au  pied  Q  de  la  perpendiculaire  PQ 
abaissée  sur  P,  car  cette  corde  projette  sur  ce  plan  le  point 
M  qui  appartient  à  G. 

Enfin  le  point  R  où  la  droite  N'N'  perce  le  plan  de  l'ellipse 
de  gorge  est  la  projection  sur  ce  plan  de  deux  points  de  la 
courbe  gauche  :  ce  sera  le  point  double  de  la  projection  de 
cette  courbe. 

Nous  allons  traduire  analytiquement  ce  que  nous  venons 
de  dire,  pour  en  tirer  le  lieu  du  point  R. 

l'équation  de  l'hyperboloïde. 

Soit  X  cos  ç  +  2/  sin  <p  —  p=  o  (i) 

l'équation  de  la  droite  T,  on  a 

p  =  y/a*  cos*  cp  +  6*  sin*  9  (3) 

Soit  ==  V-^  =  P  (4) 

cos  <p  sm  9 

l'équation  de  la  droite  PQ  (a,  p  étant  les  coordonnées  du 

point  P),  p  désigne  la  distance  au  point  P  du  point  de  la 

droite  PQ  dont  {x,  y)  sont  les  coordonnées. 

Enfin,  appelons  R  le  rayon  du  cylindre  et  6  l'angle  de  la 
génératrice  G  avec  oz. 

Les  axes  de  l'ellipse  E  dirigés,  comme  nous  l'avons  vu. 
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2R 

^  suivant  PQ  et  PK  ont  pour  longueur  2R  et     .       ,réquaUon 
de  l'ellipse  E  dans  le  plan  QPK  est  donc 

R«    ^ 


ou 


s* 


(—Y 

\sin  0/ 
R2-  P* 


sin*  ô 

Nous  aurons  Téquation  de  l'hyperbole  U  dans  le  même 
plan,  et  rapportée  aux  mêmes  axes  en  remplaçant  dans 
réquation  (1)  les  variables  ce  et  y  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (4),  soit 

(ûc  +  p  cos  bf     .     (p  +  p  sin  e)«  55» 

S3 + 65 ?--^=^- 

En  éliminant  js*  entre  cette  équation  et  la  précédente»  on 
trouve 

(g  +  p  COS  6)«  (P  +  P  sin  6)*  R«  —  p'  _ 

a}  "^  6*  c«  sinô         ^  ~  °' 

Cette  équation,  du  second  degré  en  p,  définit  les  points  Q 
et  R  sur  la  droite  PQ. 
Désignons  par  p^  la  longueur  PQ,  nous  avons 

(a  +  pt  cos  e)«  (p  +  pi  sin  0)'  _    R'  —  p^'   _      _ 


o«  '  6«  c*  sin»  ô 

Retranchons  cette  équation  delà  précédente,  ou  p  désigne 
la  longueur  PR  :  on  trouve  après  division  par  p  —  pi  qui  n'est 
pas  nul  : 

^P  ^  ^*^     a*       ^       6«       ^    c*  sin*  Ô  7^        a* 

+  ^5 =  o.  (5) 

L'angle  0  est  celui  que  forme  avec  la  droite  oz  la  parallèle 
à  G  menée  par  l'origine,  laquelle  a  pour  équations  : 

X      y       z 

sin  ç   ""    cos  9  ^  t/  sin«  9  cos*  y 

On  en  tire  ; 
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cos*  6  = 


_,  /  sin'  y  cos'  y  \ 


et  on  en  déduit  sans  peine  par  substitution  que  le  coefficient 
de  (p  +  pi)  se  réduit  à 

^1    H"    5»    +    c«    —  û«5»ci    • 

D'autre  part  p^  est  connu  et  égale  p  —  a  cos  9  —  p  sin  <p  ; 
car  c'est  la  dislance  du  point  P  à  la  droite  T  ;  l'équation  (5) 
devient  donc  : 

,  ^  '       i      2  6*c*acos9      ,      2a*c'6sin(p 

p+p^,cosy-p8my  |  „.^.^^.,,^,.„.  I  aV+6V+c'a'=° 

OU  : 

aV6»+c»)— 6*c*  '    6»(a*+c*)— aV,  . 

Appelons  un  instant  a  et  p'  les  coefficients  de  cos  (p  et  sin  (p 
dans  cette  équation  :  on  a,  en  tirant  p  de  l'équalion  (3)  : 

p  —  a  cos  9  —  P'  sin  9  =  —  /a*  cos*  9+6'  sin*  9; 
multiplions  par  p  et  tenons  compte  des  relations  (4)  il  vient  : 

On  peut  mettre  l'équation  de  ce  lieu  sous  une  forme  plus 
commode  : 

Posons  a<  =  a  -t-  a  =  ^ ! 

c   -ft4.fi'^        2b*  (g*  +  C)  p 

Pi  —  P  -r  P  —    ^,^,  _j_  j,,^,  _^  ^,^, 

Et  considérons  les  coniques 

(X  -  g,)*           (y  -  p,)p 
— ^[5 +  6i '  -o, 

qui  est  l'ellipse  de  gorge  transportée  parallèlement  à  elle- 
même  . 

Cherchons  la  podaire  du  point  P  dans  cette  conique,  c'est- 
à-dire  le  lieu  de  projection  du  point  P  sur  les  tangentes  à 
cette  conique. 

(x  —  ttj)  cos  9  -|-  (y  —  M  sin  ?  —  r  g*  cos*  9  4'^'  ^in*  9  =  0 
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est  une  tangente  quelconque  à  la  conique 

X  —  a  V  —  p 


cos  9  sin  9 

la  perpendiculaire  issue  du  point  P. 

On  en  tire  en  remplaçant  p  cos  9  et  p  sin  9  par  (x  —  x)  et 
(y  —  P)  dans  l'équation  de  la  tangente  : 

—  (x  —  tttXa;  —  oc)  +  (y  —  ^)(y  —  P) 

^a*{x  —  a)»  +  b\y  —  f  )•    =  o 
ou  encore  : 

(x  -  a)«  —  (g,  —  a)(a;  —  g)  -  (p,  —  p)(y  —  p) 

—  v'a«(a;  —  a)*  +  b\y  —  p)«    =0 
c'est-à-dire   {x  —  a)*  —  cl(x  —  a)  —  p'(y  —  p) 

—  ^a*(x  —  a)«  +  b\y  —  p)"    =  o. 

C'est  précisément  l'équation  touvée  pour  le  lieu. 

Donc: 

Le  lieu  du  point  R  est  la  podaire  du  point  P  relativement 
à  une  ellipse  qui  n'est  autre  que  l'ellipse  de  gorge  trans- 
portée parallèlement  à  elle-même,  de  sorte  que  son  centre 
yienne  en  un  point  (a^,  p,). 

Ou  voit  aussi  que  le  point  Q  décrit  la  podaire  du  point  P 
par  rapport  à  l'ellipse  de  gorge  elle-même. 

La  discussion  des  podaires  des  coniques  est  des  plus 
faciles,  et  il  est  inutile  de  la  donner  ici. 


QUESTION  219. 

Solution  par  M.  V.-M.  Arnaud,  élève  au  Lycée  de  Nice. 


m* 


Démontrer  la  règle  de  Leibnitz  pour  trouver  la  dérivée  n 
d* un  produit  uy  de  deux  fonctions  de  x 

y(n)  =  VU(nJ  +  Cjv'U{n  -  i)  +  Cîv'U{n  -  8)  +  ... 

en  démontrant  qus,  si  cette  règle  est  vraie  pour  la  dérivée  iordre 
n  —  i),  elle  est  encore  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre  n. 

Appliquer  ce  théorème  à  la  recherche  de  la  dét  ivée  n"*  de  la 
onction  y  =  e^^cos  (mx  +  p). 
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La  règle  de  Leibailz  est  facile  à  yérifier  pour  les  dérivées 
des  premiers  ordres,  car  on  a 

y   =  vu   +  uv 

y"  =  m"  +  2uV  +  uv' 


Supposons  donc  la  loi  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre  (n  — jj 

t/(„  -^)  =  VU[n  -i)  +  Cy  "■  *VU[n  -2)  +  Cj  "  ^V'Uin  -3)    +   ... 

je  dis  qu'elle  est  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre  n. 

En  effet,  prenons  la  dérivée  de  y{n  -  d,  en  écrivant  sur  une 
première  ligne  horizontale  les  termes  de  la  forme  vu'  et  sur 
une  deuxième  les  termes  de  la  forme  uv;  nous  aurons 


Vin)  =  VU{n)  +  C? 


-  i 


cj 


n  -  i 


n  —  i 


%n  —  i 


V"l/(n  -  î)    +  C3 


+  ... 


Or  d'après  les  propriétés  des  coefficients  du  binôme 


c;-^ 


+  c;  -  '  =  G" 


s 


Donc  y(n)  =  tn/(«)  +  C?y'i/(„  _  ^)  +  Clv"U(n  -  s)  +  ... 
et  la  règle  est  démontrée. 
Appliquons  cette  règle  à  la  fonction 

y  =  eûa?cos  (mx  +  p)> 

en  observant  que  {e^)[n)  =  a"  6^  et  que  les  dérivées  de  ces 

(mx  -|-  p)  sont  périodiquement  —  m  sin  {mx  +  p)>  —  w*  C'>s 

(mx  4"  P)»  **'  sin  (woî  4-  p)>  w*  cos  (mac  +  p);  nous  aurons 

j/(«)  =  cos  (mx  -^-p)  a^  e^  —  mC^sin  (mx  +  p)  a»  -  ^  e<*^ 

—  m»  05  cos  (m;JD  +  p)  a»  -  »  e««  • 

+  m*  CJ  sin  (mx  +  p)  a»  -  «  e«»  +  m*  C* 

cos  (ma?  4-  p)  a*»  -  *  e^. . . 
ou  bien 

yW  =  6*^  cos  (mx+p)[a''  —  m*  CJ  a»  -  >  +  m*  CÇ  a»  -  ^...] 
—  e«*  sin  (ma?  -f  p)[mC"  a»  -  <  —  m»  CJ  a»  -  ^ 

+  m»  CJ  a»»-»  _  ...]. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  H.  Louis  Godard,  élève  du 
Lycée  de  Saint-Etienne  (classe  des  mineurs). 
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QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 

A   l'égolb  polytsghnique 

[Suite,  voir  p.  333  et  sair.) 


Algèbre. 

3 
—  Appliquer  le  théorème  de  RoUe  à  Téquation  a?*  —  2a?  —  i+^=o. 


X 


—  Prendre  la  dérivée  de  la  fonction  j/  =  arc  sin  — — — p  et  expliquer   le 

I  'T~  X 

résultat  obtenu. 


I  —  x^ 


—  Même  question  pour  la  fonction  y  arc  cos       ,  ^  - 

I    ~T*  X 
/  I  ^"~  X 

—  Même  question  pour  la  fonction  y  =  arc  tg  1/  — — — . 

—  Prendre  la  dérivée  de  la  fonction  implicite 


a^ -i- y»  =  a»e»^  *«  T 

—  La  fonction  es-fe'^-Hicosa;  est-elle  susceptible  de  maximum  on  de 
minimum  ? 

—  Étant  donnée  Téquation  x*  -^a^  +  2x  —  a  =  o,  déterminer  a  de  manière 
que  le  produit  de  deux  des  racin&s  soit  égal  à  la  somme  de  ces  mêmes  racioeÀ. 
et  résoudre  l'équation  dans  ce  cas. 

—  f[x)  étant  du  degré  m  —  2  au  plus,  et  (^[x]  du  degré  m.  si  a,  6,  c,. . .  / 
sont  les  racines  suppc^ées  distinctes  de  (p  [x]  =  o,  établir  l'identité 

+  TTTT  4-  •  ■  •  H — 77rr  =  o- 


<f\a)       <p'(6)  <p'(/) 

Démontrer  qu'il  y  a  une  seconde  identité  quand  f[x)  est  du  degré  m  —  3,  et 
la  trouver. 

—  Décomposer  en  (acteurs  réels  du  deuxième  degré  en  x  le  polynôme 
se*  —  2aLX  +  a*  "|-  ^*. 

—  Calculer  la  sixième  dérivée  de  la  fonction. 

a;" 

^^   (i—  «  Y(i  4-£c)*  * 

—  Ayant  une  relation  entière  entre  sin^  et  cos^,  on  peut  toujours  la  mettre 
sous  la  forme  /(sincp,  cossp)  =  f[  sincp)  -^  cos^  /^  (sin^);  établir  qu'on  ne  peut 
le  faire  que  d'une  seule  manière. 

Mathématiqaes  élémentaires. 

—  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  droites  fixes  sont  dans  un  rapport 
constant. 

—  Trouver  des  nombres  entiers  a,  6,  c,  tels  que  Ton  ait  >/â*-{-  v/T^  c. 

—  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  nombre  A  en  facteurs  pre- 
miers entre  eux  deux  à  deux  ? 

—Trouver  la  limite  vers  laquelle  tend quand  x  tend  vers  zéro. 

x^ 

—>  Combien  de  fois  le  nombre  7  est-il  fiicteur  dans  le  produit  1.2.3.4.... 

99  .  100?  ^ 
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—  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  une  médiane. 

—  RésoudreréquationV  a  -t-  y/î"  +V  «  —  >/^=  h, 

m        n       p 

—  Trouver  le  maximum  de  a;  y  x  quand  a;  +  y  +  »  est  une 
constante. 

—  Trouver  les  nombres  dont  le  carré  divisé  par  le  produit  pq  donne  pour 
reste  i,  p  et  q  étant  deux  nombres  premiers. 

—  On  inscrit  un  triangle  dans  une  circonférence  ;  on  mène  deux  hauteurs  qui 
se  coupent  en  H  :  on  prolonge  l'une  des  hauteurs  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
circonférence  en  M.  Cette  hauteur  coupe  la  base  correspondante  du  triangle 
en  P  ;  faire  voir  que  PH  =  PM. 

—  Etant  donnés  deux  cercles  sur  la  sphère,  trouver  sur  la  même  sphère  les 
cercles  qui  coupent  orthogonalement  les  deux  cercles  donnés. 

—  Etant  donnés  un  cercle  0  et  un  point  P  dans  son  plan,  trouver  sur  la  droite 
OP  un  point  Q  tel  que  OP  x  OQ  =  R^;  démontrer  que  toutes  les  circonfé- 
rences passant  par  les  points  P  et  Q  coupent  le  cercle  0  orthogonalement. 

—  a  et  6  étant  deux  nombres  entiers,  on  demande  comment  il  faut  choisir  ces 
nombres  pour  que  a'  4~  ^^  ^^^  ^^  ^^  forme  4m  ^  i . 

—  Résoudre  par  des  procédés  élémentaires  l'équation  a^  —-1=0  en  présentant 

les  racines  dans  les  formules  finales  sous  la  forme  a  -\-  b  >/  —  i. 

—  On  donne  un  triangle  ABC,  et  sur  le  prolongement  deBC  un  point  D.  On 
demande  de  mener  par  ce  point  une  transversale  telle  que  l'aire  du  triangle 
AEF  soit  égale  à  une  surface  donnée.  On  trouve  deux  solutions  ;  devait-on  s'y 
attendre?  —  Quelle  est  l'enveloppe  des  droites  telles  que  EFD? 

—  a,  &,  Cy  d,  ^pouvant  prendre  des  valeurs  absolument  quelconques,  quelles 
sont  dans  tous  les  cas  les  conditions  pour  que  le  polynôme  ax^  +  4^^  +  6ca;^ 
4-  4dx  +  f  soit  un  carré  parfait? 

—  Etant  donné  un  tétraèdre,  on  mène  le  plan  bissecteur  d'un  dièdre.  Démon- 
trer que  ce  nlan  divise  l'arête  opposée  en  segments  proportionnels  aux  aires  des 
faces  du  dièdre  considéré. 

—  P  et  R  étant  deux  nombres  premiers,  trouver  les  nombres  qui  sont  pre- 
miers avec  le  produit  PR  et  inférieurs  à  ce  produit. 

—  Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre 
sont  concourantes. 

— Etant  donné  un  nombre  quelconque  a  premier  avec  un  nombre  p,  trouver 
un  nombre  x  tel  que  la  division  du  produit  ax  par  p  donne  pour  reste  l'unité. 

—  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  nombre  donné  en  facteurs 
de  môme  parité? 

—  Chercher  quelle  est  la  plus  haute  puissance  de  p  (p  <  n)  qui  divise  le 
produit  I  .  2  .  3  .  .  .  n. 

—  n'  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  le  quotient etn'étantde  même 

le  plus  grand  entier  contenu  dans  le  quotient  —,  faire  voir  que  n"  est  le  plus 

P 

grand  entier  contenu  dans  le  quotient  — ^. 

—  Mener  par  un  point  donné  : 

1"  Une  circonférence  tangente  à  une  droite  et  à  un  cercle  donnés; 
2*  Une  circonférence  tangente  à  deux  circonférences  données. 
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ERRATA  DU  NUMERO  DE  JUIN. 


Un  certain  nombre  de  fautes  d'impression  se  sont  glissées  dans  le  numéro 
de  juin.  Nous  nous  empressons  de  les  signaler  parce  qu'elles  modifient  la 
solution  de  deux  questions. 

Page  250,  ligne  20:  ou  /Itfu  da -i*  «*  B^  =  -i-  « [R  +  x)\4  —  x] 

il  /be/l  -i-  «  R»A  =-y.  «  (K  +  x)*[h  —  x). 

Page  252,  ligne  7  :  au  Keu  de  sin  au?  =  cos  7  =  -^ — 

2 

a  faut  sin  2x  =  cos  7  =  ~— 
Lignes  11  et  suivanles,  it  faut  lire 

Le  carré  du  côté  DE  est  DE»  =  R'sin*  x  =    ^'^^l^''   =  ^^^  —  v^) 

2  v^^  10 

de  même  CD»  =  R»  (cos  x  -  sin  a:)»  =  R»(i  -  sin  2a:)  =  ^'1^  — ^  v^D 

Enfin  __ 

PC»    __    10  — 4v/r  _    (v/Th-  5)(io  — 4s/r)   _  3->/r  _   6  — 2>/3 
CE*  5  —  ^^  20  2  4 

Dc     >/r—  I 

et    =  ■ 

*       CE  2 

Page  280  :  au  lieu  de    c»apX  —  a^py  +  6*  a  =  o 

il  faut         c*af>  —  a^pX  +  è»aY  =  o. 
Page  282,  ligne  15  :  au  lieu  de      —  yy,       il  faut       —  Yy. 

ligne  17  :  au  lieu  de     —  t'ay,     il  faut     —  6»aY. 

ligne  19,  dans  la  parenthèse  : 

,.       .  Xrc  *i  r    ,  *^ 

aa  /teu  de         — ;— ,  tl  faut  — ;— . 

aV  a»6» 

ligne  21  :  au  {««u  da       — n-"»  ♦'  A"**  ,    . 

— L.  —  etc.,  jusqu*à  la  fin, 

U  faut 
Jf  c»^«  a»6»  ^»a»  -\^  ^  /  c^    _    tt»6»  ^V  XT  __ 

car  les  termes  entre  crochets  s'annulent  ainsi  que  les  autres. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 

IMPRIHEAII  CBRIMALI  DBS  CHaMlHS  M  FEE.    —  k,  CHllI  ET  C", 
EUE  BBEGÈEB,  SO,  A  PAE».  -  ISI^O-O. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

DE  LA.  PARABOLE 

ET    DE    LEURS    PROPRIÉTÉS 

Par  M.  lAumoX)  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Grand, 

(Suite jdt  fin  voir  p.  337  et  suiv.) 


LXX.  Théorème.  —  MM'  (lig.  ^^1;  est  une  corde  nor- 
male en  M.  à  une  parabole, 
I  son  milieu,  D  le  point  où  elle 
rencontre  l'axe  i  la  parallèle  à 
l'axe  menée  par  le  point  I 
rencontre  Vordonnéedupoint  M 
en  un  point  A  tel  que  la  ligne 
AD  est  perpendiculaire  à  MM. 

De  la  valeur  trouvée  pour 
MM'  dans  le  théorème  précé- 
dent, on  déduit 

MI  = 

sin*  a  cos  d 

et  à  cause  du  triangle  rectangle  lAM 


Fig  31, 


AM  =  IM  sin  a  = 


sm  a  cos  « 

n 

Or,  on  sait  que  MD  =  — s— -  ; 

^  cos  a 

donc,  en  vertu  des  relations  précédentes, 

MD  =  AM  sin  a 

c'est-à-dire  que  le  triangle  ADM  est  rectangle  en  D. 

LXXI.  Théorème.  —  a  et  (^  étant  les  angles  que  fom 
avec  les  rayons  vecteurs  correspondants  deux  normales  égales 
issues  d'un  point  du  plan  d*une  parabole^  ces  normales  étant 
comptées  de  ce  point  à  la  courbe,  on  a 

,      ,    .     /  a  +  a\  d 


d  étant  la  distance  de  ce  point  à  l'axe. 

/OD&NAL  DB  MATH.  1880. 
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Si  l'on  remarque  que  la  longueur  d'une  normale  comptée 
comme  il  est  dit  dans  renoncé,  a  pour  expression 

P        ,        d 
cos  a  sin  a  * 

un  calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  pour  Tellipse- con- 
duit à  la  relation  donnée. 

LXXII.  —  Valeur  du  rayon  du  cercle  osculateur  en  un  point 
(tune  parabole.  Sa  construction. 

Il  suffit  de  se  reporter  à  la  pareille  détermination  faite  par 

l'ellipse  pour  voir  que,  si  R 
désigne  le  rayon  du  cercle 
osculateur  en  un  point  d'une 
parabole,  on  a 

R  =  - 


cos*  oc 


Pour  le  construire,  on  re- 
marque que  le  rayon  vecteur 
du  point  considéré  a  pour 
expression 

P 


FM=: 

de  sorte  que 
R=. 


2  cos'  a 
2FM 


Fig.  Si. 


C'M  = 


cos  a 

Cette  expression   montre 

que  la   perpendiculaire  au 

rayon  FM  (fig.  32)  menée  par 

le  foyer  rencontre  la  normale 

en  M  en  un  point  G'  tel  que 
R 


Pour  avoir  la  valeur  de  R  en  un  point  donné,  la  normale 
étant  menée,  on  élèvera  la  perpendiculaire  FC  à  FM,  on 
prendra  CC  =  CM;  CM  sera  le  point  cherché  et  C  le  centre 
du  cercle  osculateur  en  M. 

LXXIII.  Théorème.  —  La  portion  d*une  normale  en  un 
point  d'une  parabole,  comprise  entre  la  courbe  et  la  directrice, 
est  égale  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  osculateur  en  ce  point i 
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Soit  (fig.  32)  M  un  point  d'une  parabole,  MN  la  portion  de 
la  normale  en  M  comprise  entre  la  courbe  et  la  directrice  ; 
on  sait  comment  a  été  construit  le  triangle  MFC.  Les  deux 
triangles  NMP  et  MFC  sont  égaux  comme  ayant  un  côté 
égal  MP  =  MF  et  comme  étant  semblables,  FMC  =  PMN, 

donc  MN  =  MG'  =  — . 

2 

Cette  propriété  permet  de  construire  plus  simplement  le 
rayon  du  cercle  osculateur  en  un  point  d'une  parabole,  puis- 
qu'il suffit,  la  normale  étant  menée,  de  porter,  h  partir  du  point 
considéré  et  dans  le  sens  voulu,  une  longueur  égale  au 
double  de  la  portion  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe 
et  la  directrice. 

LXXIV.  Théorème.  —  En  un  point  d'une  pcu^abole  la  corde 
du  cercle  osculateur  qui  est  menée  parallèlement  à  Vaxe  de  la 
courbe  est  égal  à  quatre  fois  le  rayon  vecteur  du  point. 

Soit  {fig,  32)  M  le  point  considéré,  C  le  centre  du  cercle 
osculateur  en  ce  point,  PM  parallèle  à  l'axe,  Q'  et  Q  les 
projections  des  points  G  et  G  sur  PM;  G  étant  le  milieu 
de  MC,  Q'  sera  le  milieu  de  MQ,  et  comme  les  triangles  G'FM 
et  C'MQ'  sont  égaux,  on  en  conclut  que  MQ'  =  MF  et  par- 
tant MQ  =  2MF;  or  MQ  n'est  que  la  demi-corde  du  cercle 
osculateur:  la  corde  entière  vaudra  donc  4MF. 

LXXV.  Théorème. —  Le  lieu  du  point  symétrique  du  foyer 
par  rapport  aux  normales  à  une  parabole  est  une  pai^abole. 

En  remarquant  que  (fig,  32)  un  point  Q'  du  lieu  a  même 
ordonnée  que  le  point  M  et  que  son  abscisse  SA.  a  pour 
expression 

SA  =  PQ'  —  DS  =  2MF 2-  =  — ^^ £-, 

2  CCS*  a  2 

on  en  déduit 

SA  — -^  =  — ^i p  =  p  tg*»; 

2  cos*  a         i-        i-    o 

donc        '  QÂ.^  =  p(SA  —  -^)  ; 

2 

donc,  en  vertu  du  théorème  Y,  le  lieu  cherché  est  une  para- 
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bole  de  même  axe  que  la  première  et  dont  la  tangente  au 
sommet  pasise  au  foyer  de  la  première. 

Corollaire.  —  La  projection  du  foyer  sur  les  normales  u 
trouve  également  sur  une  parabole, 

VII 

PROPRIÉTÉS  DES  CORDES  FOCALES 

LXXYI.  Théorème.  — Le  produit  des  ordonnées  des  extré- 
mités  d'une  corde  focale  est  constant  et  égal  à  —  p'. 

Les  tangentes  aux  extrémités  d*une  corde  focale  étant 
rectangulaires  (LUI),  il  en  est  de  même  des  normales,  de 
sorte  que  si  a  est  l'angle  que  fait  Tune  d'elles  avec  le  rayon 

vecteur  correspondant, a  sera  l'angle  que  fait  l'autre 

avec  son  rayon  vecteur.  Si  l'on  désigne  par  y^  et  y,  les 
ordonnées  des  extrémités  de  la  corde,  on  a,  en  remarquant 
que  ces  ordonnées  sont  toujours  de  signes  contraires, 

yi  =  p  tg  a 

y»  =  —  p  cotg  a 
et  par  suite  y^  y,  =  —  p*. 

Corollaire.  —  Le  produit  des  abscisses  des  extrémités  d'une 

p« 
corde  focale  est  constant  et  égal  à  -^. 

LXXVII.  Théorème.  — Par  le  point  ott  se  coupent  les  nor- 
males aux  extrémités  d'une  corde  focalcy  on  peut  mener  une  trot-- 
sième  normale  ;  l'ordonnée  du  pied  de  cette  normale  est  double  de 
celle  du  point  de  concours  des  deux  premières;  mais  les  signes 
sont  différents. 

On  a  vu  (LXIII)  qu'en  désignant  par  y^,  y,,  y,  les  ordon- 
nées de  trois  normales  menées  à  une  parabole  d'un  point 
distant  de  l'axe  d'une  longueur  d,  on  a 

or,  on  a  obtenu  dans  le  théorème  précédent 

ViVt  =  P*  : 
on  en  conclut  y,  =  2rf, 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  On  a  ainsi  un  moyen  assez  simple 

de  construire  cette  troisième  normale,  la  courbe  étant  tracée 
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LXXVIII.  Théorème.  —  La  normale  à  une  extrémité 
d'une  corde  focale  rencontre  la  courbe  en  un  point  d'où  part  une 
seconde  normale;  l'ordonnée  du  pied  de  cette  dernière  est  double 
de  Vordonnée  de  Vautre  extrémité  de  la  corde. 

On  a  obtenu  en  effet  (LXIII),  en  désignant  par  y^  et  y\ 
les  ordonnées  des  pieds  des  deux  normales  qui  se  coupent 
sur  la  courbe.  y^j/'^  =  2p". 

Maison  vient  d'obtenir  (LXXVI)  pour  les  extrémités  d'une 
corde  focale  dont  l'une  coïncide  avec  l'un  de  ces  points 

il  en  résulte  que  y,  =  —  ^-^^j 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  Les  deux  points  considérés  sont 
évidemment  situés  de  part  et  d'autre  de  l'axe. 

LXXIX.  Théorème.  —  La  somme  des  inverses  des  segments 
déterminés  par  le  foyer  sur  une  corde  focale  est  constante. 

En  effet,  les  angles  que  font  les  normales  aux  extrémités 
d'une  corde  focale  étant  complémentaires^  les  rayons  vec- 
teurs qui  forment  cette  corde  ont  pour  expression  (XXIII) 

f         et         "        • 


2  cos'  a  2  sin'  a 

d'où  en  prenant  les  inverses 

2  cos*  g  2  sin*  g    2 

p  p  ^• 

Remarque.  —  La  longueur  d'une  corde  focale  est  alors 
P  ,  P         _  P^ 2p 


2  cos*  g  2  sin*  g  2  sin*  g  cos'  g  sin^   2g 

Elle  aura  sa  valeur  minimum  lorsque  sin  2g  aura  sa  plus 

grande  valeur,   c'est-à-dire   -— ,  alors  g  =  —  et  sin  g 

2  4 

=  cos  g  =  -7=5  et  la  longueur  de  la  corde  est  2p.  Il  est 

facile  de  voir  que  cette  corde  est  perpendiculaire  à  l'axe. 

Une  corde  focale  perpendiculaire  à  la  première  aurait 

2p. 
pour  expression  , 

'^  cos*  2g 
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cos"  2x  sin*  2a 
1 


et  comme 

2p  2p  2p 

on  en  conclut  que  la  somme  des  inverses  de  deux  cordes  focales 

rectangulaires  est  constante. 

LXXX.  Théorème.  —  Si  Von  prolonge  les  normales  aux 
extrémités  d*une  corde  focale^  la  corde  qui  joint  leurs  points 
d'intersection  avec  la  courbe  est  parallèle  à  la  première  et  égale 
à  trots  fois  cette  première. 

Soit  (fig.  83)  P  le  point  de  concours  des  normales  menées 


Fig,  as. 

aux  extrémités  de  la  corde  focale  AB  ;  a  étant  l'angle  BAP, 
le  triangle  rectangle  BAP  donne 


AP  =  AB  cos  a  = 


2  sin*  a  cos  a 

Si  Ton  se  reporte  au    problème  LXIX,  on  trouve  pour  la 
longueur  d'une  corde  normale  à  la  parabole 

sm"  X  cos  % 
On  en  conclut  immédiatement 

AA'  =  4AP. 
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Il  est  évident  que  pareillement  on  a 

BB'  =  4BP, 
de  sorte  que  les  deux  triangles  APB  et  A'PB'  qui  ont  un 
angle  égal  et  les  côtés  qui  le  comprennent   proportionnels» 
sont  semblables  ;    il   en  résulte   évidemment  l'égalité    des 

angles  PAB  et  PA'B',  PBA  et  PTA',  c'est-à-dire  le  parallé- 
lisme des  cordes  AB  et  A'B'  et  en  outre  la  relation  annoncée 

A'B'  =  3AB. 

Corollaire  I.  —  La  parallèle  à  Vaxe  menée  par  Vwie  des 
extrémités  d'une  corde  focale  coupe  la  corde  formée  par  la  nor- 
male à  l'autre  en  son  milieu. 

Soit  I  le  point  où  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  le  point 
B  rencontre  AA',  le  triangle  ABI  est  isoscèle  et  PI  =  AP  ; 

AA' 
donc  AI  =  >.  Soit  T  le  point  oîi  la  tangente  en  A  ren- 

contre BI  ou  son  prolongement,  il  est  évident  que  les  trois 
points  I,  A,  T  sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est  B. 

Corollaire  II.  —  Le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points 
A  et  ï  et  le  pied  de  la  troisième  normale  issus  du  point  P  a  son 
centre  de  gravité  sur  Vaxe. 

On  a  vu,  en  effet  (LXXVII),  que,  PR  étant  l'ordonnée  du 
point  P  et  ce  celle  du  pied  G  de  la  troisième  normale  issue  du 
point  P,  ce  =  2PR,  et  alors  le  point  E  où  PC  coupe  l'axe 
est  tel  que  2PE  =  CE;  la  ligne  CP  étant  médiane  du 
triangle  CAI,  le  point  E  est  le  centre  de  gravité  de  ce 
triangle.  Il  est  également  le  centre  de  gravité  du  triangle 
l'CB,  r  étant  le  milieu  de  BB'. 

LXXXI.  Théorème.  —  La  corde  focale  passant  par  le  foyer 
et  parallèle  à  une  tangente  est  égale  à  quatre  fois  le  rayon  vec- 
teur du  point  de  contact. 

Soit  (fig.  38)  M  le  point  de  contact  d'une  tangente  paral- 
lèle à  la  corde  focale  AB  ;  la  normale  en  ce  point  est  per- 
pendiculaire à  AB,  et  il  est  facile  de  voir  que  l'angle  qu'elle 

fait  avec  le   rayon  vecteur  FM  est  égal  à   2a ;  de 

sorte  que  la  valeur  de  ce  rayon  est 


—  392  — 


FM  = ^ 


/             TT  \  2  sin"  2a 

2  cos*  (2a j 

En  comparant  cette  valeur  à  celle  que  Ton  a  obtenue 
(LXIXX,  Remarque)  pour  la  corde  focale  AB,  on  trouve 

AB  =  4FM. 

Remarque.  —  Une  solution  purement  géométrique  de  cette 
propriété  a  été  donnée  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiqueSf  année  1877. 

LXXXIL  Théorème.  —  Une  corde  normale  en  unpoini  JTune 
parabole  se  projette  sur  la  corde  focale  de  ce  point  ou  sur  Vaxe 
suivant  une  longueur  égale  à  quatre  fois  le  rayon  vecteur  de  F  autre 
extrémité  de  la  corde. 

Soit  (fig.  83)  kk!  une  corde  normale  en  A;  sa  longueur  a 
pour  expression  (XLIV) 

AA'=— ^2_ 

sin^a  cos  a 

et  l'angle  FAA'  étant  a,  la  projection  de  AA'  sur  FA  a  pour 

valeur  — ^ — , 

sin'  a 

P 

or  la  valeur  de  FB  est f-r — ,  dont  la  projection  de  AA* 

2  sin*  a 

sur  AB  vaut  4FB. 

LXXXIII.  Problème.  —  Déterminer  le  paramètre  éCune  pa- 
rabole connaissant  les  longueurs  de  deux  tangentes  rectangulaii^es. 

Soient  a  et  6  les  longueurs  des  tangentes  données;  AB 
(fig.  83)  étant  la  polaire  de  leur  point  de  concours,  on  a 

AB*  =  a«  +  6*. 
Si  M  est  le  pôle  de  la  corde  AB,  on  a,  à  cause  du  triangle 

rectongle  MAB,    JL  J — L  =  — L-.  ; 

a«  6«         MF* 

or  SF*  =  BF  X  AF 

et,  en  vertu  du  théorème  XLIV, 

BFxAF  =  -£-X  AB=  ^Va«  +  5«  =  MF*. 
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On  en  déduit  facilement,  en  vertu  de  la  seconde  relation, 

20}   b* 

P  = -r- 

(û«  4-  fc«j  i 

LXXXIV.  Théorème.  —  R  ef  R'  étant  leè  rayons  des 
cercks  osculateurs  aux  extrémités  d'une  corde  focale,  on  a 

•*-*     '     ♦»,«    ~~      ■  * 

Rï  R  ï  pi 

Les  angles  que  font  les  normales  aux  extrémités  d'une 
corde  focale  avec  cette  corde  étant  complémentaires,  R  et  R' 
ont  pour  expressions  (LXXII) 

R  r=:  R'  =  — _-- 

cos*  a  sm*  a 

Il  est  facile  d'en  déduire 

et  par  addition 

expression  qui  conduit  à  celle  de  l'énoncé. 

LXXXV.  Théorème.  —  Les  extrémités  A,  B  d* une  corde 
focale  et  les  milieux  des  cordes  normales  en  A.  et  B  sont  les  sommets 
dun  losange  dont  la  surface  est  égale  à  celle  du  qttadrilatère 
dont  les  sommets  sont  A  et  B  et  les  centres  des  cercles  oscula- 
teurs en  ces  extrémités. 

Soient  (fig.  33)  I  et  l' les  milieux  des  cordes  normales  en  A 
et  B,  on  a  tu  (LXXX)  que 

AP  =  PI,    BP  =  Pr,    AB  =  BI 
et  par  suite  la  figure  ABU'  est  un  losange  dont  la  surface  S 
est  évidemment  égale  à  quatre  fois  celle  du  triangle  APB, 

c'estrîi^ire    S  =  4-^L>LlL  =  2AP  X  BP, 

et  en  vertu  des  expressions  trouvées  pour  AP  et  BP 

S  = 

2sin'  a  cos*  a  ' 

soient  C|  et  C'iles  centres  des  cercles  osculateurs  en  A  et  B, 
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lo  qiijadrilatère  ABc^c^',  dont  les   diagonales  sont  rectangli- 
laircs,  a  pour  surface 

_,        Ac,  X  Bc/  R  X  R'                  p« 

^  =  ■  == =        ■        r —  ; 

2  2                      2Sin*ïC0S'a 

donc  S  =  S'. 


QUESTION  185. 

Solution  par  M.  Sigwarth.  Pensionnat  Saint-Joseph,  à  Thonon. 


On  considère  régalité 

4a«x*  +  b*(x«  —  I  )• 


(x'-l-i)» 

et  on  propose  d^ étudier  les  variations  de  y  quand  x  varie  de  —  oo 
à  -j-  00 .  ^n  supposant  a  —  b,  on  propose  de  démontrer 

1®  Que  a  est  le  maximum  de  y  ; 

2**  Qu£  h  est  le  minimum  de  y; 

3**  Que  si  Von  donne  à  y  une  valeur  comprise  entre  a  et  b, 
Véquation  bicarrée  qui  donne  x  a  ses  quatre  racines  réelles,  et 
que  si  Von  désigne  par  x^  Vune  dea  racines.  Us  trois  autres  sont 
données  par  les  égalités     x^  +  Xj  =  o 

XjXj  -f  I  =  o 
X1X4  —    I    =r  o 

(De  Longchamps.  ) 
De  l'expression  donnée  on  tire 

^*(2/*  —  fr*)  +  ^*(2y'  +  26»  -  4a*)  -f  t/«  —  6»  =  o 
d'où 

,  _    2a'  ^b^-  y'  ±  yl^bhj^  -  4aY  -  4«'<^'  +7^  ,  .x 

03*  doit  être  réel  ;  il  faut  donc  que  Ton  ait 

^b^  —  ^a^if  —  40^6*  +  4rt*  il  o 
ou  t/»(a*  —  6')  —  a\6/*  —  /;'}  £  o. 

divisant  par  a*  —  6*  ;      y*  !in^    cl  y  £  a. 

On  Toit  que  a  est  le  maximum  de  y  et  par  suitç  que  pour 
y  =  a,      x=2  i. 

Cette  manière  de  procéder  ne  fait  pas  voir  clairement  les 
variations  de  la  fonction.. 
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X  variant  de  —  oo  à  +  oo  »  cherchons  les  valeurs  de  la 
fonction  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  de  la  variable  x. 

l^  Le  dénominateur  n*est  jamais  nul  ;  donc  y  ne  passe  pas 
par  rinfini; 

^  Le  numérateur  n'est  jamais  nul,  donc  y  ne  passe 
pas  par  o; 

3**  Pour  X  =  o,  y  =  b; 

4®  Pour  a;  =  dt  00 ,  on  a,  en  divisant  préalablement  tous 
les  termes  de  la  fraction  proposée  par  ar*, 

^  x*«  ^  x' 

yi  = 

2  I 

^     x^     ~    X' 
et  pour  05  =  00 ,     y  :=.  h. 

On  peut,  en  outre,  remarquer  que  cette  fonction  prend  les 
mêmes  valeurs  pour  x  =  +  2  et  +  —  ;  ce  =  +  3  et  +-=-..  . 

Ce  résultat  est  facile  à  comprendre  pour  les  valeurs  égales 
etdesignes  contraires;  car  Texpression  donnée,  ne  renfermant 
que  des  puissances  paires  de  x,  reste  la  même  quand  on 
change  a;  en  —  x.  Pour  les  inverses  de  ces  mêmes  valeurs, 
on  remarque  que  le  coefficient  de  x^  et  le  terme  connu  sont 
égaux;  on  sait  que  dans  ce  cas  les  i*acines  se  présentent 
sous  cette  forme. 

En   faisant    successivement    dans    l'expression    donnée 

0?=^;;  i,a;  =  +  20U  +  — ,  a?  +  3  ou  +  -^  ...  a;  =  +  00 

ou  +  ,  on  a 

—   00 


^-a        „_  \/i6a'  +  9ft'       „  _  \/ 36a' +  646'      ,._, 
y._  a,       y  ==  ^ ,    y  = — ,  y  =  &. 

On  peut  vérifier  facilement  que  les  expressions  irration- 
nelles de  y  sont  plus  petites  que  a  et  plus  grandes  que  6  et 
qu'elles  vont  en  diminuant  d'une  manière  continue  de  a  à  6. 

Donc,  si  X  varie  de  i  à  -f-  «> ,  t/  varie  de  a  à  6  en  passant 
par  toutes  les  valeurs  intermédiaires  ; 

Donc      1®  a  est  le  maximum  de  j;  

3°  h  est  1q  minimum  de  y. 
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La  courbe  constniiie  pour  a  =  lo  et  6  =  2,  fait  voir  les 
variations  de  la  fonction.  On  Toit  que  cette  fonction  atteint 
deux  fois  le  maximum  pour  a?  =  +  i  ;  trois  fois  le  minimum 
pour  a?  =  oeta?=  +  oo. 

Tirons  de  Téquation  (1)  la  valeur  de  x,  on  a 

_  /aa»  —  6«— y«  +  ^4b*y^  —  4a«y«  —  4a«&'  +  ^ 

x^Zy  '        y«  — 6«  ^^^ 

\/  1 6a*  +  o6« 
on  sait  que  — ^ —  trouvée  ci-dessus  pour  y  est  com- 

pris entre  a  et  6. 
Si  on  remplace  y  par  cette  valeur  dans  la  relation  (2),  il 

^^  (a»— 6«)±  -4- («•  —  &•) 


vient      05  = 


±V 


,5  (»•  -  »■) 

Simplifiant  et  séparant  les  racines,  il  vient  a?i  =  2,    x^ 

=  —  2,    05,  = ,  0:4  =  — ,  valeurs  qui  vérifient  les  éga- 
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lités  proposées. 

QUESTION  203. 

Solntloii  par  M.  Rbymondier,  Pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Étienne. 


Démontrer  qae  la  surface  (Tun  triangle  en  fonction  des  bissec- 
trices 1,  r  intérieure  et  extérieure  d'un  angle  et  du  rapport  K 
des  côtés  formant  cet  angle  est  donnée  par  la  formule 

Soient  le  triangle  ABC  ;  AI,  AI  les  bissectrices  données. 

Désignons  par  t  le  triangle 

AGI,  par  t' le  triangle  ACI'.On 

donne 
AB    _  jB   _   IB   _ 

Ac  "  iG  ~  rc  ~    • 

Le  triangle  AI!  rectangle 
*'  en  A  a  pour  surface  — 
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=  t  -\-  f.  Les  triangles  ABC,  AGI  ayant  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases.  Donc 

S    _  JG_  _   IB  +  IG 
t    ~    IG     ~        IG        ' 

IB        ^   ,.  .    IB  +  IG        ^   , 
or  -j^  =  K,doîi j^ =  K+  i; 

r 

par  suite  ^  =  S  . 


K+.  • 
De  même  les  triangles  ABC,  AGI'  donnent 

S       BC       IB  —  rc 


t    ~    IG   ""  IG 

I 


=  K—  I 


et  r  =  S  . 


d'où  enfin 


K—  1  ' 
W  2K 

dès  lors  (  +  t'  = =  S  rrr ; 

'  2  K'  —  I 

_  II'     /K'  —  i\ 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Deslais,  au  Mans  ;  Gino  Laria, 
àMantoue;  Huet,  à  Orléans;  DaguUlon,  lycée  Henri  lY;  Nou,  à  Perpignan; 
Abry,  à  Tiionon  ;  Legrain,  Gossieaux,  Boulogne,  à  Saint-Quentin  ;  Bousquet,  à 
Nice;  Dupuy,  &  Grenoble;  Blessel,  à  Paris. 


QUESTION  204. 

Solatloii  par  M.  Rsnaud,  élève  du  Lycée  de  Bordeaux. 


Du  pied  A!  d'une  des  hauteurs  AA'  cfun  triangle  ABG  on  mène 
les  perpendiculaires  A'D,  A'E,  A'E,  A'L  respectivement  sur  les 
côtés  A3,  AG  et  des  deux  autres  hauteursB'b\  GG'  du  triangle  ABC. 

1*  Démontrer  que  les  quatre  points  D»  K,  L,  £  sont  en  ligne 
droite  ; 

S?  Qu'en  appelant  S  la  surface  du  triangle  ABC,  la  surface  du 
triangle  A'DE  a  pour  expression  S  sin  B  sin  G  ces  B  cos  G; 

3^  Que  la  hauteur  AT  du  triangle  A'DE  a  pour  expression 
2R  sin  B  siu  G  cos  B  eos  G,  R  étant  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  ABG.  (Perrin.) 

10  0  étant  le  point  de  concours  des  hauteurs,  le  quadri- 
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latère  OB'CA'  est  inscriptible  ;  donc  A'  est  un  point  de  la 

circonférence  circonscrite  i 
OB'C.  D'après  le  Ihéorèmc 
de  Simson,  les  pieds  d^ 
perpendiculaires  abaissées 
de  ce  point  sur  les  trois 
côtés  du  triangle  OB'C  sont 
en  ligne  droite.  Ou  démon- 
trerait de  même  que  les 
points  D,  K,  L  sont  en  ligne 
c   droite,  par  suite  D,  K,  L,  E 

sont  en  ligne  droite. 
2«  Soit  S'  la  surface  du  triangle  DA'E,  on  a, 

S'  =  ^^  '  ^^   sin  A.        [DAE  =  i8o  —  A], 


or 


donc  (1)      S'  = 


A'D  =  C  sin  B  cos  B 

A'E  :^  6  sin  C  cos  c, 
bc  sin  A 


sin  B  sin  C  cos  B  cos  C, 


mais 
donc 


S  =  — -bc  sin  A, 

2 


S'  =  S  sin  B  sin  C  cos  B  cos  G. 
3**  L'égalité  (1)  peut  s'écrire 

DE  .  AT  =  bc  sin  A  sin  B  sin  G  cos  B  cos  C, 
mais  DE  =  c  sin  A  sin  B, 

donc  AT  =  6  sin  G  cos  B  cos  C, 

or  2R  sin  B  =  6, 

donc  AT  =  2R  sin  B  sin  G  cos  B  cos  C. 

Nota.—  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Nou,  à  Perpignan;  Dupuy,  de 
Grenoble. 


QUESTION  205. 

Molntion  par  M.  Dbslais,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Trouvet'  2n  +  ^  nombres  entiers  consécutifs  tek  que  la 
somme  des  carrés  des  n  -{  i  premiers  de  ces  nombres  soit  égak 
à  la  somme  des  carrés  des  n  nombres  suivants. 
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Soit  œ  le  nombre  moyen,  on  'doit  avoir 

(x—ny  +  (a?  — w+  i)»+  ...  4-(ir  — 2)«  +  (a?— i)«  +  œ« 

==  (x  -f  0*  +  (a?  +  2)«  +  . . .  (ûC  -[-  7l)«. 

Développant  et  simplifiant,  il  vient 

x^  —  2nx  —  2(71  —  i)x  —  4£C  —  2a;  =  2CC -f- 4^33  +  . . .  +  2nx 

ou        fiC*  —  2cc(2  +  4  +  6  4-  ••  •  +2(n —  i)  -|-2n)  =  0, 

I       I  ^  I           I             (2-f-2n)n 
or  24-4+^+... +2n=  ^ — ■ =  (n  -f-  I  j^*» 

par  suite  œ'  —  2n(n  +  i)aî  =  o 

ou  a;[.x  —  2n(n  +  0]  =  o, 

équation  satisfaite  pour  œ  =  o  et  ce  =  2n(n  -f-  i  • 

Les  nombres  cherchés  sont  donc 
—  n,  —  (n  —  i),  ...,  —  3,  — .  2,  —  I,  o,  +  I,  +  2,+  3, 

+-  ...,4-(a;—  i),  +  n 
ou 

[2n(n  +  0  —  ^ï]»  [2n(n+  0  — (^ —  01»  •  •  ",\,'2'n(jh'\-  i)  —  2]. 
[2n(n  +  0  —  i]''    ^M^  +  0>     [2n(w  +  i)  +  0'      •  •  •- 

[2n(n  +  i)  +n]. 

Gomme  vérification,  faisons  n=  2,  on  aaî  =  oeta?=  12. 
Les  cinq  nombres  consécutifs  seront 

—  2,    —  I,     o,    4-1»    +2 
ou  10  II       12       1 3         14. 

On  a  en  effet 

C'est  le  cas  particulier  examiné  tome  II,  page  30. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Gino  Loria,  de  Mantou;  Mai- 
cou,  à  La  Seyne;  Huet,  à  Orléans;  Gombier;  Reymondier,  pensionnat  Saint- 
Louis,  à  Saint-Etienne. 

QUESTION  206. 

Molntloii  par  M.  Légat,  élève  du  Lycée  Saint-Louis. 


Deuœ  mobiles  partent  d'un  point  0  sans  mouvement  initial;  l'un 
A  parcourt  la  droite  OX  d^un  mmivemsnt  uniforme  ;  Vautre  B 
parcourt  la  droite  OT,  perpendiculaire  à  OX,  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré  ;  démontrer  que  la  droite  qui  les  joint  à 
chaque  instant  est  constamment  tangente  à  une  parabole. 


^  I 


—  400  — 
Soient  a,  b  deux  constantes;  t  un  instant  quelconque  compté 


à  partir  du  moment  oli  les  mobiles  sont  partis  du  point  0, 
on  a  OA  =  ai,  OB  =  bt\ 

Élevons  en  A  une  perpendiculaire  sur  AB  qui  rencontre 
en  F  la  droite  OT  prolongée  ;  on  a 

La  longueur  OF  est  constante;  par  suite,  si  l'on  prolonge 
FA  d'une  longueur  égale  à  AF',  le  point  F  se  trouve  cons- 
tamment sur  une  parallèle  F'O  à  OX  menée  à  une  distance 
de  celle-ci  OD  =  OF. 

Il  en  résulte  que  la  droite  BA  est  constamment  tangente  à 
la  parabole  qui  a  le  point  F  pour  foyer  et  la  droite  F'D  pour 
directrice. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  MH.  Heurteaux,  de  Nantes  ;  d'Ocagne. 
du  lycée  Fontanes,  qui  a  généralisé  la  question. 


QUESTION  207. 

M^imUoM  par  M.  Lxgrain,  élève  du  Lycée  de  Saint-Quentiiu 


Sur  une  demi^circonférence  de  diamètre  AB  on  prend  deux 
points  P  et  Q  teU  que  les  droites  AQ  et  BP  se  coupant  en  M,  on 
oitAM.  .  BM  =  2AP  .  BQ. 

Trouver  le  lieu  géométrique  de  M. 

On  a  d'abord      AM  .  MB  =  2AP  .  BQ  (4) 

Les  triangles  semblables  APM  et  BQM  sont  semblables  et 
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AP 


AM 


donnent  -^ô"  -  "BIT' 

d'oîi  Ton  lire  AP  .  BM  =  AM  .  BQ;  (2) 

divisant  (1)   et   (2)    membre  à 

membre  et  faisant  le  produit  en 

croix,  on  a 

MB*  =  2BQ*  ; 
relation  qui  indique  que  MQB 
est  isoscèle. 

L'angle  en  M,  supplément  d'un 
angle  de  45®,  vaut  1 3  5**  et  est  par 
suite  constant.  Donc,  de  M  on 
voit  AB  sous  un  angle  cons- 
tant. Le  lieu  géométrique  de  M  se  compose  alors  des 
deux  segments  capables  de  i35*^,  AMB  et  AM'B  symétriques 
par  rapport  à  AB. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Fabry,  collège  Chaptal;  Bou- 
cheaux,  d'Angers;  Dupuy,  de  Grenoble;  Pruget,  Bénard,  de  Châteauroux; 
Lesieur,  Daguillon,  du  lycée  Henri  IV;  Coignard,  Rouché,  Legay,  du  lycée 
Saint-Louis;  Heurteaux,  de  Nantes;  Sicard, de  Lyon;  Reymondier,  pensionnat 
Saint-Louis,  à  Saint-Etienne;  Potier,  de  Rennes;  Gourtal,  à  Blaye;  Alery,  à 
Thonon;  Joly,  deTarbes;  Boulogne,  Gossiaux,  de  Saint-Quentin;  Gayrais,  de 
Toulouse  ;  Payeux,  de  Verdun  ;  Etchats,  de  Mont-de-Marsan  ;  Chrétien,  du  Havre. 


QUESTION  217. 

liolution  par  M.  Louis  Godard,  élève  du  Lycée  de  Saint-Étienne, 

classe  des  Mineurs. 


Étant  données  deux  circonférences  G  et  G'  tangentes  entre  elles 
et  une  de  leurs  tangentes  extérieures  AB,  on  mène  une  circonfé- 
rence C  tangente  aux  deux  circonférences  proposées  et  à  AB  ; 
puis  une  circonférence  C  tangente  à  G,  à  G'  ei  à  AB,  et  ainsi  de 
suite.  On  propose  d'étudier  les  séries  formées  par  les  rayons  de 
ces  circonférences  successives  et  par  les  surfaces  des  mêmes  cercles. 
On  donne  AB  —  2a,  AG  =  R. 

Soit  R'  le  rayon  de  G'  on  a 

(R  +  R')«  =  (R-R?  +  4^S 
d'où  R'  = 


fi 
R 
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Soient  r^,  r,,  rs  ....  in  les  rayons  des  circonférences  suc- 
cessiyes,  on  a      \^Rr^   +  y/Kr^   =  a  =--  /rR'  ,  c'est-à-dire 

'  '    +-;7=;d'oii 


RR'  a» 


r-  = 


(/R + /ro*  ~  ^  (. + -^y 


De  même 


I  I  I  2  I 

RR'  o»  I 

r,  = 


d'oii    "   f^R  +  2/F~  R  (. +  — y 

En  continuant  de  la  sorte  on  trouverait  successivement 


''•~    R    /      .     3a \* 


(•  + 


rn  = 


R  / 

0^  i_ 

R      /      .     na 


(•  +  x) 


on  a  donc 


O  +  r)       ('  +  -r) 


+ 


(■  +  x)' 

Or,  on  sait  que  la  série 


iH       7         oo  M    +  ••• 


(■+t)     (■+^)        (■+f-)' 

qui  est  formée  par  la  suite  des  carrés  des  inverses  des  termes 
d'une  progression  arithmétique  est  convergente. 

Pour  la  suite  formée  par  les  surfaces  de  ces  cercles,  on 
aurait 
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Sn  = 


et  la  série  entre  parenthèses  sera,  à  plus  forte  raison,  con- 
vergente. 


QUESTION  218. 

ii«liitioii  par  M.  Haube,  élève  du  Lycée  Louis-le-Grand. 


Ètudiei^  la  série 

-   .  X  .  x(x  +  i)   ...  (x+n) 

■^x  +  p+i  ■^••-  (x  +  p+i)...(x  +  p  +  n+i)  ■^••• 
■P  1  .Un  4-1  £C  +  n+i  ... 

Formons  le  rapport — :^ —  = r-= — ; — ■ — ; qui  tend 

Un  a;+p  +  u  +  2^ 

vers  I  pour  n  infini'  et  appliquons  le  théorème  de  Gauss 

tin  +  1     _         n  '\-X-^  i 

Un  n-j-oî  +  P  +  s' 

Pour  que  la  série  soit  convergente  il  faut  et  il  suffît  que 

{x  +  p  +  2)  —  (ac  +  i)  >  I 

c.-à-d.  p  +  I  >  I  ou  p  >  o. 

Si  p  =  o,  la  série  devient 

+        x  .  X 

.^  .  .  +  •••  + 


X  -|-  I  X  -\-  n-\-  i 

On  sait  que  dans  toute  série  convergente  le  produit  nU  n 
tend  vers  o  quand  n  devient  infini. 

Or  nUn  =  — ^. 

X  -\-  n 

Donc  lira  nUn  =  x 

donc  si  fic  ^  o  la  série  est  divergente. 

On  peut  déduire  le  théorème  de  Gauss  de  celui  de  Duhamel  ; 
mais  Gauss  Ta  démontré  directement;  nous  pouvons  donc 
essayer  de  déduire  le  théorème  de  Duhamel  de  la  condition 
de  convergence  de  pette  série. 
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Soit  — ^^r^ —  = ; —  le  rapport  d'un  terme  au  précé- 

Vn  I   +a  ^'^ 

dent,  dans  une  série,  a  étant  un  nombre  positif  tendant 
vers  o. 

Je  dis  que  si  nx  tend  yers*un  nombre  E  plus  grand  que 
l'unité,  la  série  V  est  convergente. 

Or,  pour  démontrer  que  la  série  est  convergente,  il  suffit  de 
démontrer  que  Ton  a  constamment,  à  partir  d'un  certain 

rang,  — rr —  < 


V„  ^         Un 

» 

Un  désignant  le  terme  général  de  la  série  étudiée  plus  haut, 
série  dans  laquelle  p  est  quelconque,  pour  le  moment,  mais 
positif,  et  qui  par  conséquent  est  convergente. 
Il  s'agit  donc  de  démontrer  que 

I  flc-f-  n  -|-  I 

I  -\-(i         X  -\-n  +  p  -\-2 

c'est-à-dire         ; —  < 


l+oc  ^_j_  p+i 


a?  -|- n  -|-  I 


p  -f-  I 
ou  que  l'on  a        i  +  a  >  — ^— ^ — \-  i , 


c'est-à-dire  a  > 


ou  n  a  > 


x-\-n'{-  i 

P+  I 
œ  -\-n  -^  i 

n(p+  i) 


Or,  cette  inégalité  peut  toujours  être  satisfaite  à  partir  d'un 
certain  rang  :  car  on  a     Lim  na  =  K 

et  Lim    "1^+')    =p+.. 

Prenons  p  +  i  <  K,  c'est-à-dire  p  <  K  —  i ,  ce  qui  est  tou- 
jours possible,  puisque  Ton  a  K  >  i .  On  aura,  de  quelque 
manière  que  n  a  tende  vers  K,  à  partir  d'un  certain  rang, 

na  >  p  -j-  I 

et  à  fortiori  m  >     ^(^"^  '^    , 

n  +  05  +  I 


c'est-à-dire  na  > 
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n 
en  supposant  a?  -|-  i  >  o,  ce  qui  peut  toujours  être  réalisé. 

fl(f)  — l-  X  ) 

Donc  les  inégalités         na  > ~ ; 

'   .  Vn  +  1  Un  +  i 

et  en  remontant       — — —  < 


V„       ^      Un     ' 
sont  vérifiées,  et  si  lim  na  >  i ,  la  série  Y  est  convergente, 
c.  q.  f.  d. 

Note  de  la  Rédaction.  —  M.  Jaubert,  maître  répétiteur  au 
lycée  de  Tarbes,  nous  a  adressé  une'  autre  solution  qui  a  sur 
la  précédente  Tavantage  de  fournir  la  sommation  même  de 
la  suite  considérée;  malheureusement,  il  n'en  a  pas  déduit 
la  démonstration  que  nous  demandions  du  théorème  de 
Duhamel,  et,  de  plus,  son  raisonnement  n'est  pas  complet, 
pour  un  motif  qu'il  est  important  de  mettre  en  lumière. 

M.  Jaubert  part  des  identités  suivantes: 

I  =  I 
X  p  -f-  ^ 

x(x-\-i)  X 


(x  +  p-f-  i)(x  +  p  +  2)  œ+p+  I 

x(p+  i) 


(X  +  P+  l)(X+p  +  2) 
X{X  -f-    l)(''''C+  2) 


(cc  +  p-f  i)(dc+p  +  2)(aj+p+3) 

x(x  -]■■  l) 


{X  +  P+  i)(a;+p  +  2) 
x{x+  i){p  +  i) 

(^  +  P  +  0(^  +  P  +  2)(a;  +  p  +  3) 
et  généralement 

x{x  -f-  0  »  "  (g^  +  ^) 

(X  +  p  +  i)(x  4-  p  +  2)  .  .  .   (Oî  +  p  +  W  +  l) 

x{x  +  i)  ...  (x-\-  n  —  i) 

"~    («  +  P+ 0(^+P-+-2)  ...  (x  +  p.+  n) 
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x(x  +  i)  ...  {x-^n  —  i)(p  +  i) 

~  "(^  +  P  +  0(i»  +P+  2)  ...  {x-^p  +  n  +  i) 
en  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

x(x  -}-  I  )  . . .  (a;  +  n) 

(X  +  P+  i)(x  +  p  +  2)  ...  (x  +  p  +  n-t-  i) 

_  j  _       p      r      ,  ag  _^ Jg(a;+  0 

~*        x  +  pL^  "^  a;+p  +  2    "^    (i»+P+2)(iE  +  p  +  3) 

_l .T(a;+  i)  ...  (.T  +  n—  i) ^i 

"*"•••  "^    (aj+p4.2)(x  +  p+  3)  ...   {x  +  p  +  n+  i)] 

Si,  dans  cette  relation,  on  change  p  en  p  —  i,  on  a 

x{x  -\-  i)  ...  (x-^-  n) 
(x  +  p){x  +  p+  0  ...  (x  +  p  +  fï) 

p       r     .  a?  _j a;(g;+  i) 

x+p+iL^"^  ac  +  p  +  i    "^  (x+p  +  i){x  +  p^2) 

X{X  -\-  l)  ...  {X'\-  X  —  i) -^ 

"  (ÛC   +  p    +    2){X    +  p    +    3)     .  .  .    (X    +  p    -f   71)  J 

La  parenthèse  du  second  membre  renferme  la  somme  des 
n  -f-  I  premiers  termes  de  la  série  proposée,  on  a  donc 

x(x  -\-  i)  . . .  {X  -\-  n) 
{X  +  p){x  +  P+  i)  ..•  {x+p  +n) 

^  +  P     n  +   I 
d'oii 

X-\-  p  X  T+ï  X-\-  2 

^  P  p  œ  +  p+i  ac  +  p-[-2 

£C  -j-   W 

aï  +P  +  f^  ' 
M.  Jaubert  dit  alors  que  si  p  >  o,  les  facteurs  du  produit 

infini  précédent  sont  tous  inférieurs  à  Tunité,  lim ,        . 

x  +  p  +•  H 

étant  I  pour  a?  infini,  et  que  leur  produit  va  constamment  en 

décroissant. 

Mais  cette  observation  ne  suffit  pas  pour  prouver  que  la 

X     I     t) 

somme  de  la  suite  considérée  a  pour  li.iiite  —         :  il  faut 

P 
remarquer,  en  effet,  que  cette  conclusion  ne  peut  être  rigou- 
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reuse   qu'à    la    condition    d'établir    que  le  produit  infini 
.r+i  a;+2  x  -\-n         ,_ 

; —. .    ; ■ ; .  .  .     ; ■ ; tOnd  VCrS 

x+P+ï         X  -\-  p  -\-  2  X  -j-  p  -j-  n 

zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 
Il  aurait  donc  fallu  ajouter  ce  qu'il  suit: 
Le  produit  peut  s'écrire 

\  a?  +  p+i/\  X  +  P+2J 

P ) 

cc  +  p  +n  / 

et  on  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 

qu'il  ne  tende  pas  vers  zéro  quand  n  croit  indéfiniment,  est 

que  la  série 

'   +..'..+■■■+ -.i..  +  - 


(- 


^4"P+^  a7  +  p+2  x-\-p-{-n 

soit  convergente. 
Or  cette  série,  qui  n'est  autre  chose  que  le  produit  par  p 

de  la  série  harmonique  considérée  à  partir  de ; ; 

a:  +  P  +  ' 
est  divergente  ;  donc  le  produit  infini  tend  vers  zéro. 

E.  J.  B. 


i 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


BORDEAUX 
Session  de  novembre  1879 

—  Etant  donnés  les  quatre  côtés  a,  6,  c,  d  d'un  trapèze,  calculer  ses  angles. 
Donner  les  formules  générales.  Applications  :  a  =  52,  6  =  12,  c  =  20,  d  ==9, 
(a  et  c  sont  les  bases) . 

—  Résoudre  l'équation 

cos  (a  —  b)  sin  [c  —  x)  =  cos  [a  -\-  b)  sin  (c  -f-  x). 

—  Connaissant  les  trois  côtés  a,  6,  c  d'un  triangle,  calculer  la  longueur  de 
l'une  des  bissectrices.  Application  :  a  =  628  ;  b  =  635  ;  c  =  742. 

—  Vérifier  l'égalité 

VT+  ig  6  /  X  \ 

—  Les  deux  diagonales  d'un  parallélogramme  ont  pour  longueur  36  et  22; 
elles  font  entre  elles  un  angle  de  90".  Calculer  les  côtés,  les  angles  et  l'aire  du 
parallélogramme. 

—  Partager  3o  en  deux  parties  telles  que  6  fois  le  carré  de  la  première  et 
4  fois  celui  de  la  seconde  forment  une  somme  la  plus  petite  possible. 

—  Calculer  le  volume  engendré  par  la  révolution  d'un  triangle  équilatéral 
autour  d'un  axe  mené  par  le  sommet  parallèlement  à  la  l)ase,  sachant  que  le 
côté  du  triangle  est  égal  à  i2",5o. 

—  Le  volume  d'un  cône  droit  est  égal  à  —  de  mètre  cube.  La  surfiice  de  la 

7 

base  est  —  de  mètre  carré.  Calculer  la  surface  latérale  du  cône. 


—  Résoudre  les  équations 


X  y  I 


a  -{-  b  a  —  b         a  —  b 

X  y  I 


a  -\-  b         a  —  b         a  -{■  h 

Vérifier  les  valeurs  obtenues. 

—  Etant  donné  l'angle  A  d'un  triangle  DAE,  on  abaisse  du  sommet  la  perpen- 
diculaire AB  sur  DE,  on  mène  la  bissectrice  AC  de  l'angle  A  ;  connaissant  BC 
~  TU,  et  l'angle  BAC  =  a,  calculer  les  éléments  du  triangle. 


LYON 

—  Résoudre  les  équations     a?  -}-  y  =1  1,587 

x^  4- 1/3  =  4,096, 
et  donner  les  valeurs  des  inconnues  à  0,001  près. 

—  Démontrer  que  les  hauteurs  d'un  tétraèdre  régulier  passent  par  un  même 
point,  qui  est  le  centre  de  deux  sphères,  l'une  inscrite,  l'autre  circonscrite,  et 

que  le  rayon  de  la  première  est  le  rp  de  celui  de  la  seconde.  Calculer  le  volume 

3 
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y  du  tétraèdre  en  fonction  du  rayon  r  de  la  sphère  inscrite.  On  donne  Y 
—  1.763984;  trouver  r. 

—  Deux  lignes  0.4  et  OB  font  entre  elles  un  angle  a.  D'un  point  M  pris  sur 
OÂ,  on  abaisse  une  perpendiculaire  MC  sur  OB  ;  du  pied  C  de  cette  perpendi- 
culaire, on  mène  une  perpendiculaire  sur  OA,  et  ainsi  de  suite.  Quel  doit  être 
l'angle  a  pour  que  la  limite  de  la  somme  de  toutes  ces  perpendiculaires 
soit  i8",52  ?  On  donne  OM  ^  20", 57.  y 

—  On  donne  le  côté  BC  d'un  triangle  ABC,  l'angle  A,  et  le  rapport  K  de 
de  AB  à  AC.  Calculer  ces  deux  côtés  et  indiquer  la  solution  graphique  du  pro- 
blème. Application  :  a  =  367,6048 

A  =  52«4i'56" 
•5 

—  La  section  faite  par  un  plan  dans  une  sphère  a  une  surface  de  60^4,58. 
Calculer  la  distance  du  plan  au  centre  de  la  sphère,  sachant  que  le  volume  de 
celle-ci  est  2759m  ,441. 

tF  ^—    I  A 

—  Mettre  la  fraction    .,  ,    ; —  sous  forme  de  deux  fractions  — '■ 

.^x^  —  jx  -{-  2  X  —  tt 

H ; ;  c'est-à-dire,  déterminer  A,  B,  a,  6,  de  façon  que  cette  somme  soit 

identiquement  égale  à  la  fraction  donnée. 

—  Un  triangle  rectangle  en  A,  dont  les  côtés  6,  c  sont  donnés,  tourne  autour 
d'un  axe  fixe  XX'  mené  dans  son  plan  par  le  sommet  A  de  l'angle  droit.  Cal- 
culer le  volume  engendre  connaissant  l'angle  CAX  =  a  du  côté  6  avec  l'axe  XX'. 

—  Construire  un  trapèze  isoscèlc  dont  on  donne  les  deux  bases  &,  b'  et  le  côté 
m.  Conditions  de  possibilité  du  problème.  Calculer  la  hauteur,  un  angle,  une 
diagonale,  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  trapèze. 

—  Soit  l'équation  x^  +  Arc*  +  Bx  —  3o  =  o.  Déterminer  les  valeurs  de  A 
et  de  B  de  façon  que  2  et  3  soient  racines  de  l'équation.  Trouver  alors  la  troi- 
sième racine. 

—  En  coupant  une  pyramide  par  un  plan  parallèle  à  la  base,  on  a  détaché  un 
tronc  dont  le  volume  est  de  42  mètres  cubes.  Calculer  la  hauteur  et  les  deux 
bases  de  ce  tronc,  sachant  que  la  pyramide  dont  il  faisait  partie  a  une  hauteur 
de  12  mètres  et  un  volume  de  48  mètres  cubas.  Supposant  que  la  base  de  la  py- 
ramide est  un  décagone,  calculer  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

—  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  l'expression 

sin  a;  +  2  cos  x 

3  -\-  \/  b  sin  X 
(pour  plus  de  facilité,  on  peut  exprimer  sin  a;  et  cos  a;  en  fonction  de  tg-^*  j 

—  Par  un  point  A,  situé  sur  la  ligne  des  centres  de  deux  circonférences, 
on  mène  des  tangentes  à  ces  circonférences  dont  les  rayons  sont  R  et  r.  C  et 

C  étant  leurs  centres,  on  a  AC  —  200,  AC  =  3oo  ;  —  ~  i  ,8  ;  quelle  va- 
leur faut-il  donner  à  r  pour  que  l'angle  des  tangentes  menées  à  l'une  des  cir^ 
conférences  soit  le  triple  de  l'angle  des  tangentes  menées  à  l'autre? 

—  Un  triangle  ABC,  dont  on  connaît  les  trois  côtés,  tourne  autour  d'un  axe 
situé  dans  son  plan  et  passant  par  le  sommet  A;  calculer  :  1"  l'angle  x  que  doit 
faire  le  côté  AC  avec  l'axe  pour  que  la  surface  engendrée  par  AB  soit  équiva- 
lente à  la  surface  engendrée  par  BC  ;  2«>  les  surfaces  engendrées  par  les  trois 
côtés  du  triangle. 
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~~  Calculer  l'aire  d'un  quadrilatère  ABCD  en  fonction  des  diagonales  AC  =  r. 
BD  =  y,  et  de  l'un  des  angles  qu'elles  forment,  a;  valeur  de  a  pour  laquell 
l'aire  est  maxima  quand  x  et  y  sont  données  ;  valeur  de  a;  et  de  t/  pour  lesquelles 
l'aire  est  maxima  quand  on  donne  a  et  x  -{-  y  =  a,  on  ooi^  -^  y*-   =  b^. 

—  Dans  un  demi-cercle  CMC  de  rayon  R,  on  donne  les  angles  AOC  =  2, 
HOC  =3  p  que  font  deux  rayons  OA  et  OB  avec  le  diamètre  CC  ;  calculer  le 
volume  engendré  par  le  segment  AMB  dans  une  révolution  autour  de  CC. 

—  On  donne  dans  un  quadrilatère  les  angles  et  deux  côtés  opposés;  déter- 
miner les  deux  autres  côtés. 

—  On  donne  dans  un  tron  *  de  pyramide  triangulaire  régulière  le  volume  V. 
la  hauteur  h,  le  côté  a  de  l'une  des  bases;  on  demande  le  côté  a;  de  l'autre  base. 
Interpréter  la  solution  négative. 

—  Résoudre  l'équation 

36,97  —  27  C03  a?  =  53  sin  x. 

—  Étant  donné  dans  un  triangle  a,  B,  et  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit, 
construire  géométriquement  et  résoudre  par  li  ti'iganomélrie  le  triangle. 

—  Les  tangentes  communes  extérieures  à  deux  circonférences  forment  m 
angle  a;  les  tangentes  intiTicures  forment  un  angle  p.  La  distance  des  centres 
est  d.  Déterminer  les  points  où  la  ligne  des  centres  est  coupée  par  ces  tangentes, 
ainsi  que  les  rayons  des  deux  circonférences. 

—  La  base  inférieure  d'un  tronc  de  pyramide  régulière  à  bases  parallèles  est 
un  triangle  équi latéral  dont  le  côté  a  est  donné.  Calculer  le  côté  de  la  base 
supérieure,  sachant  que  lo  volume  du  tronc  de  pyramide  est  égal  au  volume  du 
prisme  dont  la  base  est  lu  base  inférieure  du  tronc,  et  dont  la  hauteur  est  li 
moitié  de  celle  du  tronc. 

—  Calculer  les  éléments  inconnus  d'un  triangle  rectangle  dont  on  donne  la 
surfhce  et  l'hypoténuse. 

—  Inscrire  dans  une  circonférence  de  rayon  R  un  triangle  ABC,  tel  que  le 
côté  BC  ait  une  longueur  donnée,  et  que  l'angle  B  soit  le  triple  de  l'angle  C. 
Calculer  les  angles  A,  B  et  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC. 

—  Etant  données  l'hypoténuse  BC  =  a  d'un  triangle  rectangle,  et  la  hauteur 
AD  =  h,  !•  calculer  le  petit  côté  AB  de  l'angle  droit;  2»  h  étant  la  moitié 
du  côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  la  même  circonféreniîe  que  le 
triangle  ABC,  appliquer  la  formule  trouvée  pour  AB  au  calcul  du  côté  du 
polygone  inscrit  de  vingt  côtés. 

—  Etant  donné  un  triangle  ABC,  construire  un  trapèze  dans  lequel  AB  soit 
l'un  des  côtés  non  parallèles,  et  C  le  milieu  du  côté  opposé;  calculer  la  sur- 
face du  trapèze  connaissant  a,  6,  c. 

—  Les  côtés  d'un  triangle  isosccle  sont  donnés;  on  élève  au  centre  du  cercle 
circonscrit  une  perpendiculaire  de  longueur  h  au  pi  m  du  triangle;  calculer 
la  surface  totale  de  la  pyramide  ayant  pour  base  ce  triangle  et  pour  sommet 
l'extrémité  de  la  perpendiculaire. 

—  Démontrer  que  deux  quadrilatère^;  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  deux 
côtés  proportionnels  adjacents  à  trois  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

—  Calculer  les  angles  et  le  troisième  côté  d'un  triangle  dont  on  donne  la 
surface  et  deux  côtés.  Discussion. 

—  Par  le  sommet  A  d'un  losange  on  élève  une  perpendiculaii*e  &  son  plan, 
et  l'on  joint  l'extrémité  S  de  cette  perpendiculaire  aux  trois  autres  sommets  du 
losange.  On  forme  ainsi  une  pyramide  dont  on  demande  les  faces,  eonnaissant 
son  volume,  la  sui*face  S  du  losange  et  son  côté  a. 
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CLERMONT-FERRAND 

—  Calculer  le  volume  commun  à  deux  sphères  qui  se  coupent,  connaissant 
leurs  rayons  R  et  R'  et  la  distance  d  de  leurs  centi'es.  Application  :  R  =  4; 
R'=  3;d=3. 

—  Le  périmètre  d'un  triangle  est  400  mètres,  les  angles  A  et  B  sont  égaux 
respectivement  à  58*  27'  1 5'  et  49*  56'  38'.  Calculer  les  côtés,  la  surface  et  le 
rayon  du  cercle  inscrit. 

—  Trouver  la  surface  commune  à  deux  cercles  qui  se  coupent,  connaissant 
leurs  rayons  et  la  distance  des  centres.  Application  :  R  =s  7;  R'  a  12  ;  d  »  i5. 

—  Résoudre  l'équation 

-5-  sin'  rccoscc  -+— ^(i  —  cosa;)^  -{ sin'o?  (i  —  cosa?)  =  c. 

3  o  2 

—  Déterminer  K  dans  l'équation 

bx^  —  4a;  -f  K  =  0 
de  façon  que  le  premier  membre  soit  : 
1*  La  somme  de  deux  carrés; 
2*  La  différence  de  deux  carrés. 


CAEN 

—  Résoudre  un  triangle  rectangle,  sachant  qu*un  des  côtés  de  l'angle  droit 
est  égal  à  543",  924,  et  que  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  est  de 
90-,654. 

—  On  lance  une  pierre  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  initiale  de  5o  mètres 
par  seconde;  trois  secondes  après  on  lance  une  autre  pierre  qui  suit  la  même 
verticale  que  la  première.  On  demande  à  quelle  hauteur  elles  se  rencontrent. 

—  Transformer  en  un  polynôme  entier  en  a,  6,  c,  d  l'expression 

(a  —  6,  (a  —  c)  (a  —  d)    "^    (6  —  a]  (b  —  c)  (6  —  d] 

+ ^,„    ..  + 


(c  —  a)  (c  —  b){c  —  d)     '     (d  —  a]  [d  —  6)  (d  —  c) 

NOTE 

SUR  DM  POINT  DE  LA  DISCUSSION  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ 

A  TROIS    INCONNUES 
Par  &I.  Sm  Bonri^et. 


Loriqu*on  résout  un  syslème  de  trois  équations  du  premier 
degré  à  trois  inconnues 

de  la  forme  ax  -^  by  -{-  C9  -{•  d  =  o,  on  trouve 
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x  =  — 


1) 


y  =  — 


N 


T' 


en  posant 


D 

c 

c 

» 

c 


a      b 
J)=     a      h' 
a      b" 

les  numérateurs  se  formant  en  remplaçant  dans  D  les  coeffi- 
cients de  l'inconnue  que  l'on  cherche  par  la  lettre  d. 

Il  s'agit  de  faire  voir  que  si  on  a  en  même  temps  D  ==  o, 
N  =  o,  on  peut  en  conclure  que  N'  =  N'  =  o,  à  condition  que 
les  trois  déterminants  mineurs  de  D  qui  entrent  dans  N  ne  soient 
pas  nuls  à  la  fois, 

1"  Si  tous  les  déterminants  mineurs  du  déterminant  D 
étaient  nuls,  le  théorème  serait  évident. 
2^  Si  tous  les  déterminants  mineurs  de  D  ne  sont  pas 


nuls,  soit  8  = 


b'  c 
b'  c' 


> 


^   o,  8    étant  un  des   mineurs    qui 


entrent  dans  N. 
Formons  le  déterminant  : 

ax  -\-  by  -{-  cz  -\-  rf,  6,  c 
a'x  -f-  b'y  +  cz  +  d\  b\  c 
oTx  +  b'y  =  c'z  +  i\  b\  c" 
il  se  réduit,  quels  que  soient  x^  y,  z,  à 

d   b  c 


N  = 


d  b'  c 
d"  6"  c" 


==  o 


puisque  D  =  o,  si  l'on  applique  les  règles  de  la  décomposi- 
tion d'un  déterminant  en  somme  d'autres  déterminants. 

Mais,  pour  les  valeurs  particulières  de  x,  y,  z  qui  satisfont 
aux  deux  équations  U'  =  o  U"  =  o  (et  il  y  en  a  une  infi- 
nité, puisque  S  est  différent  de  zéro  et  qu'on  peut  tirer  y  et 
z  en  fonction  de  x),  ce  même  déterminant  se  réduit  à  : 

U  b   c 


o 
o 


b'  c 
b"  c" 


=  U 


6'  c 
b'  c' 


=  US 


donc  :  U8  =  N  =  o 

et  comme  8  n'est  pas  nul,  U  =  o.  Donc  dans  ce  cas  le  sys- 
tème des  trois  équations  est  tel  que  toute  solution  du  système 
U'  =  o    D'  =  o    satisfait   à   U  =  o.   Donc,  en    d'autres 
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termes,  le  système  des  équations  se  réduit  à  deux  d'où  Ton 
peut  tirer  y  et  js  en  fonctions  linéaires  de  x. 
Gela  posé,  formons  les  deux  déterminants 


a 

U 

c 

a' 

U' 

C 

a' 

U' 

c 

a 

h 

U 

1 
a 

V 

U' 

a 

b" 

U' 

quelles  que  soient  les  valeurs  des  inconnues  x^  j/,  Zy  ces 
déterminants  se  réduisent  respectivement  à 

N'  N" 

puisque  D  =  o.  D*ailleurs,  pour  les  valeurs  des  inconnues 
qui  rendent  U'  :=  o  U  '  =  o,  nous  savons  que  U  =  o, 
d'après  ce  qui  précède.  Donc  ces  déterminants  ont  alors 
chacun  une  colonne  nulle,  donc  ils  sont  nuls  ;  donc 

N'  =  o  N"  =  o  ; 

c.  q.  f.  d. 
Le  théorème  s'étend  sans  peine,  avec  la  même  démons- 
tration ,   à  un   nombre  quelconque   d'équations    à    autant 
d'inconnues.  Soit,  par  exemple,  quatre  équations  à  quatre 
inconnues  : 

U  =  o,  U'  =  o,  U"  ==  o,  U"'  =  o, 
de  la  forme  <ix  -}-  by  -^  cz  -{-  dl  -\-  k  =  o.  Soit  D  le  détermi- 
nant des  seize  coefficients  a,  6,  c,  d,  a,  6',  etc.,  et  N,  N', 
N",  N"  les  déterminants  qu'on  déduit  de  D  en  remplaçant 
successivement  les  coefficients  d'une  inconnue  par  le  terme 
tout  connu  k.  Admettons  que 

D  =  o,        N  =  o, 
il  faut  démontrer  qu'on  a  aussi  N'  =  N"  =  N'"  ==  o. 

l^*  Si  tous  les  déterminants  mineurs  de  D  sont  nuls,  le 
théorème  est  évident. 

2<>  Si  tous  les  déterminants  mineurs  de  D  ne  sont  pas  nuls, 

b'   c    d 
soit  8  =      b"  d'  d" 

b"  c'  r 

S  étant  toujours  un  des  mineurs  de  D  qui  entrent  dans  N. 
par  exemple. 

Formons  le  déterminant  : 


^o, 


Il  se  réduit  à 


—  414  — 

V    b   c   d 
U'  6'  c   d' 
U"  b"  d'  d" 
U'  b'  c'  d" 


N  = 


A'     6*     c      d 
k'     6'     c      d" 


=  o, 


k'  b"  c-  d'  . 
quelles  que  soient  les  valeurs  x,  y,  z,  t.  Mais  pour  les  valeurs 
de  Xj  y,  j5,  /,  qui  satisfont  aux  trois  équations  U'  =  o  U'  =o 
U'  =  o  (et  il  y  en  a  une  infinité  puisque,  8  étant  différent 
de  zéro,  on  peut  tirer  y,  z,  t  en  ce),  ce  même  déterminant  de- 
vient 


U 
o 
o 


V 
6' 


d' 
d' 


ou  U8; 


o       b'     c"     d' 

donc  US  =  o,  donc  U  =  o.  Donc  toutes  les  valeurs  des  in- 
connues qui  satisfont  aux  trois  équations  U'  =  o,     U'  =  o 
U'  =:  o  satisfont  aussi  à  Téquation  U  =  o.  Donc  le  système 
se  réduit  aux  équations  U'  =  o,    U'  =  o,   U'  =  o  qui  four- 
nissent y,  z,  t  en  fonctions  linéaires  de  x. 
Cela  posé,  formons  les  déterminants  : 


a   JJ   c   d 

d  U'  c  d 
d  U'  c'  d 
a"  U'  c   d' 


a  b  V  d 
d  b'  U'  d 
d  b"  U'  d 


a  b  c  \J 
d  b'  c  U' 
d  b"  c'  D" 
a'  b'^  c'  U- 


a"  b'  V  d" 

Ces  déterminants  se  réduisent  respectivement,  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  x,  t/,  z,  tj  à 

N'        N"        N*' 
puisque  D  =  o.  D'ailleurs  ces  mêmes  déterminants  prennent 
une  colonne  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  a?,  y,  jï,  t  qui 
satisfont  aux  équations  U'  =  o,  U''  =  o,  U''  =  o,  puisqu'alors 
U  =  0.  Donc  enfin  ; 

N'  =  N"  =  N-^=o;  c.  q.  f.  d. 

Les  démonstrations  que  nous  venons  de  donner  nous 
paraissent  simples  et  plus  directes  peut-être  que  celle  de 
M.  Boquel  (p,  213  du  Journal).  On  voit  qu'elles  résultent  du 
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mode  ingénieux  de  discussion  que  M,  Rouché  a  indiqué 
pour  la  discussion  d'un  système  de  n  équations  à  n  incon- 
nues . 
(V.   mon    Traité   d'Algèbre   élémentaire.  Delagrave,  1880, 

p.  222.) 


CONCOURS  D'AGREGATION  1879 

Solution  par  M.  Henry,  professeur  au  Lycée  d'Angers. 


On  donne  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  point  A.  On 
considère  un  parabolo'ide  circonscrit  à  V hyperboloïde  et  tel  que 
le  plan  V  de  la  courbe  de  contact  passe  par  le  point  A.  Soit  M 
le  point  d'intersection  de  ce  parabolo'ide  avec  celui  de  ses  dior- 
mètres  qui  passe  par  le  point  A;  soit  Q  le  point  de  rencontre  du 
plan  P  avec  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  pôle  du  plan  P, 
par  rapport  à  V hyperboloïde. 

Le  plan  P  tournant  autour  du  point  A,  on  demande  : 

1**  Le  lieu  du  point  M  ; 

2*>  Le  lieu  du  point  Q  ;  ce  second  lieu  est  une  surface  du  second 
degré  S  que  Von  discutera  en  faisant  varier  la  position  du  point 
A  dans  V espace; 

Z^  Le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  A  pour  que 
la  surface  S  soit  de  révolution. 

Première  partie.  —  Rapportons  Thyperboloïde  à  ses  plans 
principaux,  et  soient  a?o,  j/o>  ^o  l^s  coordonnées  du  point  A, 
^i»  Vu  ^4  celles  du  pôle  du  plan  P  par  rapport  à  Thyperbo- 
loïde.  L'équation  de  Thyperboloïde  sera 

celle  du  plan  P 

^-^ :t--  ^  =  o. 


a*       '       6*  c' 

Le  plan  P  passant  par  le  point  A  (x^^  !/oi  ^0)»  on  aura  la 
relation  de  condition 


a' 
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et  l'équation  du  plan  P  pourra  s'écrire 

(x  —  Xo)xi     .      (y  —  j/o)!/i  (g  -  g,)s, 

7- + P ?         -  °- 

L'équation  générale  des  surfaces  circonscrites  à  l'hyper- 
boloïde  donné  le  long  de  son  intersection  avec  le  plan  P  est 

{x  —  .To)a?i     ,     (y  —  yo^yi  («  —   «o)-i  'p 


+  \ -. + p ^5 J    -û. 

Pour  que  cette  équation  représente  un  paraboloïde,  nous 
allons  déterminer  X  de  telle  sorte  que  le  diamètre  conjugué 
du  plan  P,  qui  passe  par  le  pôle  (x^^  j/i,  %^  de  ce  plan, 
coupe  la  surface  en  un  point  rejeté  à  rinfini.  Or  ce  diamètre, 
étant  aussi  diamètre  de  Thyperboloïde,  passe  par  l'origine, 
qui  est  le  centre  de  Thyperboloïde,   et   a  par  suite  pour 

équations  —  =  —  =  — . 

^  ,     X        y         ^ 

Or,  en  posant    —  =  -^  =  —  =  p, 

i^i  2/1         ^1 

réquation  qui  donne  les  pdu  point  de.  rencontre  de  la  surface 

et  de  son  diamètre  est  : 

/  X,'  ?/,»  z,^\  ff  x,^  y,«  z,'  \ 

Le  coefficient  du  terme  en  p*  doit  être  nul.  Or,  il  a  pour 
valeur 

a*     "^     b^  (•*    "^     L  a«     "^     6»  c«  J 

Xt^  1/  *  JS  * 

et  —5 f-  -^^ ^  n'est  pas  nui;  car,  dans  l'équation 

précédente,  les  deux  valeurs  de  p  seraient  infinies.  Donc  on  a 

~~"^i'     I     2/1*  V' 

L'équation  des  paraboloïdes  considérés  est  donc 
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J^    i    X-  —  ^_t î r  (g;— a!.)a;, 

+ 6i 3Ï J-o-  W 

Le  diamètre  passant  par  le  point  A  (cco,  j/o»  ^o)  a  pour 

équations       ^  "  ^Q    =   V^HJl  =  ±llll^  (2) 

^1  2/1  î/i 

Le  lieu  du  point  M  s'obtiendra  par  Télimination  des  rapports  . 

ce        V 
*      ^  entre  les  équations  (1)  et  (2),  élimination  qui  se 


fera  en  remplaçant  dans  Téquation  (1),  homogène  par  rapport 
aux  quantités  a?j,  j/i,  5Ji,  ces  quantités  par  les  quantités 
proportionnelles  (ce  —  Xq),  (y  —  ijo),  5  —  z^).  On  a  ainsi 
pour  équation  du  premier  lieu  demandé 

^'    ,2/*         ^'        .      r{x  —  x,Y     ,     (y  —  y^Y 


^  4-  il  _  ^  _  I  _  r(^  —  ^o)'    , 

oa  bien  en  simplifiant 

Le  lieu  du  point  M  est  donc  un  plan  parallèle  au  plan 
polaire  du  point  donné  par  rapport  à  Thyperboloïde. 

Deuxième  partie.  —  Les  coordonnées   d'un  point  M  sont 
déterminées  par  les  trois  équations 


\  o»  ^  ô«       c»  ;    \  o»  ^  6»       c*  )  '  ^  ' 

et  ^1=3.  =  y-yo  =  ^-^',         (2) 

et  les  coordonnées  X,  T,  Z  du  point  Q  sont  déterminées  par 

les  trois  équations 

X-a^    _    Y-y    ^    Z-^ 
ce  —  cci  j/  —  y\  ;5  —  j»i 

-^  +  I^  -  ^  -  I  =  o.     ..      (8) 

Le  lieu  demandé  s'obtiendra  en  éliminantcc,  j/,  s,cCi,î/i,  3j, 

JOURNAL  DE  MATH .  1880.  27 
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entre  les  équations  (i),  (3),  (4),  (8),  et  l'équation  de  condition 
^•ÎL  +  Jp-  _  J2fl_  _  I  =  o.  (6) 


à 
Pour  faire  cette  élimination,  posons 

X  —  Xç^  y  —  yo     _    g  —  ^0 

—  =  p 


x^  î/l  ^1 

X  —  gg    __     Y  —  y     _    Z  —  z^    _ 

a?  —  (El    ~     y  —  Vi     ""     3  —  j5i     ~  ^" 
On  tire  de  là 

a;  =  aCo  +  px^  X  —  a?  =  (x(a5  —  Xi) 

y  —  Vo  +  m  Y  —  y  =  fx(y  —  Vi) 

J3    =   JSq     +    P^l  ^    2    =    [^(Z    5)' 

Portant  dans  les  trois  dernières  les  valeurs   de  a?,   y,   js 
tirées  des  trois  premières,  on  a  : 

X  —  Xq  —  p^i  ^  fJUEo    +  p'AX^  —  [xOîi 


d'oîi 

X  —  agp  —  [xa^o  _    Y  —  yo  —  f^yo 

ûCi  = -r Vi  = t: 

pî^  —  K-  +  p  Pî*  —  t*  +  p 

Si  maintenant  dans  l'équation  (3)  on  remplace  x,   y,   ::;, 
par  leurs  valeurs  x^  -|-  pXiy    y^  -\-  pj/i,    Zq  +  p;;t>  oi^  ^ 

f  (^0  +  pa^i)^o    ,    (yo  +  pyi)yo  _  (^o  +  p^i)go  i 


f  ^  0-  i_  y'o       ^*o  \      , ^ 


ou  bien 

a«     ^     6«  c»  ^  "'A    a*     ^6*  c*    / 

=  o. 

D*oii  Ton  tire,  en  tenant  compte   de   Téquation   de  con- 
dition (6)  : 

^  ^ I  r^%    ,    y% £(L  _  ,1 

^  2  L  a»    "^    6«  c^  J 

Posons  maintenant  les  valeurs  de  a?i,  y^,  j:?|,  dans  l'équa- 
tion (6).  Il  viendra: 
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^f  (X  -  X,  -  uo^o)  +  -f^(Y  -  î/o  -  Wo) 

-^{Z  —  Zo  —    [UZoJ  —  p(x  +  {A  —  p  =  O. 

ou  bien 

^x  -  -.)  +  ^(v  -  y.)  -  ^(z  -  ..) 

-  V-{-^  +  -gï ^j  -  pf.  +  ^  -  p  =  o. 

Ou  bien,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur, 

^\  a*     '^    b*  cW  "*"   2  \  o»   "^    6»  c«  / 


Ou  enfin  : 


+(4-+^-^-0 

-  ^"^  +  T« ^  -  1  j  =  o      (/) 

Retranchons  maintenant  les  équations  (5)  et  (6)  membre  à 
membre,  et  remplaçons  dans  le  résultat  Xj,  ?/|,  z^  par  leurs 

valeurs...  0.,=  ^-^--^-, 

Pî^  —  f^  +  P 

Il  viendra  : 

^-^  {X-x,  -  (xxo)  +  ^^?^:^  (Y  -  t/o  -  fxyo)  - 


a 
Z  — z 


^r-^  (Z  —  i?o  —  j^^o)  =  0  ; 

ou  bien 
{X—XqV        (Y  — yo)V        (Z-gp)'  r  (X  -  x,)x, 

a«         "^  6*  c*  ^L  a« 

,    (Y  —  yo)yo          (Z  —  Zo)z,  1  _ 
+ fti ^i ^J  -  o-  («) 


/x» 
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On  aura  la  surface  S  en  éliminant  fx  entre  les  équations 
(7)  et  (8),  ce  qui  donne 
!^o    ,     y\         z\  \/(K^x,y     (Y-y,y      (Z— 5,)*\ 

a*   "^    6*  c«  A       a*      "^       b*  c*      / 

_     r  (X  —  x^)x^  (Y  —  yo)yo    _    (Z  —  So)z^  y 

L  a*  "^  6«  c*  J 

/a^'o     ,   J\_  _  J\^  _  \  r  (X  —  ago)g?o         (Y  —  .v^)y> 

\  o*    "^    6*  c*  /L  a«  "^  c« 

_JZ-^^i       ^ 

c*         J 
Ou  bien,  en  transportant  l'origine  au  point  (x„,  y,,  s^)  : 

T  Xaco         Yyo         Zz»  n'  _  /  œ%^   i  J^  _  £± \ 

"L   a«    "*"    6«  c«  J        \  a*    "•"    6«  c»  / 

V  rXxp         Y.v„         Zz,  T  _ 

Si  le  point  A  est  donné  sur  Thyperboloïde,  le  lieu  demandé 

se  réduit  à  deux  plans  confondus  avec  le  plan  — ^  -j ^ 

^  a}  c^ 

^  =  G.  Sinon,  le  cône  asymptote  de  la  surface  a  pour 

équation 

Va*  ^  6*        c»  /Va"  ^6'  s'/  \  a*    ^ 

Yi/o        Z3,Y 

C*est  un  cône  langent  au  cône  asymptote  de  Thyperboloïde 
donné  le  long  de  ses  génératrices  d'intersection  aveo 

-1 — i^ —  =  G,  intérieur  à  ce  cône  asymptote  si   le 

point  A  (a?o,  t/o,  z^)  est  intérieur  à  Fhyperboloïde  donné  ;  exté- 
rieur dans  le  cas  contraire.  Ce  cône  est  évidemment  toujours 
réel.  Il  ne  se  réduit  pas  à  deux  plans.  En  effet,  si  on  le 
coupe  par  le  plan  Z  =  c,  l'intersection  se  projette  sur  le 
plan  des  xy  suivant  la  courbe 
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^-^)'=o.  (9, 

Les  équations  du  centre  sont 

(10) 

Multipliant  la  première  par  t/o»  l^^  seconde  par  cCo  et  retran- 
chant membre  à  membre,  on  en  tire 

j/oX  —  xj:  =  o. 

D'oîi  Y  =  -^2 — .  Portant  cette  valeur  de  T  dans  la  pre- 

mière  des  équations  (10),  on  a 


ac 


o»    ^     6»    ^     c«     ^ 

2yo2o 


.,      Y  bc 

et  par  suite  — j—  = 


Substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  le  premier  membre 
de  Péquatlon  (9),  il  vient,  en  multipliant  par 

(J^±-  j-    y*"    _L    ^'o    _i_  ,  \  • 
/  x\  y\  z\  \  r  25%  /  x\  y\  \ 

"    c»  L  o»    ■*"    6»          c'  J 

Or  en  divisant  par  — -  +  -^r^ 2 i  qui  n*est  pas  nul 
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C'est-à-dire    _  f -^  +  Jl ^"^V 

Cette  quantité  n'est  pas  nulle.  L'équation  (9)  n'est  pas 
satisfaite  par  les  coordonnées  du  centre.  Donc  la  courbe 
qu'elle  représente  ne  se  réduit  pas  à  deux  droites. 

Le  cône  asymptote  ne  se  réduisant  jamais  à  deux  plans, 
la  surface  S  est  l'un  des  deux  hyperboloïdes  ou  un  cône. 
Le  plan  tangent  à  l'origine  le  coupe  suivant  deux  droites 
représentées  par  les  deux  équations 

JLj.JL        ^*    —        Xxg    ,    Yy^        Zgp  _ 
a»    "*"    6«   ~   c«    ~°    ^1^^    6«  6^-    "■  ^' 

De  la  seconde  on  tire 

c    ■"   jz-o   V   a*      "^      b*    )' 
Portant  dans  la  première  et  réduisant,  il  vient  : 
X'   /z\  x\\        Y»   /%\         y\\       2lXx,y^  ^ 

0}   \c''  a^  )~^    b*    \  c*  6*  /        ab     ab 

Du  signe  de  la  quantité 

^\y\  _(£^_  ^\  /A  _  y\\ 

dépend  la  réalité  des  droites  d'intersection  de  la  surface  et 
de  son  plan  langent. 
Si  l'on  développe  la  parenthèse  et  que,  après  réductions, 

on  divise  par  -^^  qui  est  positif,  cette  quantité  devient 

oc\    ,    y\       g% 

a«     "*"     6*  6*   • 

Si  le  point  A  est  intérieur  au  cône  asymptote  de  l'hyper- 
boloïde  donné,  cette  quantité  est  négative.  Les  deux  droites 
sont  imaginaires  :  S  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

Si  au  contraire  le  point  A  est  extérieur  au  cône  asymptote 
de  rhy perboloïde,  cette  quantité  est  positive,  les  deux  droites 
sont  réelles  et  distinctes,  et  la  surface  est  un  hyperboloïde 
à  une  nappe.  Si  A  est  sur  le  cône,  la  surface  S  est  un  cône, 
son  intersection  avec  le  plan  tangent  se  composant  de  deux 


0. 
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droites  confondues.  Si  le  point  A  est  dans  le  plan  des  xy, 
c*estrà-dire  si  z^  est  nul,  la  surface  est  encore  un  hyperbo- 
loïde  a  deux  nappes.  Car  les  deux  droites  d'intersection  du 
cône 

-—  +  — j -.  =  0       et  du  plan  — -^  -\ ^  =  o 

sont  évidemment  réelles. 

Résumé  de  la  discussion  : 
A  est  intérieur  au  cône  asymptote  de  Thyperboloïde  donné. 

S  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 
A  est  sur  ce  cône  asymptote. 

S  est  un  cône. 
A  est  extérieur  à  ce  cône  asymptote. 

S  est  un  byperboloïde  à  une  nappe. 
A  est  sur  l'hyperboloïde  donné. 

S  se  compose  de  deux  plans  confondus. 
Troisième  partie.  —  Conditions  de  révolution.  L'équation 
de  la  surface  S  développée  est 

X^  r  y\         z\        x\        1      Y'rx\       i/«o      z\        -\ 
"ÔM-  6«  c*  a«  ""  J"^  6*L  a«         b^        c«        'J 

z*^  r  o^\   I  ^  .  £i^  _  il  4-  ^yo^o    ^^ 

c«    L  a*     "^    6*    "*"     c«  J  "^       bc        bc 

+    ^XqZq     jL/a              ^o2/o     XY      , 
2   r j y    ...    =0. 
ao        ac               ab       ab 

Supposons  d'abord  qu'aucun  rectangle  n'ait  un  coefficient 

nul.  On  devra  avoir: 

try'o     A     x\      1  ,  ^'._.  I  ra?%     y\      g%"]  .  tf 

â*L  fc*        c«         a*         J"^  a*        6«L a»         6»        c*  J  "^  6* 


=  _  A  r  ^'o     1    .^   I    J!o.  _  ,1  .   Jl 

c*  L  a*     "^     6»     "^     c*  J  "'^    ^* 


Ou  bien  : 


I  r  y'o  _  jj.  _  ,1  ==  JL  r^'o  _  .i!o^  _  .T 

a«   16*  c»  J  6*    L  a«  c*  J 

c*    L   a«     ^     6«  J 

Ou  enfin,  en  égalant  successivement  les  deux  premières 
quantités  à  la  troisième  : 
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à'c*  ^  \  a*  ^  c V  fr«  a^c*        \  o*  ^   cV 

Le  lieu  demandé  est  Tintersection  des  deux  hyperboloïdes 
à  une  nappe  représentés  par  les  deux  équations  précédentes. 
Leur  intersection  se  projette  sur  le  plan  des  xy  suivant  la 
courbe  ayant  pour  équation 

j«%_r_i i i_'i  .  y%  r  I     ,     i ii 


— -4 =  o 

laquelle  ne  se  réduit  pas  à  deux  droites,  à  moins  que  l'hy- 
perboloïde  donné  ne  soit  de  révolution.  Le  lieu  est  donc  en 
général  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  qui  se  décom- 
pose en  deux  hyperboles  égales  et  également  inclinées  sur  les 
plans  ZoCC,  Zot/,  quand  l'hyperboloïde  donné  est  de  révolution. 
Admettons  maintenant  que  le  coefficient  de  l'un  des 
termes  rectangles  soit  nul.  Supposons  par  exemple  œ^^  =  o. 
Le  point  A  est  dans  Tun  des  plans  principaux  de  l'hyper- 
boloïde donné.  Deux  rectangles  sont  alors  nuls,  et  l'on  doit 
avoir  : 


6«      V  t*  c*    "^     y  a»   V  6*  c«  I) 

.A       i  (y\    I    ^'o       \      ^  (y\       ^\       \) 

^  I  C«    \  6*     "^     0*  V  d'    \  b*  t;«  J) 


fil  f«ï 

^^^°    =0. 


Ce  lieu  est  facile  à  discuter.  Dans  le  cas  oh  Thyperboloïde 
donné  serait  de  révolution,  c'est-à-dire  si  a  =  6,  ce  lieu  se 
décompose  en  deux  droites  confondues  avec  oz  et  une  courbe 
du  second  degré. 

La  condition  t/o  ==  o  donnerait  un  résultat  analogue. 

Supposons  maintenant  j^o  =  o.  On  devra  avoir  en  outre  : 

a»  V  6«  a«  J  "^    a   \  a'     '^    6»  7) 
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Cette  équation  se  discuterait  facilement  aussi.  Elle  ne 
donne  pas  deux  droites  et  une  courbe  du  second  degré, 
comme  les  deux  précédentes,  quand  Thyperboloïde  est  de 
révolution. 


THÉORÈME  CONCERNANT  UNE  COURBE  ALGÉBRIQUE 

Par  M.  KoBiiii^j  élëye  de  l'Ecole  normale  supérieure. 


Soient  2p  points  Â^  ,  A{  ...  k^p  dans  un  plan  et  A  leur 
centre  de  gravité. 

Désignons  par  A  une  droite  telle  que  le  produit  des  distances 
des  2,p  points  à  cette  droite  soit  constant. 

Cette  condition  imposée  à  la  droite  à  fait  qu'elle  enveloppe 
une  certaine  courbe  S,  c'est-à-dire  qu'elle  est  constamment 
tangente  à  cette  courbe. 

Prenons  des  axes  rectangulaires  quelconques,  et  soit 
y  =  mx  +  n  l'équation  de  la  droite  A  ;  soient  aussi  {x^^  j/i), 
(^«>  y-i)  •••  (^2p>  !/2p)  les  coordonnées  des  points  Aj,  A2 . . .  Ajp  ; 
la  distance   du  point  A^   à  la  droite  A  est  représentée  par 

la  quantité  -^^-i — ,  , 

+  \  I  +  lïi' 

de  sorte  qu'en   faisant  le  produit  des   2p  expressions  qui 

représentent   les   distances   des   2p  points  à  la  droite  A,  et 

désignant  par  G  une  constante,  nous  aurons  la  condition  : 

(y^  —  mxy  —  n)  (y^  —  nur^  —n)  ...  (yap  —  wxjp  —  n)  __ 

(  I  +  in'')P  ^    ' 

Si  nous  nous  donnons  la  quantité  n  (ce  qui  revient  à 
chercher  les  tangentes  à  la  courbe  S  qui  passent  par  un 
point  B  de  l'axe  oj/),  nous  avons  une  équation  du  degré  2p 
pour  déterminer  la  direction  des  tangentes.  Comme  les  axes 
sont  quelconques,  le  point  B  est  quelconque^  ce  qui  montre 
que  par  un  point  du  plan  on  peut   toujours   mener  à  la 
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courbe  S,  2p  tangentes.  On  dira  donc  que  la  courbe  S  est 
de  la  classe  2p.  Au  contraire  nous  donner  m,  c'est  chercher 
les  tangentes  à  la  courbe  S  parallèles  à  la  droite  y  =  mx, 
or  ces  tangentes  sont  complètement  déterminées  par  l'or- 
donnée à  l'origine n,  et  Téquation  est  du  degré  2p  enn:  ee 
qui  montre  que  Ton  peut  mener  2p  tangentes  à  la  courbe  S 
parallèlement  à  une  direction  donnée. 

En  rapprochant  ce  résultat  du  précédent,  on  pourrait  faci- 
lement prévoir  que  la  courbe  S  n'admet  jamais  de  branche 
parabolique.  Mais,  sans  insister  sur  ce  point,  j'arrive  au 
théorème  qui  fait  l'objet  de  cette  note: 

Considérons  les  tangentes  parallèles  à  l'axe  ox;  la  direction 
de  cet  axe  étant  quelconque,  je  le  répète,  par  rapport  à  la 
courbe  S,  nous  ferons  m  =  o  dans  l'équation  (1)  pour  obtenir 
les  valeurs  des  ordonnées  à  l'origine  de  ces  tangentes  :  nous 
trouvons  ainsi  l'équation  de  degré  2p 

(1/1  —  ^)(y%  —  n) . . .  (j/2p  —  n)  =  C  (2) 

Appelons  n^,  n,  . . .  n^p  les  racines  de  cette  équation,  les 
2p  tangentes  parallèles  à  ox  auront  pour  équation  y  —  n^  =0, 
y  —  rij  =  G  .  .  .  ,  y  —  rizp  =  o.  Gela  posé,  étant  données 
2p  droites  A^,  A^,  ^2p  parallèles,  on  sait  que  si  on  mène  une 
sécante  quelconque  D  les  coupant  aux  points  P^,  P^  . . .  P*^, 
le  centre  de  gravité  P  de  ces  2p  points  se  meut,  lorsque  D 
varie  arbitrairement,  sur  une  droite  A'  parallèle  aux  droites 
Al,  A2,  .  .  .  Aap.  Cette  droite  A'  aura  ici  pour  équation 

^1  +  ^lî  +  •  •  •  +  "îp 

y ! 1 ! i-  =  o  ; 

mais  la  somme  des  racines  de  l'équation  (2)  est  visiblement 

(2/1  +  j/a  .  .  .  +  yip)  ; 

l'équation  de  la  droite  A'  s'écrit  donc  : 

,,      yi  +  y»  +  •  '  •  +  !/2P  _- 

•^  2p 

Ceci  montre  qu'elle  passe  par  le  centre  de  gravité  A  des 
points  Al  . . .  Agp  . 

De  là  ce  théorème  : 

Toutes  les  tangentes  à  la  courbe  S  parallèles  à  une  direction 
déterminent  sur  une  sécante  quelconque  menée  par  le  point  fiœe 
A,  2p  points  dont  le  point  A  est  précisément  le  centre  de  gravité. 
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On  démontre  du  reste  que  toutes  les  tangentes  à  une  courbe 
parallèles  à  une  direction  touchent  la  courbe  en  des  points 
dont  le  centre  de  gravité  G  est  fixe.  Il  est  bien  évident  que 
ce  centre  de  gravité  doit  se  trouver  sur  la  droite  A',  laquelle 
passe  aussi  par  le  point  fixe  A  ;  or  deux  points  déterminent 
une  droite  et  la  droite  A'  peut  avoir  une  direction  quelconque  ; 
les  points  A  et  G  coïncident  donc.  De  là  le  théorème  auquel 
je  voulais  arriver  : 

Ayant  mené  à  la  courbe  S  les  2p  tangentes  pa7*allèles  à  une 
direction  arbitraire,  le  centime  de  gravité  des  3p  points  de  contact 
est  le  même  que  celui  des  points  fixes  A^,  A^  . . .  A^p  . 

Ajoutons  que  les  points  A|,  A,  ...  A^p  jouent  dans  la 
courbe  S  un  rôle  analogue  aux  foyers  dans  les  coniques  :  et 
de  fait  dans  lé  cas  de  p  =  i ,  on  a  pour  la  courbe  S  une 
conique  dont  A^  et  A,  sont  les  foyers  réels,  et  chacun  sait 
que  le  centre  de  la  conique  est  tout  à  la  fois  centre  de  gra- 
vité des  points  A^  et  Aj,  et  centre  de  gravité  des  points  de 
contact  de  deux  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée. 


DEMONSTRATION  ELEMENTAIRE 
d'une  formule  d'abel 

Par  M.  Arnaad,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Nice. 


La  formule  qu'il  s'agit  de  démontrer  est  la  suivante  : 
(1)      {x  +  a)»"  =  x'^-\ a  (ce  +  6)»»  -  1 

.     m  (m  —  i)       ,  ,N  /      1      ,v  . 

H ^^ —  a(a  —  2b)  (x  +  26)'»  -  2  +  . . . 

,     m  (w  —  i)  . . .  (w  —  n  +  i)      ,  . .  .     .     ... 

H ^ i^ î — ^--aia  —  nb)''-'  ^(a5  +  n6)  +  ... 

-^-mala—  (m—  i)by^  r  2  [a:  -f-  (m  —  6)6]  -{-a (a  —  mby^  -  ^ 
'Celle  formule  est  facile  à  vérifier  pour  les  premières 
valeurs  de  m,  i,  2,  3,. . .  Pour  en  démontrer  la  généralité, 
il  suffit  de  prouver  que  si  elle  est  vraie  pour  la  valeur  m  de 
l'exposant,  elle  est  aussi  vraie  pour  la  valeur  w  -|-  1). 
Écrivons  donc  : 
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fK  4-  I 

(2)         (ic  +  0)»^  +  <  =  (r«  +  ^  H -2- —  a  (x  +  b)^ 

{m+  i)m    o  (a  -  26)  (X  +  26'^  -i  +  . . . 
1.2 
,    (m+i)m...(m — n  +  2)      ,  ,,         ^     .     .. 

I      •     ^     •  ■  ■     72' 

+  (m  -f-  i)  a  [a  —  m6]"*  -  <  (x  +  mb)  4-  a  [a  —  (w  -|-  0  6]~ 
Prenons  les  dérivées  des  deux  membres,  il  yient 

(m+  i){x  +  0)"*=  («i  +  i)^"*  H ^ — ' —  «(^  +  &)"•  ~  ^ 

,     (m  +  i)m(m — i)     ,  .x  /     1     .x 

I  ■  2 
(m+ i)m  ...  (m  — n+ 1)     ,  .x       w     .     ,v 

I       •       2     .   •    •      fi 

+  ...  +  (m  +  i)  a  (a  —  m6)"»  -  ^ 

Si  l'on  met  en  évidence  le  facteur  (m  {-  1),  on  voit  que  Je 
second  membre  n'est,  d'après  l'hypothëse  de  rexactilude 
pour  la  valeur  m  de  l'exposant,  autre  chose  que  (î»  -|-  i) 

(x  +  0)"^ . 

Les  deux  membres  de  l'égalité  (2)  ayant  même  dérivée  ne 
peuvent  différer  que  par  une  constante  C. 

Donc  (3)  {x  +  a)'"  +  <  =  ce»  +  <  -f  (w  +  1)  a(x  +  6)" 

4-  -^^ — -^-— ^ —  a(a  —  26)  (x  +  26)»»  -  ^ 

-f-  . . .  +  (^  +  1  )  û  (a  —  ^bY'  ""  ^  (x  +  wb) 
-|-a[a—  (m  +  1)6]"»  +  C. 

Il  faut  montrer  que  cette   quantité  constante  G  est  nulle. 

Or  la  formule  (3)  étant  vraie,  quel  que  soit  en,  est  vraie 
pour  x  =  —  (wi  +  1)6.  Alors  les  équations  (1)  et  3  deviennent 

Fa  _  (m  +  i)  ôV  =  (—  \Y  \{^^  +  0"*  ^'"  —  ^--  ûfr'^  -  ^ 


H (m  —  i)'»  -  <  a  (a  —  26)  6"»  -  2 

1.2 


m  (m  —  i) 


(w  —  2)»»  -  2  a  (a  —  36)*  ftm  -  s  ^  .  _  1. 

[a  — (l^+   l)  6]^^  +  *  =(—  l)"»  +  <[(w  -)-  i)m+<  Jm-< 
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_  *"  +  '  mm  a6m+^"*         "*  {m—  i)"»  -  <o(o  —  26)  6™  +  < 

I  I  •  2 

...  +  (w  +  i)a(a  —  m6)">  -  ^  6  +  a  [a  —  (m  +  i)6],«  +  C 
multiplions  la  première  équation  par  (m  -j-  i)  6  et  ajoutons 
le  résultat  à  la  deuxième;  comme  ( —  i)"»  et( —  i)«  +  «  sont 
de  signes  différents,  tous  les  termes  des  deuxièmes  membres 

se  détruisent,  sauf  a  (a  —  (»n  +  i)  b)"»  et  C;  il  Tient  donc 

(m  +  i)  6  [a  —  (m  +  i)  6]"»  +  [a  —  (m  +  i)  6]»»  +  < 

=  a  [a  —  {m-\-  i)  6]"»  +  G  ; 

d'oîi  a[a  —  (m  -f-  i)  6]»»  =  a  (a  —  (w  +  i)  6)"»  +  C; 
ou  bien  C  =  o. 

Donc  la  formule  est  générale. 

Si  dans  cette   formule  on  fait  6  =  o,  on  retombe  sur  la 
formule  du  binôme. 


r         f 


VARIETES 


UNIVERSITÉ  DE  TOKIO  (JAPON) 

Les  lecteurs  du  Journal  de  mathématiques  ne  liront  pas  sans  intérêt  les 
questions  d'examen  et  les  sujets  de  composition  proposés  aui  étudiants  de 
l'Université  de  Tokio.  Les  renseignements  suivants  ont  été  pris  dans  l'Annuaire 
de  cette  Université  pour  l'année  classique  2539-40  (187U-B0). 

L'Université  de  Tokio  se  divise  en  trois  départements:  celui  du  droit, 
celui  des  sciences,  celui  de  la  littérature. 

Le  département  des  sciences  renferme  14  professeurs  : 
Robert- William  Atkinson,  Chimie  analytique  et  appliquée; 
Gustave-Félix  Berson,  agrégé  des  sciences  physiques,  Physique  et  mécanique; 
Frank  Jewbtt,  Chimie  générale  et  analytique  ; 
Winûeld  Chaplin,  Science  de  Vingénieur  civil  ; 
Dairoku    Kikuchi,    Mathématiques  pures  et  appliquées; 
RiOKiCHi    Yatabb,  Botanique; 
CuRT  Nrtto,  Mines  et  métallurgie; 
Alexandre  Dtbowski,  agrégé  des  sciences  physique-i,    Physique,  mécanique, 

mathématiques; 
James-Alfred  Ewing,  Mécanique  appliquée; 
Thomas  Menobnhald,  Physique  ecq[térimentale  ; 
IwAwo  Imai,  Métallurgie; 
Kenjiro  Yaxagawa,   Physique; 
Charles  Whitman,  Zoologie  et  physiologie  ; 
David  Braums,  Géologiey  minéralogie,  paléontologie; 
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Un  professeur  extraordinaire  : 
Kbisukb  Ito,  Botanique  ; 

Un  lecteur: 
John  Smbdlbt,  Architecture; 

Trois  professeurs  assistants  : 
MoNiTARO  &0GA,  Physiçue; 
GiRO  Yahaoka,  Chimie; 
Atato  Taga,  Machines. 

Le  nombre  des  élèves  qui  fréquentent  les  dÎTers  cours  est  donné   par  le 
tableau  suivant  : 

Chimie 18 

Mathématiques,  physique  et  astronomie 4 

Biologie 4 

Science  de  l'ingénieur âd 

Géologie,  mines 27 

Première  année  de  sciences 43 

Physique  (cours  en  français] ;   .   .   .  9 


Questions  d'examens  données  à  V Université  de  Tokio  (Japon),  pendent 

Vannée  classique  ^SS-ÂO  (4979-4880), 

Calcul  infinitésiinal. 

—  Trouver  les  conditions  pour  qu'une  fonction  d'une  seule  variable  soit 
maxima  ou  minima.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 

u  =  m  sin  (x  —  a)  cos  x. 

—  Déterminer  les  dimensions  du  cylindre  de  moindre  surface  et  de  voluioe 
donné. 

Prouver  que  si  i/^  -f  .t^  —  Saxy  =  o, 

la  fonction  y  est  maxima  lorsque  x=:a\'2  et  minima  quand  x  =  q. 

—  Trouver  la  valeur  maximum  de 

î/  =  a/  -h  ^w»  4-  en, 
l.m.n  étant  liés  par  l'équation 

i^  -h  m'  4-  n*  =  I . 

—  Une  courbe  a  pour  équation  2/»»  =  a"«  —  'j*. 

Trouver  l'équation  de  la  tangente  au  point  (a;,  y),  la  longueur  delà  sous-tangente, 
de  la  sous-normale  et  celle  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sut  la 
tangente. 

—  Donner  une  méthode  pour  trouver  les  asymptotes  à  une  courbe  donnée. 
Trouver  les  asymptotes  rectilignes  de  la  courbe 

î/*  —  œ*  4"  ^^x^y  =  o. 

—  Gomment  trouve-t-on  les  points  doubles  d'une  courbe  et  les  tangentes  aux 
points  doubles.  Distinguer  les  divers  genres  de  points  doubles. 

—  Trouver  les  points  singuliers  de  la  courbe 

£c*  —  7.ay^  —  3a^y  —  20^0;^  -f-  a*  =  o. 

—  Trouver  le  centre  et  le  rayon  de  courbure  pour  un  point  (a?,  y)  de  la  courbe 
y  =  f[x], 

—  Définir  un  point  d'inflexion  et  dire  comment  on  trouve  le  point  d'inflexion 
d'une  courbe  donnée  en  coordonnées  polaires. 
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Composition  en  caloul  intégral. 

—  Trouyer  toates  les  solutions  de  l'équation  différentielle 

a^dy  —  x^ydx  +  j/^dx  —  xy^dy  =  o. 

—  Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

I     </s   ^ i_   ds  __  ^£^ 

~x  ~dx         y    dy  ""  y^ 

—  Étant  donnés  deux  points  fixes  dans  un  plan,  trouver  dans  ce  plan  une 
courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de  ces  deux  points  à  chacune  des  tan- 
gentes à  la  courbe  ait  une  valeur  constante. 

Composition  en  calonl  dlftérentiel. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  suivante 

X 


(X+  1)[X~-2){X'    -f-   l)    •  ^ 

—  Trouver  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  racines  de  l'équation  du 

troisième  degré  a?^  —  3.r  -f  i  =  o- 

—  Trouver  l'équation  différentielle  des  projections  des  lignes  de  courbure 

d'une  surface  sur  le  plan  des  a)y. 

Géométrie  analytique. 

—  Équation  d'une  ligne  droite  passant  par  deux  points.  Coordonnées  du  point 
de  rencontre  de  la  droite  qui  joint  les  points  (a,  o),  (o,  b)  avec  la  droite  qui 
joint  les  points  (6,  o),  (o,  a). 

—  Trouver  l'angle  de  lieux  droites 

Aa?  4-  By  -h  G  =  o  \'x  -}-  B'y  +  C  =  o. 

—  Prouver  que  les  diagonales  d'un  losange  se  coupent  à  angle  droit. 

Trouver  l'aire  d'un  triangle  connaissant  les  sommets  parleurs  coordonnées; 

en  déduire  la  condition  pour  que  trois  points  donnés  soient  en  ligne  droite. 

—  Quelle  est  la  condition  pour  que  l'équation  générale  du  second  degré  repré- 
sente deux  lignes  droites?  Examiner  si  l'équation 

X-  -'5xy  +  ^y'  +  x  +  2y^2  =  o 

remplit  cette  condition. 

—  Trouver  l'équation  du  cercle  rapporté  à  un  système  d'axes  rectangulaires. 

—  Prouver  analytiqucment  que  si  deux  cercles  se  coupent,  la  ligne  des  centres 
est  perpendiculaire  à  la  corde  commune. 

—  Etant  donné  le  cercle  x^  +  y^  =  r^  discuter  la  nature  de  la  ligne  a»?'  +  yy' 
=  r*,  les  coordonnées  x'y'  étant  celles  d'un  point  du  cercle. 

—  Prouver  analytiquement  que  si  par  un  point  extérieur  on  mène  à  un  cercle 
une  tangente  et  une  sécante,  la  tangente  est  moyenne  proportionnelle  entre  la 
sécante  entière  et  sa  partie  extérieure. 

—  Trouver  l'équation  de  la  tangente  et  de  la  normale  à  une  ellipse  au  point 
(x\y). 

—  Prouver  analytiqucment  que  la  tangente  est  également  inclinée  sur  les 

rayons  vecteurs  focaux. 

—  Prouver  que  la  directrice  est  la  polaire  du  foyer  et  aussi  que  toute  corde 
focale  est  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joint  son  pôle  au  foyer. 

—  Prouver  qu'il  y  a  un  rapport  constant  entre  les  dislances  d'un  point  quel- 
conque de  l'ellipse  au  foyer  et  à  la  directrice. 
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—  Trouver  l'équation  d'une  conique  à  centre  en  coordonnées  polaires,  en  pre^ 
nant  le  foyer  comme  pôle.  Les  demi-axes  d'une  ellipse  sont  5  et  3,  trouTer  soa 
équation  polaire. 

—  L'équation  d'une  conique  est 

ax^  4-  2*JT/  +  ^^  +  aflra;  -f  2/V  +  c  =  o. 
Prouver  que  les  deux  lignes  droites 

ax^  +  2hxy  -{-  by^  =  o 
sont  parallèles  aux  asymptotes. 

—  Trouver  les  conditions  pour  que  l'équation  générale  du  second  degré  repré- 
sente une  ellipse,  une  hyperbole,  une  parabole. 

—  Prouver  que  l'équation 

x^         ixy       j/^  ^  IX  _   21/   

a*  ab  b^        '  a  b 

représente  une  parabole  tangente  aux  axes. 

—  L'extrémité  d'un  diamètre  est  (x',y'),  trouver  les  coordonnées  (a?^y']  des 
extrémités  du  diamètre  conjugué. 

—  On  mène  les  normales  à  une  ellipse  par  les  extrémités  de  deux  diamètres 
conjugués.  Prouver  que  le  lieu  des  points  d'intersection  est  la  courbe 

2(a'j;^  +  bYY  =  (a*  —  b^]{a^x'  —  ^Vl*. 

—  Trouver  l'équation  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  comme 
axes. 

—  Prouver  que  le  rectangle  des  distances  focales  d'un  point  est  égal  au  carré 
du  (iemi-diamèlre  conjugué  de  celui  qui  correspond  à  ce  point. 

—  Prouver  que  le  lieu  des  points  d'intersection  de  deux  tangentes  à  une  pa- 
rabole perpendiculaires  l'une  sur  l'autre  est  la  podaire  du  foyer. 

—  Trouver  la  podaire  du  foyer. 

—  Lieu  des  milieux  d'un  système  de  cordes  parallèles  dans  une  parabole. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KGEHLER. 
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PRINCIPES  ÉLÉiMENTAIRES  DE  GÉOMÉTRIE  CINÉMATIQUE 

Par  M.  ■Lanriee  d'Oeair*^ 


Nous  nous  proposons  dans  cet  article  de  présenter  de» 
démonstrations  élémentaires  de  quelques  théorèmes  donnés 
par  M.  Mannheim,  dans  son  cours  de  géométrie  descriptive  de 
l'Ecole  polytechnique. 

Conventions.  —  Nous  emploierons  les  notations  suivantes 
adoptées  par  M.  Mannheim. 

Un  point  sera  représenté  par  une  lettre  minuscule. 

Une  courbe  par  une  majuscule. 

La  trajectoire  d'un  point,  c'est-à-dire  la  courbe  que  décrit 
ce  point  dans  son  déplacement,  sera  représentée  par  la  lettre 
qui  désigne  ce  point  mise  entre  parenthèses  ;  le  point  a  se 
meut  sur  la  courbe  (a). 

Enfin  nous  représenterons  par  i(a)  un  déplacement  infini- 
ment petit  du  point  a  sur  sa  trajectoire  (a). 

Ces  conventions  une  fois  faites,  passons  aux  principes.- 

Principe  I.  —  t/ne  éroite  mobile  se  déplace  dans  un  plan 
en  restant  parallèle  à  une  direction 

fixe  donnée.  Dans  une  de  ses  positions  '^^-^^n^*  t'y^» 
elle  rencontre  en  a  et  b  deux  courbes 

fixes  (a)  et  (b).  Les  tangentes  à  ces  ^^         F 

courbes  respectivement  en  a  et  h  se  cou-  ÏT        ^ 

pent  en  t.  On  a,  pour  un  déplacement  J\\  /n 

infiniment  petit  de  la  droite  mobile,  ^   \  y{  / 1 

d(a)    __  at  y   y 

-dCb)- =  bT  (^»- ^^-  A     ^ 

Considérons  une  position  ab'  de  \ / 

la  droite  mobile,  infiniment  voisine  '<* 

de  ab.  Les  droites  aa'  et  bV  se  cou-  ^•fl'-  '• 

pent  en  Sy  ab  et  aV  étant  parallèles,  on  a 

aa    sa 

'W~1b' 

JOURNAL  DB  MATH.  1880.  29* 
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Cette  relation,  toujours  vraie  à  mesure  que  aV  se  rapproche 
de  aby  a  encore  lieu  à  la  limite  ;  mais,  à  la  limite,  les  cordes 
aa'  et  hV  se  confondent  avec  les  arcs  correspondants:  de 
plus  le  point  s  vient  coïncider  avec  le  point  ^  et  on  a 

d{a)    __    at 

lib)    ""  "TT* 

Prinops  II.  —  Une  droite  mobile  se  déplace  dans  un  plan 
en  enveloppant  une  courbe  donnée  E.  Dans  une  de  ses  positions  y 
eUe  touche  son  enveloppe  en  e  et  rencontre  en  a  et  h  deux  courbes 
fixes  (a)  et  (b).  Les  tangentes  à  ces  courbes  respectivement  en  a 
et  b  se  coupent  en  t.  On  a,  pour  un  déplacement  infiniment  petit 

d(a)    ac  .  at 


de  la  droite  mobUe, 


d(b) 


be  .  bt 


(fig.  9). 


Fig.  «. 

Considérons  une  position  a'b'  de  la  droite  mobile,  infini- 
ment] voisine  de  ab.  Les  droites  aa  et  bb'  se  coupent  en  «, 
ab  et  a!V  en  t.  On  a 

surf.  sa!b'  sV  .  o'6' 


surf,  b'ib 
surf,  sah 

surf,  aid 


bb'  .  ib' 
sa  .  ab 
aa  .  ta 
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Divisant  ces  deux  égalités  membre  à  membre, 

surf,  sa'6'  X  surf,  aia  sb'  .  a'b'  .  aa  .  ia 


Mais 


surf,  b'ib  X  surf,  sab  bb'  .  ib  .  sa  .  ah 

surf,  sab'  sa'  .  sV 

surf,  sab  sa  ,  sb 

surf,  am  ta  .  ta 


surf.  6j6'  ib  .  /6' 

L'égalité  précédente  se  transforme  donc  en  celle-ci  : 
sa   .  sb'  .  ta  .  ta'  sb'  .  a'b'  .  aa    .  ta 


d'où 


sa  .  sb  ^  ib  •  i6'  66'  •  t6'  .  sa  •  <U> 

aa  ai  .  as  •  ab 


bb'  .  6/  .  6^  .  ab' 

A  la  limite,  lorsque  les  points  a  et  b'  viennent  coïncider 
avec  les  points  a  et  6,  les  cordes  aa'  et  66'  se  confondent  avec 
les  arcs  correspondants  ;  de  plus»  les  points  t  et  s  viennent 
respectivement  coïncider  avec  les  points  e  et  /  ;  on  a  douo 

d(a)    ae  .  at 

"5(6)"  ~    be  .  bi  ' 
puisque  a6  =?  a'b' y  à  la  limitet 

Principe  III.  (Transformation  du  théorème  précédent),  — 

Les  mêmes  hypothèses  étant  faites  que  pour  le  principe  II, 

si  la  normale  à  la  courbe  E  au  point  e  coupe  respectivement  en 

oLBt  enp  les  normales  aux  courbes  (a)  et  (b)  aucç  points  a  et  b, 

d(a)  a*    /iî     ai 

On  a,  en  effet,    ae=:  ax  .  sin  acte,  bezs^bf^ ,  sin  bf^i 

_  ae  afx.  ,  sin  acné 

Donc  -T—  —  -Tj- T—rr- 

be  6^  .  sm  6^0 

Mais  les  angles  oae  et  eo/  sont  égaux  comme  ayant  leurs 

câtés  perpendiculaires  ;  de  même  pour  les  angles  bpe  et  ebt. 

ae         an.  ,  sin  $at 


Par  suite 


6e  bp  .  sin  ebt 

sin  eat  bt 


^u,  comme       — : — rr  =  —7-, 

^  9m  ebt        at  ' 

oe        oa  .  6^ 


be         68  .  a/  ' 
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a«  ae  .  at  d(a) 


c'esU-dire  bp   -   be  .  bt    -    d(b)  ' 

Remarque.  —  Ce  qui  vient  d'être  dit  s'applique  au  dépla- 
cement d'une  droite  pivotant  autour  d'un  point  fixe,  en 
remarquant  que  la  normale  à  la  courbe  enveloppe  est  la 
perpendiculaire  à  la  droite  mobile  au  point  où  elle  touche 
son  enveloppe,  c'est-à-dire,  dans  ce  cas,  au  point  fixe. 

DÉPLACEMENT  d'uNE  FIGURE  DE  FORME  VARIABLE  DANS  UN  PLAN 

Les  deux  problèmes  généraux  du  déplacement  d'une  figure 
de  forme  variable  dans  un  plan,  sont  les  suivants  : 

i^  m  points  a^,  a„  ...  am  -  i,  am  sont  astreints  à  se  mouwir 
respectivement  sur  m  courbes  (a^),  (a^),  . . .  (am  -  i),  (am)  données 
dans  un  plan,  m  —  i  des  droites  qui  joignent  chacun  de  ces 
points  au  suivant  doivent  envelopper  des  courbes  E^,  £,, ...,  Em  - 1 
données  dans  ce  plan.  Trouver  Fenveloppe  Em  de  la  m^  de  ces 
droites. 

2**  m  droites  sont  astreintes  à  envelopper  respectivement 
m  courbes  E^^,  E,,  ...  Em  données  dans  un  plan,  m  —  i  des 
points  de  rencontre  de  ces  droites  prises  deux  à  deux  doivent 
décrire  des  courbes  {du),  (a,),  . . .  (am  -  a)  données  dans  ce  plan. 
Trouver  la  trajectoire  (am)  du  m°  de  ces  points. 

Le  premier  de  ces  problèmes  consiste  à  trouver,  pour  une 
position  quelconque  de  la  figure  mobile,  le  point  où  la 
w®  droite  touche  son  enveloppe,  et  le  second  à  trouver  la  tan- 
gente, ou  ce  qui  revient  au  même  la  normale  à  la  courbe 
que  décrit  le  m®  point. 

La  solution  de  ces  deux  problèmes  nous  sera  fournie  par 
la  relation  que  nous  allons  établir  entre  les  divers  éléments 
de  la  figure  mobile. 

Considérons  une  position  quelconque  de  la  figure  mobile 
(fig.  8).  La  normale  à  la  courbe  E^,  enveloppe  de  Oia,,  au 
point  e^  coupe  en  o^  la  normale  à  la  courbe  (aj  au  point  a^ 
et  en  p^  la  normale  à  la  courbe  (a,)  au  point  a^  ;  la  normale 
à  la  courbe  E„  enveloppe  de  a,a|,  au  point  e^  coupe  en  o^  la 
normale  à  la  courbe  (a,)  au  point  a,  et  en  p,  la  normale  à  la 
courbe  (a»)  au  point  a^  ;  et  ainsi  de  suite. 
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Fig.  S, 
Eu  yerlu  du  principe  III,  et,  conformément  aux  conventions 


faites,  nous  avons 


d(ai)  a,a3 


d(a,) 


a,p, 


d(am  _  i) 


CLm  —  i«m  —  -1 


d(flm)      Om^m 

d(ai)    ~     ûipi 
Faisons  le  produit  de  toutes  ces  égalités,  membre  à  membre; 
il  vient 

Dans  le  premier  des  problèmes  énoncés  plus  haut,  l'in- 
connue est  le  point  em-  Delà  relation  générale  qui  vient 


d'être  établie,  on  tire  la  valeur  de 


en  fonction  de 

2^U    P 


quantités  données  immédiatement  par  la  figure.  Soit  —  la 
valeur  de  ce  rapport.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  aux  prin- 
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cipes,  si  /est  le  point  de  rencontre  des  tangentes  aux  courbes 
(^i)  et  (dm)  aux  points  a^  eiomy  on  a 

(tmem     p    >    dji 

diCm  q    .    Clmt  ' 

d*où  la  détermination  du  point  e. 

Dans  le  second  problème,  l'inconnue  est  la  normale  amawfsm- 
De  la  relation  générale  qui  vient  d'être  établie,  on  tire  la 

valeur  du  rapport  ■  -^  "*  en  fonction  de  quantités  obtenues 

immédiatement  sur  la  figure.  On  n'a  plus  alors  qu'à  mener 
par  le  point  am  une  droite  dont  le  segment  terminé  aux  nor- 
males €m  -  iOim  -  i  et  em^m  soil  divisé  au  point  Om  dans  le 
rapport  déterminé,  problème  bien  simple  et  bien  connu. 

Voilà  donc  la  solution  des  deux  cas  du  problème  général 
du  déplacement  plan  d'une  figure  de  forme  variable. 

Dans  les  applications  que  Ton  a  à  faire  de  cette  question 
fondamentale,  la  solution  se  simplifie  par  suite  des  condi- 
tions particulières  où  Ton  se  trouve  placé.  D'ailleurs  on  ne 
considère,  en  général,  que  des  déplacements  de  triangle 
variable. 

Remarque.  —  Considérons  les  droites  ab  et  ac  qui  se  cou- 
pent au  point  a  (*);  soient  (a),  (6)  et  (c)  les  trajectoires  des 
points  a,  b  et  c.  Supposons  que  les  normales  ea  et  hx  aua- 
enveloppes  de  ab  et  ac  aux  points  e  et  h  oii  ces  droites  touchent 
leurs  enveloppes  se  coupent  en  ql  sur  la  normale  aa  à  la  courbe{a) 
au  point  a.  Soient  de  plus  ^8  le  point  de  rencontre  de  e%  et  de 
la  normale  6^  à  la  courbe  (6)  au  point  6,  y  le  point  de  ren~ 
contre  de  fta  et  de  la  normale  cy  à  la  courbe  (c)  au  point  c. 

^  d(b)         bp     ^    d(a)         ax 

Nous  avons  ,■   ■■  =  — ^  et  ■  ■ ,/ ■■   = . 

d{a)         OQL         d{c)      '   CY 

Multiplions  ces  deux  égalités  membre  à  membre  ;  il  vient 

d(b)   _   6? 

d{c)  cy 

(*)    Le  lecteur  est  prié  de  fuii*e  la  figure. 
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ANGLE  PIVOTANT  AUTOUR  DE  SON  SOMMET 

Un  angle  bac  pivote  autour  de  son  sommet  a.  Les  côtés  ab  et 
ac  coupent  respectivement  en  b  et  en  c  les  courbes  fixes  (b)  et 
(c).  Détei*mîner  la  relation  qui  lie  les  déplacements  des  points  b  et 
c(*). 

Quoiqu'on  connaisse  les  trajectoires  (6)  et  (c)  des  points  b 
et  c,  la  trajectoire  du  point  a,  puisque  ce  point  est  ûxe,  el 
les  enveloppes  de  ab  et  de  ac,  puisque  ces  droites  pivotent 
autour  du  point  a,  il  faut  une  condition  de  plus  (supposer 
par  exemple,  comme  nous  le  faisons,  que  l'angle  bac  a  une 
grandeur  constante)  :  car,  sans  cela,  la  figure,  dans  chacune 
de  ses  positions,  serait  indéterminée. 

Cela  posé,  les  normales  aux  enveloppes  de  ab  et  de  ac  sont 
les  perpendiculaires  a^  et  ay  menées  de  a  respectivement 
à  ab  et  ac.  On  se  trouve  donc  dans  le  cas  de  la  remarque 
précédente  et  on  a,  d'après  cette  remarque, 

d{b)    _  ^ 

d(c)  cy  ' 

Un  exemple  très  simple  va  faire  comprendre  comment  ou 
applique  cette  règle. 

Un  triangle  rectangle  variable  abc  se  déplace  dans  un  plan.  Le 
sommet  a  de  Vangle  droit  est  fioce  ;  le  sommet  b  se  meut  sur  une 
circonférence  et  l'hypoténuse  bc  tourne  autour  du  centre  o  de 


tty 


cette  circonférence, 
point  c  (fig.  4). 


Fig,  4. 

Construire  la  normale  à  la  trajectoire  du 


[*)  Le  lecteur  e^t  prié  de  faire  la  figure. 
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Soit  p  le  point  oÎL  la  normale  cherchée  rencontre  le  côté  ab. 
Le  sommet  a  étant  fixe  et  l'angle  bac  constant,  appliquons  la 
relation  précédente. 

Gomme,  dans  ce  cas,  les  perpendiculaires  à  a&  et  à  oc  au 
point  a  se  confondent  avec  ac  et  ab,  cette  relation  donne 

d{b)   _    bc 
d{c)  cp  ' 

La  normale  à  la  trajectoire  de  b  étant  fro,  si  nous  élevons  à 
le  la  perpendiculaire  om  qui  coupe  cp  en  m,  nous  avons, 

'après  le  principe  III,     }.  !   =  ; 

-  bc  bo 

donc  =  ; 

cp  cm 

d'oh  la  construction  : 

Je  porte  la  longueur  ci  =  ob  ;  par  le  point  i  je  mène  parallèle- 
ment à  ab  im  qui  coupe  en  m  la  perpendiculaire  om  à  bc;  cm  est 
la  normale  cherchée. 

En  elret,  —  ^  —  = . 

cp         cm         cm 

SUR   LES  APPLICATIONS  DES    PRINOPES  PRÉCÉDENTS 

En  se  basant  sur  les  principes  que  nous  venons  d'étudier, 
on  voit  que  si  Ton  connaît  les  enveloppes  des  côtés  d'un 
polygone  variable  et  les  trajectoires  de  tous  ses  sommets 
moins  un,  on  pourra  déterminer  la  normale  et,  par  suite,  la 
tangente  à  la  trajectoire  de  ce  dernier  sommet. 

Or.,  pour  un  très  grand  nombre  de  courbes,  on  connaît  des 
modes  de  génération  géométrique  simples,  par  le  déplace- 
ment d'un  point  d'une  figure  variable;  il  en  résultera,  par 
application  des  principes  en  question,  des  procédés  de  cens- 
Iraction  des  tangentes  à  ces  courbes. 

On  sait  aussi  que  le  centre  de  courbure  relatif  à  un  point 
d^une  courbe  quelconque,  est  le  point  où  la  normale  à  cette 
courbe  au  point  considéré  touche  son  enveloppe.  Si  donc  on 
a  reconnu  qu'une  certaine  droite  d'une  figure  variable  se 
déplace  en  restant  normale  à  une  courbe  quelconque,  on  en 
déduit  un  procédé  de  construction  du  centre  de  courbure  à 
cette  courbe. 
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Pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet  je  renverrai  à  mon  article  : 
Applications  de  géométrie  cinématique  plane,  publié  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  mathématiques,  où  je  fais  précisément 
usage  des  principes  auxquels  se  rapporte  le  présent  travail. 

Je  me  contenterai,  pour  terminer,  de  donner  une  démon- 
stration nouvelle  d*un  théorème  que  j'ai  fait  connaître  dans 
mon  Etude  sur  V antibissectrice  (*)  : 

Si  une  droite  aa'  se  déplace  en  détachant  sur  une  courbe  quel- 
conque (a)  un  arc  de  grandeur  constante,  le  point  où  cette  droite 
touche  son  enveloppe  est  le  pied  de  V antibissectrice  relative  à  aa' 
du  triangle  fermé  par  cette  droite  et  par  les  tangentes  à  la  courbe 
(a)  aux  points  a  et  a'. 

Si  ces  tangentes  se  coupent  en  t  et  si  e  est  le  point  où  aa' 
touche  son  enveloppe,  on  a,  d'après  le  principe  II, 

d(a)  ae  .  at 

d(d)         àe  .  a't  ' 

Mais,  d'après  l'hypothèse  faite, 

d(a)  =  d{a). 

TP,  ae  ,  at 

Donc,  -: TT  =  I 

ae  .  at 

ou  ae  .  at=^  ae  .  at, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


INEGALITE  DES  JOURS  ET  DES  NUITS 


Le  soleil  possède  un  mouvement  propre  sur  l'écliptique  ; 
en  outre,  il  participe  au  mouvement  diurne  apparent  de  la 
sphère  céleste.  On  peut  donc  admettre  que  dans  une  journée 
il  décrit  un  des  parallèles  de  celte  sphère. 

Ceci  posé,  nous  dirons  qu'il  fait  jour  quand  le  soleil  est 
au-dessus  de  l'horizon,  qu'il  fait  nuit  quand  il  est  au-des- 
sous. Nous  nous  proposons  ici  de  chercher  les  conditions 
qui  font  varier  la  durée  du  jour  et  celle  de  la  nuit.  On  sait 


(*)  Joufn.  de  Math.  spéc.  et  élém.  t.  IV  (Mars  1880). 
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que  la  somme  de  ces  deux  périodes  est  consianle  et  égale  à 
yingt-quatre  heures  :  il  suffira  donc  de  déterminer  l'une 
d'entre  elles. 
Prenons  pour  plan  du  tableau  le  plan  du  méridien  du  lieu 
^  considéré.  Soient  HH'  l'hori- 
zon, PF  la  ligne  des  pôles, 
SS'  le  parallèle  décrit  par  le 
soleil  le  jour  considéré.  Ce 
cercle  rencontre  le  plan  de 
rhorizon  suivant  une  droite 
qui  se  projette  tout  entière 
en  A. 

Cette  droite  partage  la  cir- 
conférence du  parallôle  décrit 
par  le  soleil  SS'  en  deux  arcs 
qui  se  projettent  Tun  suivant 
AS,  Tautro  suivant  AS';  le  premier  est  au-dessous  de  l'hori- 
zon et  correspond  à  la  nuit  ;  le  second  est  au-dessus  de  l'ho- 
rizon et  correspond  au  jour. 

Le  mouvement  étant  uniforme,  la  durée  de  la  nuit  est 
proportionnelle  à  l'arc  AS,  celle  du  jour  proportionnelle  à 
l'arc  AS'  ;  nous  allons  chercher  à  déterminer  la  valeur  de 
l'arc  qui  se  projette  suivant  AS  au  moyen  de  ses  lignes  tri- 
gonométriques. 

Remarquons  d'abord  que  tant  que  le  point  A  n'est  pas  au 
centre  du  cercle  SS',  les  deux  arcs  sont  inégaux.  Pour  un 
point  situé  dans  l'hémisphère  boréal  le  jour  est  donc  plus 
grand  que  la  nuit,  tant  que  la  déclinaison  du  soleil  est 
boréale,  c'est-à-dire  dans  l'intervalle  qui  s'écoule  entre  le 
21  mars  et  le  21  septembre. 

Gela  posé,  rabattons  le  cercle  SS'  autour  de  son  diamètre, 
la  perpendiculaire  au  diamètre  se  rabat  alors  suivant  AL.  Si 
on  joint  le  point  D  au  point  L,  l'angle  LDS  a  pour  mesure  le 
demi-arc  nocturne  ;  il  nous  suffira  donc  de  connaître  cet 
angle  pour  en  déduire  la  durée  de  la  nuit. 
Le  triangle  rectangle  LDA  donne  DA  =  DL  cos  ^. 
D'autre  part  l'angle  POH  =  l'angle  X  qui  mesure  la  lati- 
tude du  lieu  ;  du  triangle  rectangle  DOA  on  tire  DA  =  DO  tg  X. 
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# 

On  en  tire  DL  cos  <p  =  DO  tg  X. 

Si  K  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  de  S  sur  le 
diamèlre  EE',  on  a  DL  =  DS  =  OK. 

Mais  Tare  SE  =  déclinaison  du  soleil  =  8,  d'oîi  en  suppo- 
sant le  rayon  de  la  sphère  céleste  égal  à  Tunité,  OK  =  cos  8. 

DO  =  SK  =  sin  8. 
En  remplaçant  DL  et  DO  par  leurs  valeurs  respectives,  on  a 

cos  8  cos  cp  =  sin  8  tg  X 
cos  9  =  tg  8  Ig  X 
Ce  qui  nous  montre  que  la  valeur  de  9  dépend  exclusive- 
ment de  la  latitude  du  lieu  et  de  la  déclinaison  du  soleil. 

Discussion  de  la  formule 

cos  cp  =  tg  8  tg  X. 

Pour  que  Tangle  9  existe,  il  faut  que  son  cosinus  soit 
moindre  que  l'unité,  ce  qui  exige  tg  8  tg  X  <  i,  et  comme 
les  angles  0  et  X  sont  essentiellement  aigus,  il  faut  que  Ton 
ait  0  +  X  <  90^ 

Or  8  est  inférieur  à  23®3o',  son  complément  est  supérieur 
à  66«3o'. 

Si  donc  on  prend  d'abord  un  lieu  dont  la  latitude  est 
inférieure  à  66°3o',  c'cst-à-dirc  un  lieu  de  la  zone  tem- 
pérée, on  a  8  -(-  ^  <  9o** 

Donc  Tanglc  cp  existe  toujours,  c'est-à-dire  que  dans  une 
période  de  vingt-qiuitre  heures  on  est  assuré  que  le  soleil 
descendra  au-dessous  de  Thorizon. 

Si  au  contraire  on  prend  un  point  de  la  zone  glaciale 
dont  la  latitude  est  supérieure  ù  66®3o',  il  arrivera  un  moment 
oli  le  soleil  viendra  toucher  l'horizon  lorsque  8  -|-  X  =  90°. 

Si  à  partir  de  ce  moment  la  déclinaison  du  soleil  augmente 
encore,  Tastre  ne  redescendra  pas  au-dessous  de  rhorizon. 

Dès  lors  depuis  le  moment  oîi  il  a  rasé  Thorizon,  jusqu'à 
G6  qu'en  redescendant  vers  Téquateur  il  reprenne  la  même 
déclinaison,  il  se  passera  un  nombre  de  jours  plus  ou  moins 
considérable,  pendant  lequel  le  soleil  ne  disparaît  pas  au- 
dessous  do  l'horizon.  En  particulier  pour  le  pôle,  le  soleil 
restera  six  mois  au-dessus  de  l'horizon. 

Considérons  ce  qui  se  passe  en  un  môme  lieu  de  la  terre, 
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à  Paris  par  exemple.  Lorsque  la  déclinaison  varie,  l'angle  ç 
varie,  et  puisque  d'une  part  un  angle  aigu  et  sa  tangente 
varient  dans  le  même  sens,  que  d'autre  part  un  angle  aigu 
et  son  cosinus  varient  en  sens  contraire,  on  voit  que  l'angle  9 
est  d'autant  plus  petit  que  8  est  plus  grand. 

Par  conséquent  la  durée  de  la  nuit  décroît,  et  par  suite  la 
durée  du  jour  croit  de  l'équinoxe  de  printemps  au  solstice 
d'été,  dans  nos  climats  du  21  mars  au  21  juin. 

Il  est  à  remarquer  que  si  l'on  prenait  un  point  de  Thénii- 
sphëre  austral,  ce  que  nous  avons  dit  de  la  nuit,  s'appliquerait 
au  jour,  c'est-à-dire  que  lorsqu'il  fait  nuit  à  Paris,  il  fait 
jour  dans  l'autre  hémisphère  et  inversement.  On  verrait  en 
faisant  un  raisonnement  analogue  lorsque  la  déclinaison 
devient  australe,  que  si  cette  déclinaison  croit,  le  jour  dimi- 
nue ;  c'est  pourquoi  le  jour,  devenant  inférieur  à  la  nuit  depuis 
le  21  septembre,  décroit  jusqu'au  21  décembre  pour  recroître 
ensuite  jusqu'au  21  mars.  A.  M. 


EXAMENS   ORAUX  DE  SAINT-CYR  EN  1880 


Lorsqu'un  nombre  est  terminé  par  5,  son  carré  est  terminé  par  25;  le 
carré  peut-il  être  terminé  par  i25? 

—  Dans  un  cercle  on  mène  une  corde  égale  au  rayon  ;  on  joint  les  extré- 
mités de  cette  corde  au  milieu  du  plus  grand  arc  qu'elle  détermine  sur  la 
circonférence.  Calculer  les  cordes  ainsi  obtenues. 

—  On  donne  un  triangle  ABC.  Trouver  sur  le  côté  AB  un  point  M  tel  que, 
en  menant  MN  parallèle  à  BC,  et  MP  .])erpendiculaire  à  BC,  la  surface  du 
trapèze  rectangle  MNCP  soit  une  fraction  donnée  de  la  surfiice  du  triangle 
ABC.  Pour  la  discussion  on  prendra  le  cas  particulier  oà  le  triangle  ABC  est 
isoscèle. 

•—  On  donne  un  angle  A  égal  à  45  degré.^.  On  demande  de  mener  deux 
perpendiculaires  BC  et  DE  au  côté  AE  de  façon  que  le  trapèze  BCED  ait  une 
surface  donnée  et  un  périmètre  aussi  donné. 

—  On  prend  un  demi-cercle  AB,  on  mène  le  rayon  OD  perpendiculaire  au 
diamètre  AB;  mener  une  sécante  AC  telle  que  le  quadrilatère  OHCB,  formé 
par  le  rayon  OB,  la  corde  BC,  la  sécante  AC  et  le  rayon  OD  soit  circonscrip- 
tible. 

—  On  a  un  triangle  isoscèle  ABC,  et  la  hauteur  AH.  Au  point  0,  situé  au 
tiers  de  AH  à  partir  du  sommet,  passe  un  axe  horizontal,  situé  dans  le  plan 
du  triangle.  On  demande  quelle  force  il  faudra  appliquer  au  point  A  pour  que 

e  triangle,  sollicité  par  cette  force  et  par  son  poids  P,  reste  horizontal. 

—  Etant  donné  un  angle  BAC  de  60  degrés,  mener  deux  perpendiculaires  à 
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la  bissectrice,  de  façon  que  le  trapèze  formé  par  ces  deux  perpendiculaires  et 
les  côtés  de  l'angle  ait  une  surface  et  un  périmètre  donnés. 

—  Trouver  les  dénominateurs  des  fractions  irréductibles  donnant  lieu  à  une 
fraction  périodique  mixte  ayant  un  chiffre  à  la  partie  irrégulière  et  un  chiffre 
h  la  période. 

—  Soit  la  projection  géométrique  à  n  termes 

a  b  c  d  ...  f  g  h  l 
on  multiplie  chaque  terme  i>ar  le  suivant.  Trouver  la  somme  des  résultats  ainsi 
obtenus. 

—  Dans  un  triangle,  on  connaît  A,  et  on  a  la  relation 

tg  B+  tgC  =2; 
calculer  les  angles  B  et  C. 

—  Dans  un  triangle,  on  connaît  A,  et  l'on  a  la  relation  sin  B  sin  G  =:  m  * 
calculer  les  deux  angles  B  et  C.  ' 

—  Inscrire  dans  un  demi-cercle  un  rectangle  de  périmètre  donné. 

—  On  donne  un  demi-cercle  de  diamètre  AB  et  un  point  P  sur  ce  dia- 
mètre AB  ;  par  ce  point,  on  mène  une  droite  PD  faisant  un  angle  a  avec  le 
diamètre  et  rencontrant  la  circonférence  en  D;  on  mène  la  tangente  en  D  à  la 
circonférence  jusqu'à  sa  rencontre  en  E  avec  le  diamètre  AB;  calculer  DE  en 

fonction  des  données. 

g 

—  Étant  donnée  la  fraction  — ,  on  demande  de  la  réduire  en  fractions  ayant 

pour  dénominateur  des  puissances  successives  de  12  ;  chercher  quelles  particu- 
larités présentera  la  transformation. 

—  On  donne  un  secteur  AOB,  d'angle  a,  et  sa  corde  AB;  mener  une  paral- 
lèle à  OA  de  telle  sorte  qu'elle  soit  partagée  en  doux  parties  égales  par  le  rayon 
OB,  la  corde  AB  et  l'arc. 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB;  trouver  sur  le  cercle  un  point  C  tel  que  si 
l'on  mène  CA  et  CB  et  la  peri)endiculaire  CP  sur  le  diamètre,  on  ait 

AC  +  BC  =  ti  .  CP. 
—  Dans  une  circonférence  on  prend  deux  rayons  rectangulaires  OA  et  OB 
en  A  se  trouve  une  lumière  d'intensité  2  ;  en  B,  une  lumière  d'intensité  i 
trouver  les  pointas  également  éclairés:  i*  sur  la  circonférence;  2»  sur  chacun 
des  deux  diamètres  A  et  B. 

—  On  donne  un  cercle  0,  de  rayon  R,  et  le  diamètre  AOB;  on  mène  par  A 
un  rayon  lumineux  faisant  avec  AB  un  angle  a  ;  ce  rayon  se  réfléchit  en  C  et 
vient  rencontrer  le  diamètre  AOB  au  point  D;  calculer  OD  et  discuter  lorsque 
a  varie. 

~  Trouver  le  nombre  de  deux  chiffres  qui  admet  le  plus  grand  nombre  de 
diviseurs. 

—  On  a  un  cercle  et  le  carré  circonscrit;  on  construit  un  cercle  tangent  à 
deux  côtés  et  à  la  circonférence;  calculer  à  un  millième  près  le  rapport  de 
a  surf'ice  de  ce  cercle  à  celle  du  cercle  donné. 

—  Dans  un  triangle  on  connaît  l'angle  A.  et  l'on  sait  que  l'on  a  h^ c^ 

=  S;  calculer  les  angles  B  et  C. 

—  Maximum  ou  minimum  de  3  tg  a;  +  2  cotg  x, 

—  Dans  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres,  peut-il  arriver  que, 
en  multipliant  l'un  des  nombres  seulement  par  m,  le  p.  g.  c.  d.  soit  multi- 
plié par  m. 

—  Maximum  ou  minimum  de  3  tg'  a?  +  2  cotg*  x. 

—  Dans  un  triangle  rectangle  on  connaît  le  périmètre  et  la  surface;  calculer 
les  angles. 


-  446  — 

—  On  donne  un  ceitle,  un  point  A  sur  ce  eercle  et  un  point  B  extérieur 
dans  le  plan  ;  trouver  le  rayon  d'un  cercle  tangent  en  A  au  c^cle  donné  et  pas- 
sant par  le  point  R.  Discuter. 

—  On  donne  un  angle  AOC  =  a;  sur  l'un  de3  côtés,  on  prend  OX  =  a, 
AB  =  2a;  trouver  sur  OC  un  point  M  tel  que  de  ce  point  on  voie  les  deux  seg- 
ments OA  et  AB  sous  dc^  angles  égaux.  Discuter. 

—  On  donne  un  angle,  et  un  point  P  dans  son  intérieur;  déterminer  sur  le 
eùté  OB  un  point  M  tel  que.  si  l'on  abaisse  la  perpendiculaire  MI  sur  OA,  et  que 
l'on  mène  MP,  on  ait  MP  =  2MI. 

—  On  donne  une  demi-circonférence,  et  le  rayon  0£,  perpendiculaire  au 
diamètre  ;  mener  par  le  point  A  une  sécante  coupant  en  E  le  rayon,  et  en  D  la 
circonférence,  de  façon  que  ED  ait  une  longueur  donnée  m. 

—  Résoudre  l'équation 

a^  —  lax  cos  a  -f  a*  tg*  a  =  o. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  ;  trouver  sur  la  courbe  un  point  H  tel 
que  si  l'on  abaisse  de  ce  point  la  perpendiculaire  MI  sur  le  diamètre  AB,  on 
ait  MI  =  AI  —  BL 

—  Un  cercle  est  tangent  à  deux  droites  rectangulaires  fixes  ;  trouver  sur  k 
cireonlénmce  un  point  tel  que  la  somme  des  distances  aux  droites  donnéw  «Il 
une  valeur  déterminée. 

—  On  donne  un  angle  a,  un  point  P  sur  un  de  ses  côtés  ;  déterminer  sur 
l'autre  côté  un  point  M  tel  que,  si  on  abaisse  la  perpendiculaire  MQ  sur  le 
premier  côté,  on  ait  MQ^  +  PQ'  =:  K'. 

—  Etant  donnés  les  nombres  12,  20  et  35,  peuvent-ils  faire  partie  d'une  mèni» 
progression  arithmétique  ou  géométrique  ? 

—  On  a  un  triangle  dont  les  angles  sont  en  progi^ession  arithmétique.  Trouver 
une  relation  entre  les  deux  côtés? 

—  Dans  une  ellipse,  on  demande  de  calculer  le  rayon  vecteur  en  fonction  de 
l'angle  %  qu'il  fait  avec  le  grand  axe.  Si  l'on  mène  deux  rayons  vecteurs  rectan- 
gulaires par  un  même  foyer,  déterminer  l'angle  a  que  tînt  l'un  d'eux  a\'ec  le 
grand  axe  de  façon  que  le  triangle  rectangle  intercepté  ait  une  surface  maxima« 

—  Conditions  pour  que  le  polynôme  003*  •+-  bœy  +C|/»4-<ir4-ey-h/"  soit 
déoomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré. 


SOLUTION  DE  QUELQUES  QUESTIONS 

POSÉES  AUX  EXAMENS   DE   SAINT-CYR. 


Nous  donnons,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  les 
questions  les  plus  intéressantes  que  nous  avons  entendu 
poser  aux  examens  oraux  de  Saint^Cyr  ;.  mais,  en  outre, 
nous  croyons  utile  d'indiquer  la  solution  de  quelques-unes 
de  ces  questions,  qui  nous  ont  paru  présenter  un  certain 
degré  de  difficulté.  Nous  espérons  rendre  ainsi  service  à 
ceux  de  nos  lecteurs  qui  se  préparent  à  l'École  militaira* 
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4.  —  On  prend  un  demi-cercle  AB;  on  mène  le  rayon  OJD 
perpendictilaire  au  diamètre  AB;  mener  une  sécante  AG  rencon- 
trant en  H  /6  rayon  ODde  telle  sorte  que  si  Von  joint  le  point  C 
au  point  B,  le  quadrilatère  OHGB  soit  circonscriptible. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Nous  prendrons  pour  inconnue  l'angle  CAJB  que  fait  la  corde 
AC  avec  le  diamètre  AB  ;  nous  rappellerons  x.  On  a  facile- 
ment OH  =  R  tg  a? 

BG  =  2R  sin  X 

HG  =  AG  —  AH  =  2R  cos  x —. 

coso; 

Par  suite,  la  condition  donnée  se  traduit  par  l'équation 

tff  ic  4-  2  sin  ce  =  I  +  2  cos  a  —  — _ 
^       '  cos  X 

ou  bien,  en  chassant  le  dénominateur, 
sin  or  +  2  sin  a?  cos  x  =  cos  x  +  2  cos*  x  —  i . 
Cette  équation  se  met  facilement  sous  la  forme 

sin  x  —  cos  X  =  cos  2a?  —  sin  2X. 
Pour  la  résoudre  nous  élèverons  les  deux  membres  au  carré  ; 
nous  aurons,  après  réduction 

sin  2X  =  sin  4X 
ou,  puisque  l'angle  x  est  aigu,  et  même   inférieur  à  45®, 
d'après  l'énoncé»  on  aura 

6x  =  180°,  d'oîi  X  =  30®, 
On  peut  vérifier  à  posteriori  que,  si  Tangle  x  vaut  3o%  le 
quadrilatère  OHGB  est  circonscriptible.  En  effet,  on  a  d'à* 
bord  CB  =  BO  =  R. 

D'autre  part,  d'après  une  propriété  connue  du  triangle  rec- 
tangle dans  lequel  un  angle  vaut  3oS  on  a 

AH=  2OH; 
enfin,  si  on  mène  GK  perpendiculaire  au  diamètre  AB,  on 

HG   _   OK  _    I 

^"''^  TH~"ôr  — T* 

Donc,  OH  =  HC;  par  suite  CB  +  OH  =  HG  +  OB  ;  c'est  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  quadrilatère 
soit  circonscriptible. 

2,  —  Trouver  les  dénominateurs  des  fractions  irréductibles 


—  448  — 

qui  donnent  lieu  à  une  fraction  périodique  mixte  ayant    un 
chiffre  à  la  partie  irrégulière  et  un  chiffre  à  la  période. 

On  sait  que,  si  l'on  cherche  la  fraction  génératrice  d'une 
fraction  périodique  mixte  remplissant  les  conditions  requises 
par  renoncé,  on  trouvera  une  fraction  dont  le  dénominateur 
est  90.  Toute  fraction  irréductible  équivalente  à  la  précédente 
aura  pour  dénominateur  un  diviseur  de  90,  et  devra,  pour 
donner  naissance  à  une  fraction  périodique  mixte,  contenir 
les  facteurs  2  ou  5,  avec  d'autres  facteurs;  donc  pour  trouver 
tous  les   dénominateurs,   on  décomposera  90   en  facteurs 
premiers,  et  on  prendra  les  diviseurs  de  90  qui  contiennent 
au  moins  un  des  facteurs  2  ou  5,  avec  d'autres  facteurs. 

On  trouvera  les  diviseurs  6,  i5,  18,  3o,  45,  et  90  répon- 
dant à  la  question. 

Remarque.  —  Si  l'on  avait  dû  avoir  plus  d'un  chiffre  à  Ja 
partie  irrégulière,  on  sait  qu'il  aurait  fallu  que  Vun  au  moins 
des  facteurs  2  ou  5  eût  un  exposant  égal  au  nombre  des 
chiffres  de  la  partie  irrégulière. 

3.  —  On  donne  un  secteur  AOB,  d*angle  a,  et  sa  corde  AB  ; 
mener  une  parallèle  à  OA  de  telle  sorte  qu^elle  soit  partagée  en 
deux  parties  égales  par  le  rayon  OB,  la  corde  et  Varc, 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figuré). 

Nous  prendrons  pour  inconnues  l'angle  BON  formé  par  le 
rayon  OB  et  le  rayon  qui  passe  au  point  de  rencontre  de  la 
parallèle  demandée  et  de  l'arc  de  cercle,  et  aussi  la  portion 
du  rayon  BO  comprise  entre  le  point  B  et  la  ligne  CN  de- 
mandée ;  le  triangle  OGN  nous  donne,  puisque  GN  =  2CB, 

R     ^      R-y      ^    ^y 

sin  a  sin  (a  —  x)         sin  x  ' 

En  retranchant  terme  à  terme  les  deux  premiers  rapports, 

on  trouve,  en  supprimant  la  solution  y  =  o,  l'équation 

2 I 

sin  X  sin  a  —  sin  (a  -f-  c^' 

X 

Ce  qui  donne,  après  réduction,  la  solution =  o  étant 

2 
une  solution  étrangère, 

Cl  /  X  \  X 

2  cos(  a j  =cos . 
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Pour  résoudre  cette  équation,  nous  développerons  le  pre- 
mier membre  et  nous  obtiendrons 

œ         I  —  2cos  a 

tg = : . 

^2  2  sin  X 

or» 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  tg soit 

positif,  et  par  suite  que  le  cosinus  de  a  soit  inférieur  à  — ; 

donc  il  faut  que  Tanglo  a  soit  supérieur  à  6o®;  c'est  ce  que 
montrera  facilement  la  solution  géométrique  de  la  question. 
Pour  trouver  graphiquement  la  position  de  la  corde,  il  suffira 
en  effet  de  prolonger  le  rayon  OA  d'une  longueur  AK  égale 
au  rayon,  et  de  joindre  le  point  B  au  point  K;  la  ligne  BK 
rencontre  l'arc  de  cercle  au  point  N,  qui  appartient  à  la 
parallèle  demandée.  Or,  puisque  le  triangle  BON  est  isoscèle, 
il  faut  que  les  angles  égaux  soient  aigus;  donc  l'angle  OBK 
doit  être  aigu.  On  sait  que,  lorsqu'un  angle  est  aigu,  dans 
un  triangle,  la  distance  de  son  sommet  au  milieu  du  côté 
opposé  est  plus  grande  que  la  moitié  de  ce  côté  ;  donc  BA 
doit  être  supérieur  au  rayon,  ce  qui  exige  que  l'angle  oc  soit 
supérieur  à  ôo'*. 

4.  —  Dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  peut-il  arriver  que,  si  Von  multiplie  seulement  l'un 
des  nombres  par  m,  le  plus  grand  commun  diviseur  soit  multi- 
plié par  m? 

On  sait  que,  si  Ton  appelle  A  et  B  deux  nombres  entiers, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  nombre 
entier  D  soit  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B, 
est  qu'il  existe  deux  nombres  entiers  Q  et  Q',  premiers  entre 
eux  y  satisfaisant  aux  deux  égalités 

A  =  DQ 
B  =  DQ'. 
Gela  posé,  multiplions  l'un  des  nombres  donnés,  A  par 
exemple,  par  m;  on  aura 

wA  =:  DmQ. 
Pour  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  B  et  mA 
puisse  être  Dm,  il  faut  que,  dans  la  valeur  de  B,  on  puisse 
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mettre  en  érideiDee  le  faeteur  Dm  ;  donc  il  fanl  que  m  soit  un 
diviseur  de  Q'.  Il  est  du  reste  évident  que  ei  Ton  multiplie  A 
par  un  des  diviseurs,  m,  de  Q\  on  multipliera  le  plus  ^rand 
commun  diviseur  par  m;  car  si  l'on  a 

on  aura  B  =  rnDQ" 

et  les  facteiurs  Q  et  Q"  seront  premiers  entre  eux«  sans  quoi 
Q  et  Q'  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux  ;  donc  mA  et  B 
auront  bien  pour  plus  grand  commun  diviseur  siD. — La  con- 
dition indiquée  pour  m  est  donc  nécessaire  et  suffisante. 

K.  —  Dam  un  trions^  rectangU  on  conuail  le  férimètrù  et  la 
surface;  cutcukr  Us  angles. 

Nous  prendrons  comme  inconnue  auxiliaire  le  rayon  dn 
cercle  inscrit  an  triangle;  soient  À  l'ange  droite  B  et  G  les 
deux  autres  angles  ;  on  a,  a?,  y  et  s  étant  les  deux  efttto  de 
l'angle  droit  et  lliypoténiisa  r 


X 


=  r  (i  +  cotg  -^y 


y 


=  r  ^i  +  cotg  -^-j, 

s  =  r(eott-|.+  eotg^); 
d'où  Ton  tire»  en  ajoutant  membre  à  membre,  et  appelant 

(B  C  \ 

I  +  cotg f-  cotg  — — ); 
2  2    / 

diantre  part  en  appelant  m*  la  surface  du  triangle 

pr  =m»; 
d*oîk  en  multipliant  membre  à  membre,  et  aimpliftant 


p*=m*fi  -+•  cotg h  cotg  -TTr 


Mais,  on  a,  puisque  A  =  9o^  i  =  cotg ;  par  suite,  en 

tenant  oompte  de  le  formule  connue 

.  A.  .   .  B  ,   ,  G     ,  A     B     G 

cotg 1-  cotg 1-  cotg — -  =  cotg —  cotg  —  cotg  — ,. 

B  C  p^ 

on  en  tire       cotg cotg — -=  -^, 
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d'oh  Yùbl  tire  très  facilement  ea  remplagani  les  cotangeates 
par  leurs  Taleurs,  et  appliquant  les  formules  dounées  par  la 
théorie  des  proportions^ 

B  — G 

cos _    ,       _ 

2  p*  +  ^ 

B-f  G      ~    p>  —ni*  * 

cos ^ 

2 

B  -4-  G 
Or,  Tangle  — — — est  égadà45'';  doue  on  aura  facilement 

2 

B  —  C 

-,  et  par  suite  les  angles  B  et  G  sont  connus. 


2 

B—  G 
Remarque.  —  II  est  bien  évident  que  la  difTérence  — ^.^ 

2 

est  moindre  que  46^;  donc  le  numérateur  du  premier  membre 
est  supérieur  à  son  dénominateur;  de  plus  le  rapport  deyant 
être  positif,  il  faut  que  m*  soit  inférieur  à  p*,  ce  qui  se  Toit 
du  reste  immédiatement»  puisque  r  est  infMeur  à  p,  d'après 
la  relation  connue      2p  =  2s  -f-  ^^' 

Q,  —  On  donne  un  cercle  C,  un  point  A  sur  ce  cercle  et  un 
point  B  dans  le  plan  du  cercle;  trouver  le  rayon  d'un  cercle 
tangent  en  A  au  cercle  donné  et  passant  par  le  point  B. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 
Nous  supposerons  d'abord  que  le  point  B  est  extérieur  au 
cercle  donné»  et  que  le  cercle  cherché  est  tangent  extérieu- 
rement au  cercle  donné  ;  alors  la  distance  des  centres  est 
égale  à  R  4"  ^>  ®^  appelant  x  le  rayon  du  cercle  cherché  ;  si 
d  est  la  distance  du  centre  G  du  cercle  donné  au  point  B, 
a  l'angle  AGB,  on  a  la  relation 

œ»  =  (R  +  flc)»  +  ^*  —  2(i(R  -f  x)  cos  a. 
En  simplifiant  on  trouve 

R*  +  *  —  21IR  cos  » 
2(d  cos  (X  —  R) 
Gherchons  une  interprétation  géométrique  de  cetia  Talrar 

de<s. 

Si  l'on  Joint  le  point  A  an  point  B,  on  a  facilement,  par 

le  triangle  AGB, 

AB»  =  R*  +  d»  ~  2dR  cos  «; 
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d*aatre  part,  si  nous  cherchons  à  projeter  la  longueur  GB 
sur  CAy  nous  aurons,  en  appelant  GH  cette  projection» 

CH  =  d  cos  OL 
et  par  suite  AH  =  d  cos  a  —  R, 

On  retrouve  ainsi  la  propriété  connue  d'un  cercle,  saToir 
qu'une  corde  (la  corde  AB)  est  moyenne  proportionnelle 
entre  le  diamètre  (2x)  et  la  projection  (AH)  de  la  corde  sur 
un  diamètre  passant  par  son  extrémité. 

Cela  posé,  considérons  les  différents  cas  que  peut  présenter 
la  figure.  Si  la  quantité  d  cos  a  —  R  est  positive,  ce  est  posi- 
tif; en  effet,  dans  ce  cas  le  point  H  est  extérieur  à  la  cir- 
conférence G;  l'angle  BAC  est  obtus,  car  on  aura  cet  an^le 

par  la  formule     cos  BAG  =  — =r rs — ; 

^  R  X  AB     ' 

dans  ce  cas  les  deux  circonférences  sont  tangentes  extériea- 
rement. 

Si  le  dénominateur  est  nul,  le  point  B  se  projette  au 
point  A;  d'où  il  résulte  que  la  droite  AB  est  perpendiculaire 
au  rayon  GA  et  par  suite  tangente  au  cercle  G.  Donc  la 
circonférence  cherchée  aura  deux  points,  les  points  A  et  B, 
communs  avec  une  de  ses  tangentes,  la  tangente  en  A,  et 
par  suite  elle  se  réduira  à  la  tangente  AB  ;  en  d'autres  termes 
elle  deviendra  un  cercle  de  rayon  infini. 

Si  le  dénominateur  est  négatif,  x  sera  négatif,  c'est-à- 
dire  compté  dans  la  direction  AG.  Nous  allons  subdiviser 
ce  cas  en  deux  : 

1^  Le  point  B  est  extérieur  à  la  circonférence  G.  Dans  ce 
cas,  on  a  d  >  R. 

On  en  déduit  facilement  que  l'on  a 

AB»  >  2R(R  —  d  cos  a). 
Donc,  en  valeur  absolue,  x  est  plus  grand  que  R.  En  effet, 
dans  ce  cas,  le  cercle  cherché  devant  passer  par  un  point 
extérieur  au  cercle  G,  l'enveloppe,  et  par  suite  a  un  rayon 
plus  grand  que  celui  du  cercle  G. 

2®  Au  contraire,  lorsque  le  point  B  est  intérieur  au  cercle 
G,  on  a  d  <  R, 

on  en  déduit  AB»  <  2R(R  —  d  cos  a)  ; 

X  est  encore  négatif,  mais  plus  petit  que   R  en  valeur 
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absolue,  et,  en  effet,  le  cercle  cherché  devra  ôtre  intérieur 
au  cercle  B. 

Dans  le  cas  très  particulier  ou  B  serait  sur  la  circonfé- 
rence G,  on  trouverait  facilement  a?  =  R;  et  en  effet,  dans 
ce  cas,  le  cercle  cherché  se  confondrait  avec  le  cercle  donné, 
car  ils  auraient  un  point  commun  et  seraient,  en  outre, 
tangents  à  la  môme  droite  au  même  point  de  celte  droite. 

7.  —  On  a  un  triangle  dont  les  angles  sont  en  progression 
arithmétique.  Trouver  une  relation  simple  entre  les  côtés. 

Soient  A,  B,  G  les  angles  du  triangle  rangés  par  ordre  de 
grandeur;  il  résulte  de  la  condition  indiquée  que  l'angle  B 

est  égal  à  60^  et  que  par  suite  son  cosinus  est  égal  à  — ; 

donc  on  a,  en  portant  cette  hypothèse  dans  la  valeur  de  6*, 

6*  z=:  a*  -|-  c'  —  ac. 
Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie  entre  les 
trois  côtés,  les  angles  sont  en  progression  arithmétique,  car 
on  en  tire  facilement  B  =  60  ;  et  par  suite  A  -|-  G  =  120 
=  2B;  donc  Tangle  B  est  la  demi-somme  des  deux  autres; 
par  suite  les  angles  A,  B,  G  sont  bien  en  progression  arith- 
métique. 

8.  —  On  donne  une  ellipse  et  on  demande  de  calculer  Vun  des 
rayons  vecteurs  en  fonction  de  Vangle  qu'il  fait  avec  le  grand 
axe.  On  considère  ensuite  un  angle  droit  qui  tourne  autour  de 
Vun  des  foyers;  déterminer  Vangle  a  que  Vun  de  ses  côtés  fait 
avec  le  grand  axe,  de  façon  que,  si  Von  mène  la  corde  qui  joint 
les  points  oii  les  côtés  rencontrent  Vellipse,  le  triangle  ainsi  formé 
soit  maximum. 

Considérons  le  triangle  FMF',  formé  par  la  distance  focale 
2C  et  les  deux  rayons  vecteurs  r  et  r  ;  on  a  d'abord 

r  +  r  =  20 
et  r  *  =  r*  -f-  4c*  —  4cr  cos  a. 

En  éliminant  r,  et  réduisant,  on  trouve 

6« 


r 


a  —  c  cos  a 


Si  l'on  change  a  en  — -  -|-  a,  on   sait  que  le  cosinus  se 
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change  en  sinus,  el  change  de  signe  ;  donc  on  aun  pour 

le  second  rayon       r-  =  — ; . 

''  a  +  ccosa 

Donc,  pour  résoudre  la  seconde  partie  de  la  question,  on 

doit  chercher  le  maximum  du  produit  de  fTi^^  ou,  ce  qui 

revient  au  même,  le  minimum  du  produit 

(a  — c  cos  a)(a  +  c  sin  a). 

Cette  expression  deyieni,  lorsqu'on  la  développe, 

a*  4-  ^sin  ft  —  cos  a)  —  c*  sin  «  cos  a. 

Gomme  il  y  a  une  partie  constante,  il  suffit  de  s'occuper  du 

minimum  de  la  partie  variable,  on  a  donc  à  chercher  le 

minimum  de 

«(sin  «  —  cos  a)  —  c  sin  a  cos  a. 

Posons    a(sin  a  —  cos  a)  —  c  sin  a  cos  a=:m. 

Faisons  passer  le  dernier  terme  dans  le  second  membre,  et 

élevons  au  carré  ;  il  vient,  après  réduclion, 

a*  —  2«*  sin  a  cos  a  =  w'  -j-  c*  sin*  a  cos*  x 

-f-  2WC  sin  a  cos  a 

ou,  en  ordonnant,  après  avoir  multiplié  par  4,  pour  avoir 

sin  2a  : 

c"  sin*  2a  -f-  4(wic  +  a*)  sin  2a  +  4(»i*  —  a*)  =  c 

Il  faut,  pour  que  les  valeurs  ainsi  trouvées  pour  sin  2x 

conviennent,  qu'elles  soient  d'abord  réelles,  puis  comprises 

entre -|-  i  et —  i.  On  trouvera  facilement  que  ces  valeurs 

sont  toujours  réelles  ;  on  peut  reconnaître  aussi  que  la  plus 

grande  racine,  celle  qui  a  le  signe  -)-  devant  le  radical,  e^t 

toujours  inférieure  à  i ,  car  la  condition  à  remplir  dans  ce 

cas  est  (c*  -|-  2m)*  >  o, 

condition  toujours  satisfaite. 

Pour  que  l'autre  racine  soit  supérieure  à  i,  on  trouve, 

après  réduction,  la  condition 

c*  —  2m  <  2a  y  2 

ou  2m  >  c*  —  20  V2  - 

On  trouve  donc  pour  minimum  de  m,  la  valeur  c*  —  2aV2 . 
Dans  ce  cas,  on  a  sin  2a  =  —  i  ;  en  supposant  que  l'on  ne 
prenne  pour  a  que  des  angles  aigus,  positifs  ou  négatifs,  on 
trouve  a  =  —  45«  ; 
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c'est-à-dire  que  les  deux  rayons  sont  symétriques  par  rap- 
port au  grand  axe. 

9.  —  Trouver  la  condition  pour  que  Von  puisse  décomposer  en 
deux  facteurs  du  premier  degré  à  deux  variables  le  polynôme 
complet  iMc'  +  6icy  +  cy^  +  dx  +  ey  -{-  f. 

Nous  prendrons  deux  facteurs  du  premier  degré  de  la 
forme  X'\-my  -[^  p 

a?  +  wy  +  9» 
et  nous  allons  chercher  à  déterminer  m,  n,  p  etç  de  façon  qu 

Ton  ait  identiquement 

ax^  +  bxy  +  cy*  +  *^  +  ^  +  f 

=  aix  -f-  my  +  PK^  +  **  +  ï)- 
Il  suffira  pour  cela  que  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances des  variables  soient  égaux,  ce  qui  donnera  entre  m^  n, 
Pf  q  et  les  coefficients  du  polynôme  donné  les  relations  sui- 
Tantes  a[m  -}-»)=:  6 

amn  =  c 
aip  +  q)  =  d 
apq  =  f 
a{mq  +  np)  =  e. 
En  éliminant  m,  n,  p,  q  entre  ces  cinq  équations,  on  aura 
la  relation  cherchée. 

Or,  les  deux  premières  nous  permettent  de  déterminer  m 
et  n  ;  ce  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

oZ»  —  6Z  +  c  =  o  ; 
de  même  p  et  g  sont  racines  de  l'équation 

aT*  — dT+  /*=o. 
On  sait  que  l'on  peut  prendre,  pour  représenter  l'une  des 
variables.  Tune  quelconque  des  racines  de  l'équation  cor- 
respondante. Si  donc  nous  désignons,  pour  abréger,  par  R 
le  radical  correspondaDt  à  la  première,  par  S  le  radical 
correspondant  à  la  seconde,  nous  aurons  les  deux  systèmes: 

m= ! ,         p= J- 

—  6_R  _d—  S 


11=  . — ,  q  — 


aa  aa 
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—  6  +  R  _d_s 

ou  bien  m  = 7 ,         p  = 


2a  2a 

n  = -^ ,         q=z 


2a  2a 

car  il  est  bien  évident  que  les  deux  autres  systèmes  retom- 
beraient dans  les  précédents. 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation,  nous 
trouvons  après  réduction  par  le  premier  système 

bd  —  BS 

=  e 

2a 

et  par  le  second,  ^ =  e, 

2a 

Comme  il  faut  élever  au  carré,  nous  trouverons  dans  tous 
les  cas  R«S«  =  (bd  —  2aey. 

Remplaçons  R"  par  sa  valeur  6*  —  400,  S*  par  sa  valeur 
d*  —  4a/;  effectuons,  nous  trouverons  facilement  après  sim- 
plification, pour  la  condition  chercbée. 


\    ae*  -f  cd*  —  &<fc  +  /"(ft»  —  4flc)  =  o. 


\ 


A.  M, 


QUESTION  189 

itolatlon  par  M.  Bouloonb,  élève  du  Lycée  de  Saint-Quentin. 


Montrer  que  si,  par  un  même  point  de  l'arête  dun  dièdre,  on 
mène  dans  chaque  face  une  droite  formant  un  même  angle  a  avec 
Varéte,  l'angle  de  ces  deux  droites  ne  varie  pas  proportionnelle- 
ment à  Vangk  dièdre,  à  moins  que  l'angle  a  ne  soit  droit. 

Si  a  est  droit,  Tangle  des  deux  droites  est  le  rectiligne  du 
dièdre,  et  on  sait  que  le  dièdre  est  mesuré  par  son  recti- 
ligne, c'est-à-dire  qu'ils  varient  proportionnellement.  Dans 
la  démonstration  suivante  nous  considérerons  le  rectiligne 
du  dièdre  au  lieu  du  dièdre  lui-même. 

Soit  le  dièdre  SO.  Goupons-le  par  un  plan  perpendiculaire 
à  l'arête.  L'angle  GOE  =  <o  sera  le  rectiligne  du  dièdre. 

Par  un  point  À  de  l'arête,  menons  des  droites  ÂG,  AE 
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faisant  chacune  avec  l'arête  un  angle  a,  et  soit  9  l'angle 
CâE  de  ces  deux  droites.  Soit  de  plus  {  la  longueur  cons- 
tante GA. 

Le  triangle  rectangle  CAO  donne 
CO  =  Z  sin  a  et  le  triangle  GOD  donne 

aussi  CD  =  GO  sin      ;  donc 

2 


CD  =  /  sin  a  sin 


(t) 


Si  l'on  joint  A  à  D,  le  triangle  AGD 
donne  GD  =  {  sin  -^. 


2 


Égalant  les  deux  valeurs  de  GD,  on 
a  après  simplification 


Cd  9 

sin  a  sin  —  =  sm  -i- 
2  2 


d'où 


sin 


2 


sm 


(1) 
2 


=  sin  a  =  constante. 


Or  les  angles  ne  variant  pas  proportionnellement  à  leurs 
sinus,  il  en  résulte  que  -^  ne  varie  pas  proportionnellement 

à  — ,  ou  o  proportionnellement  à  (o;  et  comme  (o  mesure  le 
2 

dièdre,  9  ne  varie  pas  proportionnellement  au  dièdre. 


QUESTION  194 

SolntioB  par  M.  L\  Chesnais,  élève  du  Lycée  de  Versailles. 


On  donne  une  circonféi'ence  0  et  un  diamèti^e  AB.  Trouver  le 
lieu  des  points  M  tels  que  le  carré  construit  sur  la  tangente  MT 
soit  équivalent  à  quatre  fois  le  triangle  MOP,  P  étant  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  AB. 
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Soit  R  le  rayon  du  cercle,  on  doit  avoir 

MT*  =  2MP  .  OP. 
Or  MO*=ÔP*  +  MP* 

donc  MT*  =  OP*  +  MP*  — R*  =  2MP  .  OP. 

Par  suite  (MP  —  OP)»  =  R\ 

Le  lieu  est  le  môme  que  celui  des  points  tels  que  la  diffé- 
rence de  leur  distance  à  des  droites  soit  constante. 

Or  on  sait  que  pour  un  point  pris  sur  le  prolongement  de  la 
base  d*un  triangle  isoscèle,  la  différence  des  distances  aux  deux 
autres  côtés  at  constante  et  égaie  à  l'une  des  hauteurs  égales  du 
triangle. 

Donc  le  lieu  géométrique  cherché  est  le  prolongement 
des  côtés  du  carré  inscrit. 

Nota  :  Ont  résolu  la  môme  question  :  MM.  Bernard,  Pninget.  deGhiteaiiitMfi; 
Latappy,  à  Saint-Paul-lès-Dax  ;  Yazou,  collège  Rollin  à  Paris. 


QUESTION  228 

Violation  par  M.  MoNTiaou  du  Lycée  de  Pau. 


Lieu  du  centre  d*un  triangle  équilaléral  dont  les  côtés  passent 
par  trois  points  donnés. 

Soii  ABC  un  des  triangles  équilaiéraax  dont  les  côtés 

passent  par  trois  points  don- 
nés P,  Q,  R.  Les  sommets  A, 
B,  G  de  ce  triangle  se  trouvent 
évidemment  sur  les  segments 
capables  de  60*  décrits  sur 
les  droites  PR,  PQ,  QR- 

Les  bissectrices  des  angles 
A  et  B  se  coupent  en  O.  centre 
du  triangle  équilatéral  ABC, 
et  passent  par  les  points  M, 
Ny  milieux  des  arcs  opposés. 
Ces  deux  points  M  et  N  sont 
donc  fixes*  Joignons  MN* 
L'angle  MON  est  égal  àlangle  AOB,  qui  lui-même  est  ^gal 


—  «9  — 

à  1 20^.  Le  lieu  est  donc  le  segment  du  cercle  décrit  sur  MN 
et  capable  de  1 20®.  Si  Ton  considérait  les  deux  autres  groupes 
de  bissectrices,  on  prouverait  de  même  que  ce  lieu  n'est 
autre  chose  que  les  segments  de  cercle  passant  par  M  et  L, 
L  et  N,  capables  de  120®. 

Le  lieu  cherché  est  donc  le  cercle  passant  par  les  milieux 
des  arcs  capables  de  120'  décrits  sur  PR,  PR,  QR. 

Remarque.  —  Le  problème  précédent  n*est  qu'un  cas  par- 
ticulier du  problème  suivant. 

On  donne  un  triangle  ABC  et  tin  foint  O  dan$  s(m  plan.  Le 
tHangle  ne  meut  en  restant  constamment  semblable  à  lui-même  et 
de  telle  sorte  que  chacun  de  ses  côtés  passe  par  un  point  fixe.  A 
chaque  position  du  triangle  correspond  un  point  homologue  à 
O .  Lieu  de  ce  point. 

Les  sommets  A  et  B  ont  pour  lieu  les  segments  capables 
de  A  et  B  décrits  sur  PR  et  PQ.  Il  résulte  en  outre  de  la 
construction  du  point  O  que  les  triangles  AOB  et  CAO  restent 
constamment  semblables  à  eux-mêmes  ;  les  angles  BAO  et 
OBC  sont  par  suite  constants.  Les  points  M  et  N  sont  donc 
fixes  et  l'angle  MON  étant  constant,  le  lieu  est  le  segment 
capable  de  MON  décrit  sur  MN . 

Nota.  —  M.  Ber&ut,  élève  de  mathématiques  élémentaires 
au  lycée  de  Marseille,  a  résolu  la  même  question.  Bn  outre, 
il  fait  remarquer  : 

1^  Que  les  arcs  NOM,  NDL,  LIN  étant,  chacun,  capables  de 
i20^  le  triangle  MLN  est  équilatéral.  D'où  le  théorème: 

Ijis  milieux  des  segments  de  cercle  capables  de  1 20°  décrits  sur 
les  côtés  ef  un  triangle  sont  les  sommets  d'un  triangle  équHaiéraL 

^  Le  cercle  lieu  du  point  O  passe  par  le  point  I  commun 
aux  trois  segments  de  cercle. 

En  effet,  joignons  IM,  IL,  IR. 

L'angle  RIM  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  RAM,  c*6st- 
à-dire  i5o'^.  L'angle  RIL  vaut  aussi  i5o®;  leur  somme  égale 
3oo^.  Donc  MIL  =  60^ .  Donc  le  point  I  commun  aux  trois  seg- 
ments de  cercle  bien  sur  la  circonférence  est  lieu  du  point  0« 

Nota.  —  M.  Comandré,  du  lycée  Saint-Louis,  a  résolu  la  même  question. 
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NOTE    SUR   UNE   APPLICATION 

DU  CALCUL   DES   DÉTERMINANTS 

A   CERTAINES  QUESTIONS  DE    HAXIMA  ET  DE   MINIMA 

Par  M.  E,  40.  Boqnel. 


1®  Soit  une  fonclion  F(x)  d'une  seule  variable  indépen- 
dante, et  telle  qu'on  puisse  la  mettre  sous  la  forme  de  la 
somme  de  deux  carrés  de  deux  fonctions  linéaires  de  la 
variable  x,  comme  il  suit: 

F(x)  =  {ax  +  by  +  (ax  +  6')« 
en  supposant  les  deux  fonctions  linéaires  ox  +  fc  et  ax  -|-  b' 

distinctes,  c'est-à-dire  ab'  —  ba  ^  o. 

Proposons-nous   de  trouver  le  minimum  d'une  pareille 

fonction.  Considérons  le  déterminant  A  =         .      , ,     formé 

a      b 

avec  les  coefficients  des  deux  fonctions  linéaires  qui  entrent 
dans  la  composition  de  F(a;);  déterminant  que  nous  sup- 
posons différent  de  zéro 

a  et  a'  étant  des  constantes,  le  minimum  de  F(x)  a  évi- 
demment lieu  pour  la  même  valeur  de  x  que  le  minimum  de 
(a*  +  a'*)F(a3).  Mais  on  a  identiquement,  en  représentant 
par  A  et  A  les  deux  fonctions  linéaires  ax  -{-  b  et  ax  -|-  h'  : 
{a*  -I-  o'«)(A«  +  A'«)  —  (Ma  —  Aa')«  =  a*A*  +  o'*A«  -|-  2aa'AA' 

=  (ak  -f-  a'A)«. 

Donc    (a*  +  a'«)  F(a?)  =  {Ma  —  Aa  )«  +  (a A  +  a  A')\ 

Mais  A'a  —  Aa  est  précisément  le  déterminant.A  ;  car  on 
a  :  a{ax  +  b)  —  a(ax  +  b)  =  ab'  —  ba\ 

Donc  (a*  -f-  a  «)F(a?)  =  A«  -|-  (aA  +  a  A')*. 

L'expression   dont  il  s'agit  de   trouver  le   minimum  est 

donc  égale  à  la  somme  de  deux  carrés  dont  le  premier  est 

une  constante;   son   minimum   aura   donc   lieu  quand  le 

second  carré  sera  nul,  c'est-à-dire  pour  la  valeur  de  x  satis- 

A              A' 
faisant  à  l'équation  Aa  -f-  A'a  =  o,  ou  — r  = ,    qui , 
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développée,  devient  : 

(ax  +  b)a  -f-  (ax  +  byi  =  o 
et  qui  conduit  à  la  solution 

ab  -\-  b'a 

a*  +  a* 

Pour  cette  valeur  de  x,  l'expression  se  réduit  à  A*  qui  est 

sa  valeur  minimum,  et  par  conséquent  le  minimum  de  V(x)  est 

A»  {aV  —  bay         ...  A        A  ^ 
; — -—  =  -^ — --- — 7-^—,  qui  a  heu  quand  on  donne  à  x 

a"  +  <*  a*  +  û 

db  -|-  ab' 
la  valeur  —      ,    .  Ce   sont    d'ailleurs    les    résultats 

a}  '■\-  a^ 

qu'on  obtient  par  les  procédés  élémentaires  connus. 

Pour  bien  faire  sentir  l'avantage  de  la  formule  précédente, 
où  le  minimum  de  F(a;)  est  exprimé  en  fonction  de  A,  prenons 
une  application  très  simple,  par  exemple  la  distance  d'un 
point  {x"  j/'),  à  une  droite  kx  +  By  +  G  =  o  (coordonnées 
rectangulaires). 

La  distance  cherchée  est  le  minimum  de  l'expression 

s«  =  {y  -  yy  +  {X  -  xy 

oh  x\  y  désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  la  droite 
considérée  y  c'est-à-dire  des  quantités  telles  que  l'on  ait 
identiquement  Ao?'  -|-  Bt/'  -|-  G  =  o.   Remplaçons  y    par 

_ _--,  dans  8*  ;  il  vient  : 

C'est  là  une  fonction  F(x')  de  la  variable  x\  présentant 
précisément  la  forme  étudiée  plus  haut,  et  l'on  a  : 

A  G      .      .  .    _  ^ 

/  Aa?'      ,      G      ,       A 


A  = 


B  B    +»' 


I  —  x'' 


Le  minimum  de  F{x)  est  donc  immédiatement,  en  vertu 
de  la  formule  établie. 


S«  = 


(4^+^+,. Y 


_  (Ax*  +  By'  +  C)« 


A»     ,  A»  -f  B» 

Br  +  ' 
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On  reconnaît  bien  la  formule  usitée  ea  géoméirie  analy- 
tique, quand  la  droite  est  sous  la  forme  Ajc  +  ^y  +  G  ==  o. 

30  Soit  maintenant  une  fonction  F(a^  y)  de  deux  variables 
indépendantes  et  telle  qu'on  puisse  la  mettre  sous  la  forme 
de  la  somme  de  trois  carrés  de  trois  fonctions  linéaires  des 
deux  Yariables  x  et  y,  comme  il  suit  : 

F(x,  y) = (ax+ 6tf  +  c)*  +  (a'x + 6  y  +  c  )« -I- (a'ac-f  6'y + c')*. 

Considérons  le  déterminant  formé  ayec  les  coefficients  des 
trois  ftmctions  liaéaires  qui  entrent  dans  la  com.position 

abc 
de  F(ût,  y)  :  A  =     o'   t'   c 

a"  y  c' 
et  supposons  ce  déterminant  différent  de  zéro. 

Ordonnons-le  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne;  il  prendra  la  forme  A  =  C!c  +  Gc  +  CTc'.  G,  G\ 
C  étant  des  constantes,  le  minimum  de  F(cc,  y)  a  éyidem- 
ment  lieu  pour  les  mêmes  valeurs  de  x  et  de  y  que  le  mini- 
mum de  l'expression  (G*  +  G'«  +  G'»)F(x,  y). 

Désignons  par  A,  A',  A''  les  trois  fonctions  linéaires 
ttx  -{-  by  -{-  Cy      a'x  +  6  y  +  c\      a'x  +  6'y  -j~  c'  ; 
on  a  identiquement  : 

(G«  +  C'«  +  C^JCA"  +  A'«  +  A,'^)  —  (AC  +  A'C'  -f-  AfCT)^ 
=  (CA'  —  CAO»  +  (C'A  —  CAO*  +  (CA'  —  CA)\ 

Observons  que  AG  -f  A'C'  -f-  A'G''  est  précisément  le 
déterminant  A  ;  car  si,  dans  ce  déterminant,  on  multiplie  les 
éléments  de  la  première  colonne  par  Xy  ceux  de  la  seconde 
par  y,  et  qu'on  ajoute  ces  éléments  ainsi  multipliés  aux 
éléments  correspondants  de  la  troisième  coloime,  le  déter- 
minant nouveau  est  égal  au  premier,  et  Ton  a  : 

aôox  +  ^y  +  c  |tt 

A  =     a'    V    a'x  +  ^  y  -|-  ^'       =     à 
a'    6'   a'x  +  ft>  +  c"  I  a' 

Or,  en  ordonnant  ee  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  dernière  colonne,  on  a  précisément 

A  =  AG  +  A'G'  -f.  A'G% 
puisqu'il  ne  diffère  du  proposé  que  par  le  changement  en 
A,  A',  A^  dea  ^ments  c,  c ,  c"  de  la  colonne  par  rapport  à 
laquelle  on  avait  primitivement  ordonné. 


b     A 

6'    A' 

¥   A' 
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On  a  dfme  enfin  : 

(G»  +  G'»  +  C'«)F(a?,  y)  =  A»  +  (CA'  —  CTAy 

+  {CTA  —  Gky  +  (GA-  —  G'A)«. 

Cette  expression  est  la  somme  de  quatre  carrés  dont  Tun 

est  une  constante;  son  minimum  aura  donc  lieu  quand  les 

trois  derniers  carrés  seront  nuls  (si  cela  est  possible),  c'est- 

èniire  pour  les  yaleiurs  de  x  et  de  y  satisfaisant  aux  équations 

C'A"  — CTA'  =  o,    (TA  —  CA^  =  o,    CA'  —  CA  =  o. 

Ces  trois  équations  n^en  forment  réellement  que   deux 

distinctes  ;  car  elles  ne  sont  autre  chose  que  l'égalité  des  rap- 

.        .       ,  A  A'  M' 

ports  suivants  :       -^  =  -^  =  — -  ; 

on  pcmrra  donc  généralement  tronyer  des  valeurs  de  œ  et  de 
y  annulant  les  trois  derniers  carrée  et  pour  ces  valeurs  l'ex- 
pression (G*  +  G'*  +  G''*')F(a;,  y)  atteint  son  minimum  dont 
la  valeur  est  A'.  Le  minimum  de  F(x,  y)  est  donc 

G»  +  G'«  +  G^  ' 
Appliquons  ce  résultat  à  une  question  simple,  la  recherche 
de  la  plna  courte  distance  de  deux  droites  da  rei^Miee. 

«  .    *  ta?  =  a»  4-  P 

Soient  \  k      v 

les  équations  des  drax  droites  dont  il  s'agit  (axes  rectan*^ 
golaires)* 

En  appelant(x  %f  a')  et  {œ"  %f  %")  les  coordonnées  de  deux 
points  respectivement  situés  sur  ces  droites,  le  earré  de 
la  plus  courte  diatanoe  chairehée  Mt  le  mininnm  de  Tex- 
pression 

(Test  là  une  fonction  F  (s\  n^  don  denix  variables  indé- 
pendantes z  et  z\  présentant  précisément  la  fgrme  étudiée 
plus  haut»  et  Pon  a  : 

a  —  a    p  —  p' 
A  =     b  —  Vq  —  q 

I    —   I  G 
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Le  minimum  de   F(z\  z")  est  donc  immédiatement,  ea 
vertu  de  la  formule  établie, 

a  —  a  p  —  p' 

h  —  h'  q  —  q' 

I  —  I  o 


8«  = 


(ft'  _  6)«  ^  (a'  _  a)«  +  (ôa  —  aby 
On  peut  même  retrouver  par  ce  procédé  les  équations  de 
la  droite  sur  laquelle  esl  comptée  la  plus  courte  distance. 
Les  valeurs  de  z  et  de  z"  satisfont  aux  équations  : 

az — az"  -\-p — p    bz — ftV+ç  —  9    g'  —  s' 

b'  —  6  a —  a  bâ'  —  ab' 

Éliminons  2"  entre  ces  deux  équations;  à  cet  effet,  multi- 
plions les  deux  termes  du  dernier  rapport  par  a,  puis  par  b\ 
et  retranchons  terme  à  terme  des  deux  premières,  nous 
aurons  : 

az  —  dz  -f"  P  —  P    bz  —  bz  -f-  g  —  g 

6'  —  b — a  {bà — ab')        a — a — 6' (60'  —  06)  ' 
équation  qui  peut  s'écrire  ; 

X — az  — p  y  — bz  — q 

5'  —  & — a  (bd  —  ab)  a  —  a — b' {bd  —  ab')* 

Si  l'on  y  regarde  x,  y',  z  comme  des  coordonnées  courantes, 
elle  représente  un  plan  qui  passe  par  le  pied  de  la  pins 
courte  distance  sur  la  première  droite. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  ce  plan,  qui  est  de  la  forme 
X  (x  —  dz — p)  =!*(!/ —  b'z  —  g),  contient  la  deuxième  droite; 
il  passe  donc  par  le  pied  de  la  plus  courte  distance  sur  la 
deuxième  droite;  donc  il  contient  la  plus  courte  distance 
elle-même, 

£n  éliminant  d'une  manière  tout  à  fait  semblable  z  au  lieu 
de  z'^  on  obtiendra  de  même  l'équation  d'un  second  plan 
contenant  aussi  la  plus  courte  distance;  les  équations  de  ces 
deux  plans,  considérées  comme  simultanées,  sont  donc  les 
équations  de  la  droite  sur  laquelle  est  comptée  la  plus  conrte 
distance. 

(A  suivre,) 
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ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  1880 

Composition  en  mathématiques. 
•olniloH  par  M.  Gdicha&d,  élève  à  l'école  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


Etant  donné  un  parabolo'ide  hyperbolique,  on  considère  une 
génératrice  rectiligne  A  de  cette  surface  et  la  génératrice  B  du 
même  système  qui  est  pejyendiculaire  à  la  première;  par  les 
points  aetb  ou  ces  droites  sont  rencontrées  par  leur  perpendicu- 
laire commune,  passent  deux  génératrices  rectilignes  A!  et  B' 
de  Vautre  système;  soient  a'  et  b'  les  points  où  les  deux  droites 
A'  et  B'  sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune, 

40  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  b,  et  celui  des  points  a'  et  b' 
quand  la  droite  A  décrit  le  parabolcHde. 

^  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A  et  B' 
ou  A'  et  B. 

3^  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  des  perpendicu- 
laires communes,  et  étudier  la  variation  de  ces  longueurs, 

4^  Lieu  des  points  a  et  b. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

La  droite  ab  restant  constamment  perpendiculaire  au  plan 

directeur  auquel  sont  parallèles  A  et  B,  quand  la  droite  A  se 

déplace  sur  la  surface,  ab  décrit  un  cylindre.  L'intersection 

de  ce  cylindre  avec  la  surface  donnera  le  lieu  demandé. 

Pour  déterminer  ce  cylindre,  je  prends  pour  plan  horizontal 

de  projection  le  plan  directeur  parallèle  aux  droites  A.  Les 

droites  A  et  B  se  projettent  sur  ce  plan  suivant  deux  droites 

rectangulaires  A,,   B^;   la  verticale  ab  rencontre  le  plan 

horizontal  au  point  M.  Les  droites  A^  et  B^  sont  d'ailleurs 

tangentes  à  la  parabole  de  contour  apparent  de  la  surface. 

Il  en  résulte  que,  lorsque  la  droite  A  se  déplace,  le  point  M 

décrit  la  directrice  de  cette  parabole.  La  droite  ab  décrit  le 

plan  vertical  qui  a  pour  trace  horizontale  DM.  Ce  plan  coupe 

la  surface  suivant  une  hyperbole  qui  est  le  lieu  demandé. 

JOUKAAL  DB  HATH.  1880.  30 
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SOLUTION   ANALYTIQUE 

Je  place  l'origine  au  sommet  du  paraboloïde  ;  je  prends 
pour  plan  des  xy  le  plan  directeur  parallèle  aux  droites  A  ;  eî 
dans  ce  plan,  je  prends  pour  axe  des  y  Taxe  du  paraboloïde; 
l'axe  des  x  sera  alors  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  des 
xy  coupe  la  surface.  L'équation  de  la  surface  sera  : 

z{ax  +  bz)  =  y. 
Les  droites  Â  et  B  ont  pour  équation 
A  ji5  =  X  \(ax  +  bz)  =  y. 

B  ji  =  [A  f*(<M5  4-  bz)  =  y.  (i) 

Avec  la  relation         a'X[x  +  i  =  o 
qui  exprime  que  les  droites  sont  rectangulaires. 

Les  projections  de  A  et  B  sur  le  plan  de  xy  ont  pour 
équations 
A,  Hax  +  bX)  =  y,  (î) 

Bi  Aax  +  6fi)  =  y.  (3) 

Pour  avoir  l'équation  du  cylindre  que  décrit  ab,  il  suffit 
d'éliminer  X  et  [x  entre  (1)  (2)  et  (3),  Pour  cela,  je  retrandie 
membre  à  membre  (2)  et  (3),  on  obtient 

(X  -^)[ax  +  6(X  +  |x)]  =  o 
ou,  en  laissant  de  côté  pour  le  moment  la  solution  X  —  {x = o. 

X  +  |x= — . 

La  relation  (1)  donne  d'ailleurs 

d'où  x«  +  ,.»=-jp.+-l.. 

D'ailleurs,  si  j'ajoute  (2)  à  (3)  membre  à  membre 

a^(^  +  I*)  +  6(X«  +  fx»)  =  2y.  (4) 

En  portant  dans  cette  équation  les  valeurs  précédentes  de 

X  +  f*  et  X*  +  (X*,  on  a  :    y  =  -— . 

La  droite  àb  décrit  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  y; 
ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  dont  les  équa- 
tions sont  y  =  —7,  (ax  +  àz)  =z  -7. 
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Cette  hyperbole  a  son  centre  sur  l'axe  des  y. 
Les   asymptotes  sont  parallèles  à  Ox  et  OA,  traces  des 
plans  directeurs  sur  le  plan  des  zx. 
Je  reprends  la  solution  X  =  (a. 
La  relation  (1)  donne 

^  o  * 

L'équation  (4)  donne 

y  =±  xt -. 

Ce   qui  représente  deux  plans  imaginaires;  leur  droite 
d'intersection  est  verticale,  et  son  pied  sur  le  plan  des  xy  a 

pour  coordonnées  x  =  o,  y  = ^ . 

Les  droites  A  et  B  sont  confondues  pour  ces  valeurs  de 
X  et  [A,  elles  se  projettent  suivant  les  droites 


V  '^H^J  +^'  =  °- 


Ces  droites  appartiennent  aux  directions  asymptotiques 
d'une  sphère;  on  peut  considérer  chacune  de  ces  droites 
comme  perpendiculaires  sur  elles-mêmes,  le  lieu  des  pieds 
des  perpendiculaires  communes  sera  ces  droites  elles-mêmes. 

On  aurait  pu  trouver  cette  solution  singulière  par  la 
géométrie,  en  remarquant  que  le  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  une  parabole  se  compose  de  la 
directrice  et  des  deux  droites  isotropes  menées  par  le  foyer. 

On  peut  vérifier  facilement  que  la  droite  y  =  —  et  le  point 

X  ==  o,   y  = j-  sont  la  directrice  et  le  foyer  de  la  para- 

bole  de  contour  apparent  dont  l'équation  est 

a*x*  +  4^  ==  o. 

Dans  cette  discussion,  j'ai  supposé  a  et  6  ^  o  ;  si  a  =  o, 
la  surface  est  un  cylindre  parabolique  ;  il  n'y  a  plus  de  pro- 
blème. 

Si  6  =  G,  la  surface  est  un  hyperboloïde  équilatère,  les 
droites  A^  et  B^,  au  lieu  d'envelopper  une  parabole,  passent 
par  un  point  fixe  qui  est  le  sommet  de  la  surface.  Les  équa- 


—  les- 
tions des  droites  A^  et  B^ 

Xax  =  y 

[Uix  =  y 
avec  a*A(jL-|-  i  =  o,  ce  qui  donne  comme  lieu  de  a^Féquation 

^*  +  y*  =  o. 

qui  représente  deux  plans  imaginaires  passant  par  l'axe 
des  z.  Il  était  bien  évident,  a  priori^  que  Taxe  des  z  ferait 
partie  du  lieu,  puisque  toutes  les  droites  A  s'appuient  sur 
Taxe  des  %  et  lui  sont  perpendiculaires. 

Lieu  des  points  a'  et  h\ 

Les  équations  des  droites  Â'  et  B'  sont  : 

A'  {ax  +  bz)  =  [Xi  H^  =  y 

B'  (ax  -|-  bz)  =  Xi  Xi»  =  y. 

Les  droites  A!  et  B  sont  dans  un  même  plan  vertical  ; 

elles  se  projettent  horizontalement  suivant  la  même  droite. 

Les  équations  de  ces  projections  sont: 
A'i  [f^ax  +by  =  }Xi% 

Bi  [MX  4-  6l**  =  y- 

Pour  que  ces  équations  représentent  une  même  droite  il 
faut  que  Ton  ait  : 

N    _   —  l^'    _      à 

Toutes  ces  relations  sont  vérifiées  pour  la  même  valeur  de 
(j^  ;  ce  qui  était  évident,  d'après  la  discussion  géométrique 
ci-dessus.  Il  faut  donc  prendre 

lf^=  —  b[L, 
Xi  =  —  6X. 
Les  équations  des  droites  A'  et  B'  deviennent  : 
A'  (KC  -f-  6jj  =  —  6[*       —  ftfAjjf  =  y, 

B'  ax  -^-bz  =  —  6X        —  6Xjj  =  j/. 

La  droite  ab'  reste  perpendiculaire  au  deuxième  plan 
directeur  ax  -]-  bz  =z  o.  Pour  avoir  la  section  droite  de  ce 
cylindre,  je  fais  tourner  les  axes  de  coordonnées  dans  le  plan 
des  zx  en  prenant  pour  nouvel  axe  des  x  la  droite  ON  et 
pour  nouvel  axe  des  z  la  droite  ON'  perpendiculaire. 

Dans  ce  système  d'axes  la  droite  Ox  aura  pour  équation 
ax  -{-  6jï  =  G,  la  droite  Oz^  —  ftoî  +  eu  =  o. 
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Ponr  passer  de  l'ancien  système  au  nouveau  il  suffira  de 

remplacer 

—  bx4-  az  axA^by 

X  par  — ,  — ,      z  par  --====- 

On  voit  d'après  ces  formules  que^ 

ax'\'b»  devient  %  Y  a*  +  ^*  • 

L'équation  du  paraboloïde  restera  la  même,  ce  qui  était 
évident  d'ailleurs,  puisque  les  deux  plans  directeurs  doivent 
jouer  le  même  rôle  dans  la  surface. 

Les  équations  des  droites  A'  et  B'  deviennent  dans  ce 

système  en  posant  8  =  yO'*  +  &* 
A'  S«  =  —  6[x        —  6jx  (ax  +  bz)=  By, 

B'  Zg  =  —b\       —  b\  (ax+  bz)  =  Zy. 

Les  projections  de  A'  et  B'  sur  le  deuxième  plan  directeur 

ont  pour  équation  : 

ftfx  (Soo?  —  6V)  =  —  î'î/f  (8) 

ftX  (Soo?  —  6*X)  =  —  8«t/.  (6) 

Avec  (1)  Xjxa"  +  i  =  o. 

En  éliminant  X  et  (a   entre  ces  trois  équations  on   aura  • 
l'équation  du  cylindre  que  décrit  db'. 

En  retranchant  (5)  et  (6)  membre  à  membre  et  en  supposant' 
o  et  ft  ^  o      (X  —  fx)  [lax  —  6*(X  +  ^)]  =  o. 
En  laissant  de  côté  la  solution  X  —  [x  =  o 

dou  X«  +  ,xt  =  — __  +  _. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation 

biax{X  +  [»•)—  6\X*  +  (x«)  =  —  28*t/ 
obtenue  en  ajoutant  (S)  et  (6),  membre  à  membre,  on  a  : 

^'y = ir- 

Dans  le  plan  des  xy  cette  équation  représente  une  droite 
parallèle  à  la  directrice  de  la  parabole  de  contour  apparent. 
Dans  l'espace  elle  représente  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  de  la  surface;  ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une 
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hyperbole  qui  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des 
zx.  L'équation  de  cette  projection  est 

L'équation  ne  changera  pas  d'ailleurs  si  l'on  revient  aux 
axes  primitifs. 
La  solution  X — (x  =  o  donne  encore  deux  plans  imaginaires. 

2®  Lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  A  et  B',  ou  A.'  et  B. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

Au  point  d'intersection  de  A  et  B'  le  plan  tangent  à  la 
surface,  qui  contient  les  droites  A  et  B',  est  vertical  ;  le  point 
d'intersection  se  trouve  donc  sur  la  courbe  de  contact  du 
cylindre  vertical,  circonscrit  à  la  surface.  Cette  courbe  de 
contact  n'est  autre  chose  que  la  parabole  du  contour  appa- 
rent. 

SOLUTION    ANALYTIQUE 

Les  droites  A  et  B'  ont  pour  équation  : 
A  j5  =  X  X{ax  -f-  bz)  =  y, 

B'        ax-\-  bz  =  —  bX  —  bXz  =  y. 

Le  z  du  point  d'intersection  sera  égal  à  X.  Pour  avoir  une 
relation  entre  Yx  et  Vy  du  point  d'intersection,  c'est-à-dire 
pour  avoir  le  cylindre  projetant  verticalement  la  courbe 
d'intersection,  il  suffira  d'éliminer  X  entre 

ax-\-bX^= — 6X  et  Xiax-^-bX)  =  y. 

Ce  qui  donne Tv^*^ )  ^^  ï 

a*x^  -f-  4&i/  =  o; 
la  trace  de  ce  cylindre  sur  le  plan  des  xy  est  la  parabole  de 
contour  apparent. 

3®  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  et  étudier  les 

variations  de  ces  longueurs. 

La  plus  courte  distance  des  horizontales  A  et  B  est  la 
distance  des  plans  horizontaux  menés  par  A  et  B,  c'est-à- 
dire  en  valeur  absolue  X  —  jx. 

De  même  la  distance  des  droites  A'  et  B'  est  la  distance 
des  plans  menés  par  ces  droites,  parallèlement  au  deuxième 
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plan  directeur  ;  plans  qui  ont  pour  équation  dans  le  deuxième 
système  de  coordonnées  : 

_        b      .  _        b 

Z  —  -r-    .   A  Z —  -T-   .   (A, 

La  plus  courte  distance  a  V  est  en  valeur  absolue 

Y  •  (^  — f*)- 

On  a,  par  conséquent,  — r-  =  -7-, 

rapport  qui  reste  constant. 

Pour  étudier  les  variations  de  ab,  ah\  il  sufïit  d'étudier 
les  variations  de  X  —  (jl  ;  X  et  (jl  étant  reliés  par  la  relation 

X  et  ;x  sont  de  signes  contraires,  leur  produit  est  constant, 
la  somme  X  -f-  [^  P^^t  prendre  toutes  les  valeurs.  Je  prends 
X  4  p*  comme  variable  indépendante. 

(X  -  (I.)' =  (X +(*)'  + ■^. 

X  —  [x  croit  en  même  temps  que  X  -j-  [*  croit  en  valeur  absolue 

2      2 
et  peut  prendre  toutes  les  valeurs  plus  grandei^  que  — ;  — - 

est  donc  le  minimum  de  la  plus  courte  distance  des  droites 

2       b 
A  et  B.  —  .  -—  sera  le  minimum  de  la  plus  courte  distance 

des  droites  A'  et  B'. 


CHOIX  DE  QUESTIONS 

PROPOSÉES  AUX  EXAMENS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Algèbre. 

Chercher  pour  quelles  yaleurs  de  a;  la  série 

,  -I [.  4-  +  . . .  -I-  -f  est  convergente. 

I              ^2                >/3                             yjn 
Trouver  en  môme  temps  la  limite  vers  laquelle  tend  ■    ■  quand  n  croit 

indéfiniment,  sans  employer  la  règle  de  L'Uospital. 
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—  En  cherchant  la  plus  grande  commune  mesure  entre  deux  lon^œiiK 
A  et  B,  on  a  les  égalités  successives 

A  =  Bç  +  R 
B  =  Rç,  +  R, 


Rn  —  a  =  Rn  —  içi»  +  Rn 

En  supposant  Rn  =  o,  le  rapport  -^  s'exprime  par  une  fraction  eontiaiie 

terminée.   On  propose  de  déduire  de  cette  considération  que   les    réduites 
successives  d'une  fraction  continue  sont  des  fractions  irréductibles. 

—  Sachant  qu'entre  trois  racines  x\  x\  x"  de  l'équation  f[x)=  o  on  a  une 
relation  ^\x\  afy  x*'\  =  o,  on  demande  la  marche  à  suivre  pour  abaisser  le 
degré  de  l'équation  f{x\  =  o,  c'est-à-Klire  pour  ramener  sa  résolution  à  celle 
d'une  équation  du  degré  moindre. 

oh  —  I 

—  On  demande,  à  propos  de  la  dérivation  de  az,  si  le  rappport 

tend  vers  sa  limite  en  croissant  ou  en  décroissant. 
Distinguer  entre  a  >  i  et  a  <  i. 

—  a  étant  un  nombre  entier,  réduire  Va(a  +  i  )  en  une  fraction  eontinne. 

[fx\ 

—  Soit  l'expression  x  —  •  ;  on  demande  à  quelles  conditions  doit  satis- 
faire une  valeur  de  x  comprise  entre  les  deux  nombres  a  et  6  pour  que  la 
fonction  considérée  soit  croissante  pour  cette  valeur  de  x.  a  et  6  ne  comprenant 
entre  eux  aucune  racine  de  la  dérivée. 

as?  +  5.r  4-  c 

—  Soit  la  fraction     ,  ,  .    ^, — ; — —  :  on  demande  de  former  réquation  do 

aic*  ■\-hx  ■\-  c 

deuxième  degré  qui  admet  pour  racines  les  valeurs  de    x  qui  répondent  an 
maximum  et  au  minimum  de  la  fraction  donnée. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle 


p  et  g  désignant  deux  nombres  entiers  quelconques. 

—  ^[x]  =  o  étant  une  équation  à  coefiQcients  imaginaires,  qui  admet  pour 
racine  une  imaginaire  de  la  forme  a  -f  &v^i  )  établir  que  l'équation  conjuguée 
de  la  proposée  (c'est-à-dire  celle  que  l'on  en   déduit  en  changeant  v^ —  i  eo 

—  ^—  i)  admet  pour  racine  l'imaginaire  a  —  &^—  i  conjuguée  de  a  +  6v^—  i. 

—  Etudier  les  variations  de  la  fonction 

y  =  a?  +  *>,/  £D»  —  I 
quand  x  varie  de  —  oo  à  +  oo . 

—  Démontrer  :  1*  que  quand  on  multiplie  deux  polynômes  par  un  troisième, 
leur  plus  grand  commun  diviseur  est  multiplié  par  ce  troisième  polynôme; 
2*  que  si  un  polynôme  divise  un  produit  de  deux  polynômes  et  est  premier  avec 
l'an  d'eux,  il  divise  l'autre. 

—  Réduire  2  +  v^  en  fraction  continue. 

—  Etablir  que  les  logarithmes  de  deux  nombres,  pris  chacun  dans  le  système 
dont  l'autre  est  la  base,  sont  inverses  l'un  de  l'autre,  c'est-Â-dire  que 

log  5a  xlog  a5=  I. 
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—  Former  l'équation  da  deuxième  degré  dont  l'une  des  racines  est  la  valeur 
de  la  fraction  continue 

3  +   I 


5+    I 


6  +  I 


8  +  I 


6  +  I 


8  +  . 


—  Etant  donnée  l'équation^  (a?)  =:  o,  on  demande  de  former  une  équation 
telle  que  chacune  dé  ses  racines  y  soit  liée  à  deux  quelconques  des  racines  de 
la  proposée  par  une  relation  telle  que  y  =  m{x\  aj"). 

—  Expliquer  comment  on  peut  faire  la  séparation  des  racines  de  l'équation 
du  quatrième  degré  au  moyen  du  théorème  de  Rolle. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction 

I  •  ^  .  3  .  . . .  fi 

(.r+  i){x-\-2)  (a;-f-3)  ...  (a? -f  w)  ' 

—  De  la  formule  cos  (a  +  2»)  =  cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  6,  déduire  la  for- 
mule qui  donne  sin  (g  +  &),  par  la  dérivation. 

—  Réduire  ^a*  —  i  en  fraction  continue. 

—  Etudier  les  variations  de  la  fonction  implicite  définie  par  l'équation 
^'  +  y*  —  1=0,  quand  x  varie  de  —  oo  à  -|-  oo . 

—  Les  conditions  que  l'on  trouve  en  exprimant,  au  moyen  du  théorème  de 
Sturm.  qu'une  équation  du  degré  m  a  toutes  ses  racines  réelles^  sont-«lies  toutes 
distinctes?  —  Pourquoi  y  en  a-t-il  qui  rentrent  dans  les  autres?  —  Si  l'une 
des  fonctions  de  Sturm,  Xp,  a  des  racines  imaginaires,  l'équation  proposée 
peut-elle  avoir  toutes  ses  racines  réelles?  —  Combien  en  a-t-elle  au  moins 
d'imaginaires?—  Que  peut-on  dire  de  l'équation  proposée  quand  Xji  =  o  a 
une  racine  double  ? 

—  Le  nombre  i  +  ^v/N  rend-il  aussi  positif  le  premier  membre  de  la  dérivée 
du  polynôme     Axm  —  N(arn»  —  p^xm  —  p  —  i-\-  ...  +  i)? 

Rend-il  aussi  positif  le  premier  membre  de  la  dérivée  de  l'équation  proposée? 

Géométrie  analytique  plane. 

Construire  la  courbe  dont  l'équation  est  : 

3 


y=:x  %/-i ^ asymptotes. 

Y      I  "^  «17 


—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  ainsi  que  le  point  où  cette  tangente 
rencontre  la  directrice  de  la  courbe;  on  donne  en  outre  un  cercle  ayant  ce 
point  pour  centre  et  un  rayon  donné  r,  cercle  que  l'on  considère  comme  le 
lieu  des  sommets  des  paraboles  considérées  ;  former  l'équation  générale  de  ces 
courbes. 

—  Déduire  de  l'équation  de  la  tangente  en  coordonnées  polaires  l'équation  de 
l'asymptote. 

Trouver  les  asymptotes  de  la  courbe 

^{i  —  2  sin  ii>]  —  2p*  cos  »  +  I  —  tg  »  =  o. 

—  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  trouver  le  iieii  des  points  U  tels  que 
l'angle  MBA  soit  le  double  de  l'angle  MAB. 
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—  Construire  la  coarbe  représentée  par  l'éqfuation 

rr3  +  y»  =  i. 

—  Étant  donné  un  cercle  0  et  un  rayon  fixe  OÀ,  on  prend  un  rayon  mobile  OB  ; 
trouver  le  lieu  du  point  M  de  rencontre  des  perpendiculaires  AH  et  BK 
abaissées  de  l'extrémité  de  chaque  rayon  sur  l'autre  rayon. 

—  On  donne  les  équations  de  deux  cercles  en  coordonnées  reetangoIaireB 

a;*  +  y'  -f-  2dx  +  2ey  -{-  f  =  o 

a?*  4-  y'  +  2d'a?  -j-  ze'y  -f  /"  =  o. 
Exprimer  que  ces  deux  cercles  se  coupent  orthogonalement  en  leurs  pointe 
de  rencontre. 
Généraliser  pour  deux  courbes  quelconques. 

—  Démontrer  que  par  les  points  de  rencontre  de  deux  ellipses  quelconques, 
on  peut  toujours  &ire  passer  une  hyperbole. 

—  On  donne  une  asymptote  d'une  hyperbole,  ainsi  que  le  point  où  elle  reo- 
contre  la  tangente  en  l'un  des  sommets;  on  donne  en  outre  la  longueur  de  l'axe 
transvei*se.  On  demande  l'équation  générale  des  hyperboles  ayant  ces  conditions 
communes. 

—  On  demande  l'équation  générale  des  paraboles  qui  ont  de  commun  un 
point  de  l'axe,  un  point  de  la  directrice  et  le  paramètre. 

.  — -  L'équation  gâiérale  du  deuxième  degré  à  deux  variables  représentant  une 
parabole,  on  demande  de  calculer  la  valeur  du  paramètre  en  fonction  des  coeffi- 
cients. 

— Étant  donnée  l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  bipolaires,  on  demande 
de  déterminer  la  tangente  en  un  de  ses  points.  —  Appliquer  le  résultat  À  l'el- 
lipse, à  l'hyperbole  et  à  la  lemniscate. 

—  On  prend  sur  une  ellipse  deux  points  M'  et  M'.  Du  point  M' comme  centre 
on  décrit  un  cercle  passant  par  le  foyer  de  droite.  Du  point  M' on  décrit  ob 
deuxième  cercle  passant  par  le  même  foyer.  Calculer  la  longueur  de  la  tangaite 
commune  à  ces  deux  circonférences. 

—  On  mèue  deux  diamètres  quelconques  MOM'  et  POF  d'une  hyperbole 
équilatère;  on  joint  un  point  Q  quelconque  de  cette  hyperbole  aux  points  M,  P, 
M',  F';  démontrer  que  les  angles  PQM  et  P'QM'  sont  égaux. 

—  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  ont  en  commun  une  tangente, 
son  point  de  contact,  et  les  points  où  cette  tangente  rencontre  les  deux  directrices. 

—  On  donne  un  foyer  d'une  ellipse,  et  une  droite  sur  laquelle  est  compté 
l'un  des  diamètres  conjugués  égaux.  Trouver  l'équation  générale  des  ellipses 
satisfaisant  à  ces  conditions. 

—  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune, 
ainsi  que  le  point  où  l'autre  asymptote  coupe  l'une  des  deux  directrices. 

—  Trouver  les  asymptotes  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

û'  (i  —  4sin*  CD)  +  ip'  sin  w  H-  cos  cû  —  I  =  o. 

—  Former  l'équation  générale  des  paraboles  qui  ont  en  commun  une  tan- 
gente, le  point  A  où  cette  tangente  rencontre  les  directrices,  et  dont  le  lieu 
des  foyers  est  un  cercle  décrit  de  A  comme  centre  avec  rayon  donné. 

—  Intersection  de  deux  coniques  ayant  un  foyer  commun. 

—  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  un  sommet  com- 
muns. 

—  Construire  la  courbe  p  =  tang  id  —  i . 

—  Étant  donnés  un  cercle  et  une  direction  fixe,  par  un  point  quelconque  d*un 
diamètre  donné  on  mène  une  ordonnée  dont  on  prend  le  milieu.  Trouver  le 
lieu  du  rabattement  de  ce  point  milieu  sur  la  parallèle  à  la  direction  fixe  menée 
par  le  pied  de  l'ordonnée. 
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—  Constraire  la  conrbe  y  =a^  —  x. 

Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  cette  courbe  qui  sont  parallèles  à 
la  droite  y  =^x. 

—  Trouver  le  maximum  de  la  distance  du  centre  à  une  normale  à  l'cUipse. 

—  On  donne  une  droite  et  trois  points  dans  un  plan  ;  former  l'équation  de  la 
conique  qui  passe  par  les  trois  points,  et  dont  la  droite  donnée  est  un  axe. 

—  On  donne  une  hyperbole  équilatère,  et  un  point  fixe  M  sur  l'un  des  axes. 
On  mène  un  diamètre  quelconque  qui  rencontre  l'hyperbole  aux  points  A  et  B. 
Par  les  trois  points  M,  A,  B  on  foit  passer  un  cercle,  et  on  mène  en  A  et  B  les 
tangentes  à  ce  cercle;  elles  se  coupent  en  un  point  P.  On  joint  PM  ;  cette  droite 
rencontre  le  cercle  aut  deux  points  M  et  N.  A  chaque  position  de  la  droite  AB 
répond  un  point  N;  démontrer  que  ce  point  N  décrit  la  polaire  du  point  M  par 
rapport  à  l'hyperbole. 

—  Former  l'équation  générale  des  paraboles  qui  ont  en  commun  une  tan- 
gente, le  point  où  elle  rencontre  l'axe,  et  dont  le  lieu  des  sommets  est  une  cer- 
taine droite  perpendiculaire  à  la  tangente. 

—  Lieu  des  milieux  des  cordes  normales  à  la  parabole. 

—  L'équation  d'une  courbe  algébrique  étant  supposée  mise  sous  la  forme 

former  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  donné,  et  en  déduire  l'équation 
de  l'asymptote  en  considérant  cette  dernière  comme  une  tangente  dont  le  con- 
tact s'est  éloigné  à  l'infini  sur  la  courbe. 


CONCOURS  GENERAUX  1880 


Matlié]natiq[ues  spéciales. 

Prehcer  concours  (retiré),  —  Le  produit 

(I  -h  ga)  (I  +  q^A  [l  +  q'^)  ...   (I  +  î2n  -  1  ;j)  (,  +  1_)  (,  ^£.)  ... 

z  z 

Ç2n  -  i 


étant  représenté  par 

■^^+  "^zJlT"   +...+-^  +  A.  +  Al»  +  ...  +  A''»''. 

on  demande  d'exprimer  en  fonction  de  q  le  coefficient  des  différentes  puissances 
de  z;  2*  le  paramètre  q  étant  un  nombre  réel  dont  la  valeur  absolue  est  infé- 
rieure à  l'unité,  ou  une  qUfantité  imaginaire  dont  le  module  est  inférieur  à 
l'unité,  démontrer  que  le  coefficient  do  %^  tend  vers  une  limite  quand  r  aug- 
mente indéfiniment,  et  déterminer  cette  limite. 

Dbuxiàhe  concours.  —  Sur  une  courbe  donnée  du  troisième  degré  ayant  un 
point  de  rebroussement  0,  on  considère  une  suite  de  points  A—  n  i  A  ~  (n  —  i) 
•  •  •  A  - 1  ,  Aq,  A„  A}  . . .  An  tels  que  la  tangente  en  chacun  de  ces  points 
rencontre  la  courbe  aux  points  suivants.  1**  Ëtant  données  les  coordonnées  du 
point  A«,  on  propose  de  trouver  les  coordonnées  des  points  A  —  n  et  An  ,  et  de 
déterminer  la  limite  de  ces  points  quand  n  augmente  indéfiniment. 

2'  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  premier  point  limite  lorsque  la  courbe 
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da  troisième  degré,  en  oonserrant  le  même  point  de  rebroussemeat  et  la  mèi^ 
tangente  en  ce  point,  passe  constamment  par  trois  points  fixes  P,  Q,  R.  Ob 
étudiera  comment  varie  le  point  d'intersection  de  ce  lien  et  des  côtés  PQl 
quand  les  sommets  se  déplacent  sur  des  droites  passant  par  le  point  O. 

Mathimatlques  élémentairefl. 

Résoudre  le  système  de  n  équations  à  n  inconnues  : 

Xx  {Xi^  Xi+.,.  +œn-i  +  x  )  +  1 .2  (flP,  4-  a?2  +  •  •  •  +  ^w  )*  =  9  «^ 
(Cï  (x,  +  a?4  +  . . .  +  a?n  +  a?i)  -h  2 . 3  (a?,  +  a^  +  •  •  •  +  a?    )*  =  a5  a' 

ODn  [xi  -\- Xi -{•  ...  -}-  aîQ  -  2  +  a?n  -  1  )  +  n  (n  4-  I  )  (iw  4-  oa  +  ...  +ato  y 

=  (2n+  i)»a» 
—  D'un  point  0,  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  passent  quatre  droites  qm 
coupent  la  circonférence,  la  première  aux  points  a  et  a',  la  seconde  en  6  et  b\ 
la  troisième  en  c  et  c',  la  quatrième  en  d  et  d'.  Prouver  que  le  sinus  des  moitiés 
des  arcs  ac^  bd,  ad,  hc,  a'c\  h'd\  a'd\  h'c\  sont  liés  par  la  relation 

sin  —  oc  .  sin  —  bd  .  sin  —^a'd' .  sin  —  6'c' 

2  2  2  2 

sin  —  c6  .  sin  —  da  ,  sin  —  d^b'  .  sin  -^  ad 

2  2  2  2 

Philosophie. 

~  La  terre  étant  supposée  sphérique,  on  considère  les  points  M  de  la  suria» 
dont  la  latitude  est  égale  à  la  longitude: 

1*  Déterminer  le  lieu  des  projections  du  point  M  sur  le  plan  de  Téquateur; 

2*  Déterminer  le  lieu  des  droites  ÀM,  À  étant  le  point  de  l'équatear  à  partir 
duquel  on  compte  les  longitudes. 


LICENCE  DES  INSTITUTS  TECHNIQUES  EN  ITALIE 


Session  d'été  1880. 

Connaissant  deux  côtés  a  et  &  d'un  triangle,  et  la  bissectrice  l  de  l'angle  G, 
résoudre  le  triangle.  —  Application  : 

a  =  3,i5; 

6  =  2,25; 

l  z=.  1,62. 

-—  Trouver  les  quatre  termes  d'une  progression  arithmétique  connaissant  le 

produit  des  termes  moyens,  le  produit  des  extrêmes  et  la  somme  des  cubes  des 

quatre  termes. 


—  477  — 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


FACULTÉ  DE  PARIS 

Session  de  JulUet  1880. 

On  donne  le  rayon  R  du  quart  de  cercle  AOB;  déterminer  la  distance  OD 
de  la  parallèle  CD  à  OA,  de  telle  sorte  que  le  rapport  des  volumes  engendrés 
par  les  triangles  COD,  GOA,  dans  la  rotation  autour  de  OA,  soit  égal  à  un 
nombre  donné  m.  Indiquer  les  limites  entre  lesquelles  doit  être  compris  le 
rapport  donné  m. 

• —  Déterminer  le  nombre  a  de  façon  que  la  somme  des  carrés  des  racines  de 
1  équation  a;»  +  {2  —  o)*  —  o  —  3  =  o 

soit  la  plus  petite  possible. 

^  • 

—  On  donne  tg  —  =  &.  On  demande  de  trouver  sin  a  en  fonction  de  b.  On 

appliquera  au  cas  de  &  =  2  —  y/T,  et  dans  ce  cas,  on  donnera  en  degrés  la 
valeur  de  l'arc  a  sans  avoir  recours  aux  logarithmes. 

—  Former  une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  x'  et  x^  satisfassent 
aux  relations  x'af  -{-  x'  +  a?'  —  a  =  o, 

x'x'  —  a{x'  +  a;')  -h  I  =  G  ; 
quelle  valeur  fiiut-il  donner  k  a  pour  que  les  racines  de  cette  équation  soient 
réelles?  pour  qu'elles  soient  positives  ? 

—  Les  trois  côtés  d'un  triangle  ont  pour  valeur  : 

=  y^        c  =  -^ —     ^^  :   on   demande  de  donner  en 
2    ;  4         ' 

degrés  les  valeurs  des  angles  de  ce  triangle  sans  avoir  recours  aux  loga- 
rithmes. On  calculera  la  surface  du  triangle  et  le  rayon  du  centre  circonscrit. 

—  Trouver  en  degrés  toutes  les  valeurs  de  l'arc  x  qui  satisfont  à  l'égalité 

2  tgo; 


cos  â;  = 


I  +  tg»  a; 


ÉCOLE  CENTRALE  1880 


SESSION  DE  JUILLET 

Qéoniétrie  cuialsrtlGnie. 

Soient  Orr,  Oy,  deux  axes  rectangulaires;  sur  Oxj  un  point  A,  sur  Oy,  un 
point  B.  On  mène  par  le  point  A  une  droite  quelconque,  AR,  de  coefficient 
angulaire  m. 

1*  Former  l'équation  de  l'hyperbole  H,  qui  est  tangente  à  l'axe  Ox  au  point  0, 
qui  passe  par  le  point  B,  et  pour  laquelle  la  droite  AR  est  une  asymptote. 
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2*  On  fait  Tarier  m,  et  on  demande  le  lien  décrit  par  le  point  de  renec»tre  et 
la  tangente  en  B  à  Thyperbole  et  à  l'asymptote  ÂR. 

3*  On  considère  le  cercle  circonscrit  aa  triangle  AOB;  oe  cercle  coape  llirps- 
bole  H  aux  points  0  et  B,  et  en  deux  autres  points  P  et  Q.  Former  réqnatiji 
de  cette  droite  PQ  ;  puis,  faisant  varier  m,  trouver  successivement  les  iieiii  de 
points  de  rencontre  de  cette  droite  PQ  avec  les  parallèles  menées  par  le  poist 
0,  soit  à  l'asymptote  AR,  soit  à  la  seconde  asymptote  de  l'hyperbole  H. 

Géométrie  descriptive. 

Une  sphère  donnée,  dont  le  rayon  est  égal  à  0"',090,  touche  les  deux  plans  à? 
projection  à  0",100  du  bord  gauche  du  cadre.  Dans  le  plan  du  petit  cercle  àè 
front,  distant  de  O^ISO  du  plan  vertical  de  projection  à  la  droite  du  centre  de 
ce  cercle,  et  à  une  distance  de  ce  centre  égale  à  la  moitié  du  rayon  du  même 
petit  cercle,  on  mène  une  verticale;  sur  la  partie  de  cette  verticale  comprime 
entre  son  point  supérieur  de  rencontre  avec  la  sphère  et  le  plan  horizontal  de 
projection,  on  construit  un  triangle  équilatéral  ;  ce  triangle,  en  tournant  autour 
de  cette  verticale,  engendre  un  double  cône;  on  demande  de  représenter  li 
sphère  donnée,  supposée  pleine  et  opaque,  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps 
comprise  dans  le  double  cône. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  détermieer 
un  point  quelconque  de  la  ligne  commune  À  la  sphère  et  à  l'un  des  cônes,  et  b 
tangente  en  ce  point. 


CORRESPONDANCE 


Nous  avons  reçu  de  M.  Biandsutter,  professeur  à  Luceme,  ane  sdnlioa 
fort  simple  de  la  question  n»  159;  nous  croyons  devoir  signaler  cette  solniion 
ici. 

Le  problème  proposé  était  celui-ci  :  Par  quatre  points  donnés,  faire  passer 
quatre  droites,  de  façon  qiie  la  figure  formée  soit  un  carré. 

L'auteur  de  la  solution  que  nous  signalons  s'appuie  sur  la  proposition  sui- 
vante qu'il  est  très  facile  de  vériQer  :  Deux  droites  rectangulaires  menées  dans 
le  plan  d'un  carré ,  sont  telles  que  les  portions  de  chacune  de  ces  droites  com- 
prises entre  deux  côtés  opposés  du  carré  sont  égales. 

D'après  cela  rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  un  cinquième  point  du 
carré,  situé  sur  l'un  des  côtés.  Appelons  o,  p,  y,  8  les  quatre  points  donnés 
o  et  y  étant  sur  deux  côtés  opposés,  p  et  ô  sur  les  deux  autres;  si  par  «  et  f 
je  mène  une  droite  et  que  par  p  je  mène  une  perpendiculaire  à  oy,  sur  laquelle 
je  prends  p8'  égal  à  ay,  le  point  6  est  un  point  du  côté  qui  passe  par  d;  donc  en 
menant  8d\  et  par  p  une  parallèle  à  cette  droite,  puis  par  a  et  y  des  perpendi* 
culaires  à  W,  on  aura  le  carré  cherché.  Il  est  facile  de  voir  que  le  problème  est 
déterminé  tant  que  à  n'est  pas  confondu  avec  t. 
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QUESTIONS   PROPOSEES 


llathéinatiqaes  élémentaires. 

258.  —  Dans  le  triangle  ABC,  on  mène  les  deux  bissec- 
trices ÀA'  et  BB'y  qui  coupent  les  côtés  opposés  respective- 
ment en  A'  et  B',  et  se  rencontrent  en  0;  démontrer  la  rela- 

AA-  .  OB'  AG  ._  ..   , 

^'^^  BB-  .  OA-    =   BC"  ^^^^''^ 

259.  —  On  donne  une  circonférence  0,  et  un  point  fixe  A 
dans  son  plan  ;  on  joint  le  point  A  à  un  point  quelconque  B 
de  la  circonférence  ;  la  bissectrice  intérieure  de  Tangle  AOB 
rencontre  la  droite  AB  en  un  point  M  dont  on  demande  le 
lieu  lorsque  le  point  B  décrit  la  circonférence.  Ce  lieu  ren- 
contre le  diamètre  en  P;  démontrer  que,  G  étant  le  point 
de  la  circonférence  le  plus  voisin  de  A  sur  la  droite  OA,  les 
quatre  points  0,  G,  P,  A  forment  une  division  harmonique. 

(Launoy.) 

260.  —  On  joint  un  point  fixe  A  intérieur  à  une  circon- 

férence,  à  un  point  quelconque  B  de  la  courbe;  on  prend 

AM 
sur  AB  un  point  M  tel  que      ^   =  K.  On  joint  chacune  des 

extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  A  aux  points 
M  et  B  ;  ces  droites  se  rencontrent  en  deux  points  M  et  W 
autres  que  A  et  B.  Démontrer  :  1®  que  la  ligne  NN'  partage 
MB  en  deux  parties  dont  le  rapport  est  constant  ;  2®  que  la 
ligne  qui  joint  les  milieux  de  MB  et  de  NN'  passe  par  le 
centre  de  la  circonférence  donnée  ;  enfin,  trouver  le  lieu  des 
points  N  et  N'.  (Launoy.) 

261.  —  On  donne  une  circonférence  0  et  deux  points  A 
et  B  dans  son  plan  ;  on  prend  sur  AB  le  point  fixe  G  tel  que 

CA         a 
"7^  =  -— .  On  prend  un  point  P  quelconque  sur  la  circon- 

férence,  et  on  le  joint  au  point  B;  on  prolonge  BP  jusqu'à 

D  de  telle  sorte  que  -sts-  =  —  ;  on  demande  le  lieu  du 

^       DB  a 
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point  de  rencontre  des  deux  droites  AP  et  CD  lorsque  P 
décrit  la  circonférence  donnée. 

Mathématiqaes  spédaloB. 

262.  —  Résoudre  et  discuter,  dans  les  diverses  hypo- 
thèses que  Ton  peut  faire,  le  système  des  trois  équations 

ac»  -|-  j/**  +  j5*»  =  a* 

/yjn  -|_  y2n  ^_  ^in  ^:^  Jîn 
/jjtn  -j-  y%n  ^   -jsn  =:=  Qtn 

263.  —  Ëtablir  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
coefficients  d'une  équation  du  sixième  degré  complète  pour 
que  la  somme  de  trois  des  racines  soit  égale  à  la  somme 
des  trois  autres. 

264.  —  Démontrer  que,  lorsque  n  est  un  entier  supérieur 
à  5,  on  a  la  double  inégalité 

(^y>i.2.3...n>(^)". 
266.  —  Étant  donnée  la  courbe 


(Tr+  œ"=  ■• 


on  mène  en  un  point  M  de  cette  courbe  une  tangente  qui 
rencontre  les  axes  dé  coordonnées  en  A  et  fi.  On  achève  le 
rectangle  ayant  pour  côtés  OA  et  OB;  soit  M'  le  sommet 
opposé  à  0.  On  propose  de  trouver  le  lieu  décrit  par  ce 
point  M'  quand  M  décrit  la  courbe  donnée. 
Cela  fait,  on  projette  un  point  quelconque  de  la  courbe 


(tT  +  (i)'  = 


sur  les  axes  en  C  et  D,  on  joint  le  point  C  au  point  D,  et  on 
propose  de  trouver  immédiatement  l'enveloppe  des  droites 
telles  que  CD. 

Le  Rédacteur-Gérantj 
J.  KCEHLER. 
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NOTE 

SUR  LES   FRAC4TIONS   DÉCIMALES  PERIODIQUES 


Dans  la  note  suivante,  nous  nous  proposons  d'indiquer, 
d'après  un  mémoire  dû  à  M.  A,  Boucher  (*),  quelques  pro- 
priétés des  périodes,  lorsque  la  fraction  ne  se  réduit  pas 
exactement  en  décimales;  nous  examinerons  également  le 
moyen  de  trouver  rapidement  le  nombre  de  chiffres  de  la 
période  d'après  la  forme  du  dénominateur  de  la  fraction 
irréductible  considérée.  La  connaissance  de  ces  propriétés 
peut  être  d'une  grande  commodité  lorsque  l'on  veut  réduire 
en  décimales  des  fractions  dont  le  dénominateur  est  un  peu 
considérable. 

1 .  —  Supposons  que  nous  ayons  a  réduire  en  décimales 
la  fraction-^.  Poussons  l'opération  de  façon  à  avoir  k  chif- 
fres décimaux  au  quotient;  appelons  x  le  quotient,  abs- 
traction faite  (le  la  virgule,  y  le  reste,    on   a  identiquement 

10*  10* 


On  en  tire  facilement 


X 


10' 


N  y 


lO*' 


c'est-à-dire  que  la  fraction  considérée  est  équivalente  à  la 
somme  des   termes  d'une    progression  géométrique  dont  le 

X  v 

premier  terme    est  — r-,   et  dont    la  raison   est       ,  .   Par 

suite,  il  nous  sera  souvent  facile,  connaissant  les  k  premiers 
chiffres  décimaux  de  la  fraction,   d'en  obtenir  autant   que 


(*)  Réduction  des  fractions  ordinaires  en  fractions  décimales  par  un  procédé 
nouveau,  et  nouvelles  propriétés  des  périodes,  par  M.  Aug.  Boucher,  professeur 
au  lycée  d'Angers.  -  iai7. 

JOURNAL  DE   M\TH.    18^0.  31 


—  482  — 

ce 
nous  voudrons:  il  nous  suffira  de  multiplier  — p   succe^ 

y 
vementpar  les  différentes  puissances  de  — ^,  et  d'ajouter 

les  résultats.  Gela  pourra  présenter  un  très  grand  avantage 
si  y  est  un  nombre  simple.  Prenons  l'exemple  suivant,  em- 
prunté au  mémoire  de  M.  Boucher  (*). 

I 
Soit  à  réduire  en  décimales  la  fraction  -ô5";  après    avoir 

trouvé  trois  chiffres  décimaux,  nous  obtenons  comme  reste 
4  ;  le  quotient  étant  0,012,  on  a 

I  0,012 

83  I  —  0,004' 

Calculons    les   divers    termes    de    la    progression,  nous 
aurons  0,012 

0,000048 
0,000000192 
0,000000000768 
o , 00000000000  3072 
0,000000000000012288 
En  ajoutant,  et  en  supprimant  les  deux  derniers  chiffres, 
nous  aurons,  avec  seize  chiffres,  la  fraction  décimale 

0,01 2048 I 9277 i 0843 . 
On  voit  donc  que  si  l'on  arrive  à  un  reste  simple,  il  est 
très  facile  de  trouver  autant  de  chiffres  que  Ton  veut;  on  n'a 
du  reste  pas  besoin  d'écrire  les  zéros  qui  sont  à  gauche;  il 
suffira,  quand  on  fait  un  produit,  d'en  placer  le  premier 
chiffre  k  rangs  à  droite  du  premier  chiffre  du  produit  pré- 
cédent. 

•  2.  —  Nous  allons  maintenant  partir  de  cette  manière  de 
considérer  la  fraction  décimale  périodique  pour  étudier 
quelques  propriétés  des  périodes;  mais,  avant  tout,  nous 
allons  donner  quelques  définitions. 

Lorsque  deux  nombres  contenant  autant  de  chiffres  don- 
neront une  somme  composée  exclusivement  de  chiffres  9, 
nous  dirons  que  ces  deux  nombres  sont  complémentaires. 


(*)  Loco  cit. y  p.  8. 
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Lorsque  une  période  sera  formée  de  deux  nombres  com- 
plémentaires placés  à  la  suite  l'un  de  Taulre,  nous  rappelle- 
rons période  complète  (*). 

3.  —  Considérons  la  fraction  irréductible  -^;  soit  p  la  pé- 
riode, D  le  dénominateur  formé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de 
chiffres  dans  la  période;  on  a  donc 

N    ""    D   ' 
il  est  facile  de  voir  que  p  possède  les  propriétés  suivantes  : 

D'abord,  D  est  toujours  divisible  par  9,  et  par  suite,  si  N 
est  premier  avec  3,  p  doit  être  divisible  par  9.  C'est  en  par- 
ticulier ce  qui  arrivera  si  N  est  premier,  autre  que  3. 

Si  D  a  un  nombre  pair  de  chiffres,  il  est  divisible  par  1 1, 
et  par  suite,  si  N  est  premier  avec  1 1,  p  doit  ùtre  divisible 
par  1 1 . 

En  général»  p  doit  contenir  tous  les  facteurs  premiers  de  D 
qui  ne  se  trouvent  pas  dans  N. 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  a  inversement 

N    ■"    D' 

p  étant  plus  petit  que  D  sera  la  période,  car  on  a 

p 


donc  ^T 

N 


I  10^ 


10'* 

On  voit  donc  bien  que  la  fraction  est  égale  à  la  somme 

des  termes  d'une  progression  géométrique  dont  le  premier 

p  I 

terme  est  — ^,  et  la  raison  — p-.  Elle  s'écrira  donc  très 

facilement,  en  prenant  p  pour  période. 
De   môme,    en    prenant   un    nombre   a,  inférieur  à   N, 

(')  Nous  préférons  ce  mot  période  complète  au  nom  de  période  mixte  em- 
ployé par  M.  Boucher,  seulement  parce  que  cette  dernière  dénomination  pourrait 
induire  en  erreur  les  élèves,  le  mot  de  fraction  périodique  mixte  ayant  déjà 
une  signification  différente  dans  les  cours. 
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a  ap 

on  a  "n"  =  "D"' 

et  ap  est  inférieur  à  D;  ap  est  donc  la  période  correspondta: 

à  la  fraction  -rr-- 

N 

4.  —  Si,  en  réduisant  la  fraction  -rr- en  décimales, nous 

N 

trouvons  le  reste  N  —  i ,  la  période  est  complète. 

En  effet,  dans  ce  cas  on  a,  en  supposant  k  chiflPres  déci- 
maux avant  le  reste  N  —  i , 

Nflc      ,      N  —  I 

I    = r . 

lO*        ^  10* 

Ou  en  tire  facilement 

X  -^  î 


1       lO' 


I  + 


lO* 

On  voit  que  la  fraction  —  est  la  somme  des  termes  d'une 

progression   géométrique   dont  la   raison   est  —  ;ou 

I  o 

bien  encore,  elle  est  la  différence  entre  deux  progressions 

ce  — J—  I 
géométriques  dont  la  première  a  pour  premier  terme  — -Ç-, 

lO* 

et   pour    raison     — j^,  et  l'autre  a  pour  premier   terme 

or»       [       I  j 

^^r — ,  et  pour  raison  — -r-:  il  est  très  facile  d'écrire  ces 


I0»«  *  10' 

deux  progressions,  la  première  commencera  par  a?  +  i, 
puis  après  on  écrira  k  zéros,  et  le  nombre  (a;  -f-  i),  et 
A  zéros,  et  ainsi  de  suite  ;  la  seconde  commencera  au  contraire 
par  k  zéros,  puis  le  nombre  (x  -}-  i),  puis  k  zéros,  le 
nombre  (a?  +  i),  etc.  ;  on  les  partagera  en  groupes  de 
2k  chiffres,  à  partir  de  la  gauche,  et  en  retranchant  les 
groupes  correspondants  l'un  de  l'autre,  on  verra  facilement 
que  la  période  est  complète. 

5.  —  Plus  généralement,  si  en  réduisant  la  fraction   — 

N 
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en  décimales,  on  trouve  le  reste  N  —  a,  la  période  est  com- 
plète. 

Pour  le  prouver,  je  vais  démontrer  que  si  j'appelle  a,  b.  c  ... 
les  restes  successifs,  avant  le  reste  N  —  a,  on  obtient  les 
restes  successifs  N  —  a,  N  —  6,  N  —  c,  ...  et  que  les 
chiffres  du  quotient  correspondant  aux  restes  a  et  N  —  r/, 
6  et  N  —  6,  etc.,  ont  respectivement  pour  somme  g. 

Eu  effet,  soit/*  le  chiffre  du  quotient  obtenu  en  divisant 
joa  par  N  ;  on  a  loa  =  N/  +  6. 

Prenons  le  reste  N  —  a;  multiplions-le  par  lo,  pour 
avoir  un  nouveau  chiffre  au  quotient;  on  a  identiquement 

1  o(N  —  o)  =  I  oN  —  I  oa. 

Remplaçons  loa  par  sa  valeur,  on  a 

,o(N  — a)  =N(9  — /•)  -f  N—  6; 
donc,   lorsque  nous   arrivons  à  un  reste   N  —  a,  le  reste 
suivant  est  bien  N  —  6,  et  la  somme  des  deux   quotients 

correspondants  est  bien  9. 

a 
6.  —  Si  la  fraction  -— -  est  irréductible,  le   nombre  des 

N 

chiffres  de  sa  période  est  le  même  que  celui  de  la  période 
correspondant  à    -:r^. 

D'abord,  de   l'égalité  -^  =  ^, 

on  déduit,  comme  nous  l'avons  vu,  que  la  période  corres- 

a 
pondant  à  -=^  ne  peut  pas  avoir  plus  de  chiffres  qu'il  n'y  a 

de  9  dans  D,  et,  par  conséquent,  pas  plus  de  chiffres  que 

la  période  correspondant  à  —  ;   mais   peut-il    y  en   avoir 

moins?  en  d'autres   termes,  peut-on  considérer  ap  comme 

formé  de  plusieurs  périodes,  telles  que  la  fraction  , 

9999 

qui  se  réduit  à  -^ — ?  Je  dis  que  c'est  impossible,  car  si  l'on 

99  , 

a  p 

posait  "N    =   F  ' 

comme  la  fraction  —  est  supposée  irréductible,  p   devrait 
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être  divisible  par  a;  on  aurait  donc  p  =  aq  ;  d'oîi  Ton  lire- 

I  q 

rait  facilement  -^j^   =  -^y-. 

Donc  — r  ne  contiendrait  à  sa  période  qu'un    nombre  de 

N 

chiffres   égal   au  nombre   de   9  qu'il  y  a  dans  D',    ce  qci 
est  contre  Thypothèse.  Donc  D'  =  D,  et  par  suite  p'  =  ap. 

7.  —  Il  résulte  de  cette  proposition  que,  si  N  est  un 
nombre  premier,  toutes  les  fractions  plus  petites  que  runité, 
et  ayant  pour  dénominateur  N,  ont  le  môme  nombre  de 
chiffres  à  la  période. 

8.  —  Si  Ton  considère  la  fraction  —,  que  Ton  réduit  en 
décimales,  et  si  h  est  Tun  des  restes  obtenus  dans  celte  opé- 

ration,  la  fraction  -rr-  donnera   naissance   à    une    fraolioo 

IN 

périodique  dont  la  période  ne  différera  de  la  précédente  que 
parce  qu'on  devra  la  supposer  commençant  à  un  chiffe 
autre  que  le  premier. 

Cola  résulte  évidemment  de  la  manière  même  dont  se  fait 
la  réduction  d'une  fraction  en  décimales. 

Si,  au  contraire,  h  n'est  pas  l'un  des  restes  obtenus  en 

réduisant  -:j^  en  décimales,  la  période  correspondant  à  — r 

sera  différente  de  la  précédente,  et  aucun  des  restes  obtenus 
dans  cette  réduction  ne  sera  égal  à  l'un  des  restes  fournis 

par  la  réduction  de  -^^  en  décimales. 

9.  —  Si  N  est  un  nombre  premier,  la  réduction  de  la  frac- 
tion -^rr-  en  décimales  donnera  une  période  dont  le  nombre 

de  chiffres  sera  N  —  i  ou  un  sous-multiple  de  N  —  1 . 

D'abord,  il  est  bien  évident  que  le  nombre  de  chiffres  de 
la  période  ne  peut  pas  dépasser  N  —  r,  car  il  ne  peut  pas  y 
avoir  plus  de  N  —  i  restes  différents,  et  par  suite,  après  la 
(N  —  i)**  division  au  plus,  nous  retrouverons  le  reste  1; 
nous  aurons  ainsi  obtenu,  au  quotient,  tous  les  chiffres  de 
la  période. 
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En  second  lieu,  il  peut  arriver  que  le  reste  i  se  reproduise 
après  p  divisions,  p  étaut  inférieur  à  N  —  i  ;  alors,  la  période 
n'aura  que  p  chiffres;  et,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons  dit 
plus  haut  (7),  toules  les  fractions  inférieures  à  Tunilé 
ayant  N  pour  dénominateur  donneront  lieu  à  des  périodes 

de  p  chiffres.  Cela  posé,  prenons  la  fraction  r^^ ,    moindre 

que    Tunité;  eu  admettant  que  a  ne   soit  pas  un  des  restes 

fournis  dans  la  réduction  en  décimales  de  la  fraction  -rr-,  la 

N 

période  correspondant  à  -r^  sera   différente    de  la   période 

correspondant  à  -r^,  et  donnera  lieu   à  p   restes  différents 

de  ceux  que  Ton  a  obtenus  précédemment  ;  il  est  facile  de 
voir  de  la  même  manière  que  les  N  —  i  nombres  inférieurs 
au  dénominateur  pourront  ainsi  se  classer  en  groupes  con- 
tenant p  nombres,  et  par  suite  p  sera  un  sous-multiple  do 
N  —  I.  (A  suivre.) 


SUR  LE  PARTAGE  DES  POLYGONES 

Par  M.  Maurice  d'Ocag^ne. 


En  novembre  1878,  je  donnais  dans  ce  journal  (*)  la 
solution  géométrique  d'un  problème  dont  on  ne  connaissait 
jusqu'alors  qu'une  solution  approximative  (**)  et  seulement 
applicable  aux  opérations  pratiques  de  Tarpentage,  puis- 
qu'elle exige  des  évaluations  numériques  de  surface. 

Ce  problème  est  le  suivant  ; 

Par  un  point  donné  sur  le  périmètre  d'un  polygone  quelconque, 
mener  une  droite  qui  divise  la  surface  de  ce  polygone  en  deux 

parties  qui  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné 


n 


(*)  T.  II,p.  332. 

(**)  Voir  ArpenlagCf  levé  des  plans  el  nivellemenlt  par  F.  J.  0.  P.,  p.  T9. 
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J'ai  fait  voir  dans  la  note  en  question  par  quel  procéd. 
géométrique  le  problème  pouvait  toujours  être  ramené  de 
proche  en  proche  au  cas  du  triangle. 

Mais  pour  cela  je  considérais  toute  la  suite  des  polj- 
gones  intermédiaires  entre  le  polygone  proposé  et  le  triangle 
équivalent.  La  présente  note  a  pour  but  de  faire  voir  comment 
on  peut  supprimer  toute  cette  suite  de  polygones  et  effectuer 
directement  la  construction  pour  un  polygone  absolument 
quelconque.  Cette  simplification  considérable  permet  de 
résoudre  facilement  le  problème  dans  tous  les  cas. 

Auparavant,  je  tiens  à  indiquer  la  construction  géomé- 
trique à  effectuer  dans  le  cas  du  triangle,  que  j'avais  oublié 
dans  ma  première  note. 

Si  M  est  le  point  donné  sur  le  côté  ÂC  du  triangle  ÂBC, 
je  porte  sur  ce  côté  à  partir  du  point  C,  et  à  la  suite  Tuse 
de  l'autre  deux  longueurs  GP,  PQ  proportionnelles  à  m  et 
à  n.  Je  tire  MB;  par  A  je  mène  à  MB  la  parallèle  AL  qui 
coupe  CB  en  L;  je  tire  LQ;  par  P  je  mène  à  LQ  la  paral- 
lèle PN  qui  coupe  BC  en  N;  MN  est  la  droite  cherchée; 
il  résulte,  en  effet,  de  cette  construction  que  CN  a  la  lon- 
gueur déterminée  pour  ce  segment  (t.  II,  p.  133). 


Voyons  maintenant  comment  se  résout  la  question  pour 
un  polygone  quelconque.  Je  vais,  pour  simplifier  les  rai- 
sonnements, exposer  la  solution  pour  un  pentagone;  mais  on 
verra  facilement  que  cette  solution  est  absolument  générale. 
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Soit  le  point  M  donué  sur  le  côté  Â6  du  pentagone  ABCDE. 
Je  vais  transformer  directement  ce  pentagone  en  un  trian- 
gle équivalent  ayant  en  commun  avec  lui  le  côté  AB.  Pour 
cela,  je  proposerai  la  construction  suivante  :  tirer  AD  et 
AG  ;  par  E  mener,  îi  AD,  la  parallèle  EE^,  qui  coupe  CD 
en  El,  etparEp  h  AC,  la  parallèle  EjEj,  qui  coupe  BG  en  E,. 
On  voit  facilement  que  ABCDE  est  équivalent  à  ABGEj,  qui 
lui-même  est  équivalent  à  ABE,,  en  considérant  deux  à  deux 
ces  figures  comme  formées  d'une  partie  commune  et  de 
triangles  équivalents. 

Par  la  construction  indiquée  plus  haut,  je  détermine  la 
droite  MN^  divisant  la  surface  du  triangle  ABE,  dans  le 
rai>port  donné.  Puis  je  tire  MG  et  MD;  par  N,  je  mène  à 
MC  la  parallèle  N^Ni  qui  coupe  CD  en  N^;  par  Nj,  à  MD,  la 
parallèle  N^N  qui  coupe  DE  en  N;  MN  est  la  droite  cherchée. 
On  voit  en  elïct,  comme  précédemment,  que  MBCDN  est 
équivalent  à  MBN,. 

Si  MNj  avait  rencontré  BG  entre  les.  points  B  et  G,  le 
problème  se  fût  terminé  là;  de  même  N,Ni  aurait  pu  ren- 
contrer CD  entre  les  points  G  et  D;  mais  il  pourrait  aussi 
se  faire  que  N|N  ne  rencontrât  DE  que  sur  son  prolonge- 
ment; dans  ce  cas,  on  n'aurait  qu'à  mener  par  N,  à  ME, 
une  parallèle  qui  couperait  AE  en  P;  MP  serait  alors  la 
droite  cherchée. 

On  voit  que  cette  construction  très  symétrique,  très  facile 
à  retenir,  est  la  même,  quel  que  soit  le  polygone  considéré  ; 
elle  résout  donc  d'une  manière  simple  le  problème  dans 
toute  sa  généralité. 


iNOTE  SUR  LES  IRRATIONNELLES 

Par  M.  DesmoBB.  professeur  au  Lycée  Biaise  Pascal,  à  Ciermont. 


1.  —  La  racine  carrée  d'un  nombre  entier  qui  n'est  pa* 
un  carré  parfait  se  définit  généralement  en  disant  qu'elle 
est  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  valeurs  approchées,  par 

défaut  et  par  excès,  de  la  racine  à  *^,  — -,  etc.  Il  faudrait 
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faire  voir  que,  en  prenant  la  racine  carrée  à  — ,    — —    .  . . , 
^  n        fi* 

on  obtient  en  général  des  racines  par  défaut  de  plus  ei 
plus  grandes,  et  des  racines  par  excès  de  plus  en  plui 
petites. 

On  regarde  cette  proposition  comme  évidente;  il  serait 
bon,  louiefois,  de  montrer  qu'il  en  est  ainsi,  et  que  les 
racines  carrées  par  défaut  croissent  ou  restent  sLationnaires, 
mais  ne  diminuent  jamais,  tandis  que  les  racines  carrées  par 
excès  décroissent  ou  restent  stationuaircs,  mais  n'augnientenl 
jamais. 

2.  —  Soit  A  un  nombre  entier  et  soit  m  sa  racine  carrée 
à  uue  unité  près,  de  sorte  que  Ton  a  : 

A  =  m»  +  R, 

R  désignant  le  reste  de  l'opération. 

oc  I 

Si  —  désierne  la  racine  carrée  de  A  à  —  près,   on  doit 
n  ?i 

avoir  x«  <  n^{m^  +  R)  <  (a?  -j-  i)*. 

Cette  double  inégalité  fait  voir  : 

oc 
i^  Que  la  racine  —  est  au  moins  égale  à  m. 

OC      I       I 

^  Que  la  racine  ^ —  est  au  plus  é^ale  à  w  4-  i ,  car 

a?  +  I  ne  peut  être  supérieur  à  (m  +  i)n;  s'il  eu  étail 
ainsi,  x  -f-  i  serait  au  moins  égal  à  mn  -|-  n  +  i ,  et  par 
suite,  la  racine  par  défaut  serait  au  moins  (?n  -f-  i);i,  c^ 
qui  revient  à  dire  que  A  serait  supérieur  au  carré  de  m  -\-  i, 
ce  qui  est  contre  Thypothèse. 

3.  —  Pour  qu'on  approche  de  plus  en  plus  de  la  racine, 
il  faut  que  l'on  ait  :  oc   >  mn 

et  (^  +  0  <  (^  +  0^> 

c'est-à-dire  mn  <  x  <  mn  -f-  n  —  i . 

Or,  X  désignant  la  racine  carrée  de  An*  à  une  unité  près, 
et,  d'après  la  double  inégalité  précédente,  devant  être  supé- 
rieur à  mn,  on  devra  avoir 

n*  R  >  2mn  4-  i  ; 
car  alors  si  ,  i^  <— 

/r  R  >  2mn, 
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on  aura  : 

An»  =  n»(w*  +  R)  >  n^m^  +  2mn  +  i  >  (mn  +  i)». 

La  racine  par  défaut  sera  au  moins  égale  k  mn  -{•    i,  et, 
par  suite,  supérieure  à  mn. 

D'ailleurs,  si    n»R  <  2mn(n —  i)  +  (w —  i)*, 
alors 

A  <  i»*/i*  +  2mn{n  —  i)  +  (^  —  0*  <  ('"^  +  ^*  —  0'  •  • 
la  racine  par  défaut  sera  donc  inférieure  à  mn  -\-  n  —  i. 

Eu  réunissant  les  deux  conditions  précédentes  dans  une 
double  inégalité,  on  obtient  : 

2mn  <  n»R  <  (n  —  i)  [imn  +  n  —  i]; 
telles  sont  les  conditions  cherchées. 

i.  —  En  remplaçant  n  par  lo,  on  trouve  les  conditions 

2om  <  looR  <  9(2om  +  9); 
si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  les  deux  racines  vont 
constamment  Tune  eu  augmentant,  Tautre  en  diminuant,  et 
X)ar  conséquent  se  rapprochent  Tune  de  l'autre. 

Ces  expressions  20m  et  9(20;»  -|-  9)  sont  aisées  à  former  : 
car  on  a  dû  former  le  double  de  la  racine,  et  l'expression 
9(2om  +  9)  n'est  autre  que  le  résultat  qui  devrait  être 
elîeclué  si  Ton  avait  le  chiffre  9  à  essayer. 

On  pourrait  d'ailleurs  trouver  de  suite  les  conditions  pré- 
cédentes, en  remarquant  que  le  second  chiffre  de  la  racine 
doit  ôtre  au  moins  i,  et  au  plus  9;  donc  le  quotient  de  loR 
par  le  double  de  la  racine  doit  être  supérieur  à  i,  c'est-à- 
dire  looR  >  20m,  et  le  reste  suivi  comme  on  sait  de  deux 
zéros,  ou  looR,  doit  être  en  outre  plus  petit  que  le  double 
produitde  la  racine,  exprimant  ici  des  dizaines,  par lechifTre  9, 
augmenté  du  carré  de  ce  chiffre  ;  ou  looR  <  20m  X  9  +  9*, 
ce  qui  fournit  bien  la  seconde  condition. 

Exemples.  —  Racine  carrée  de  5.  —  Soient  R^,  Rj,  Rj. . ., 
les  restes  successifs  ;  on  a 

Ri  =  2  ;  Rj  =  1 1  ;  R,  ==  71  ;  R^  z=  176. 
On  obtient  20  <  200  <  9.29 

340    <    liOO  <    9.349 

3460  <  7100  <  9.3469 
34640  <  17600  <  9.34649. 
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La  première  condilioii  n'est  pas  remplie  dans  cette  demiëit 
inégalité,  et  en  eifet  on  a 

V  3  =  i, 73205, 

et,  si  Ton  prend  les  deux  racines  par  défaut, 

1,732  et  1,7320, 
elles  sont  égales. 

Racine  carrée  de  6,  —  Ici,  R|  =  2;  R,  =  24  ;  R3  =  464: 
R^  =  2399. 

On  obtient  40  <  200     <  9.49 

480  <  2400  <  9.489 
4880  <  46400  <  9.4889; 
dans  celte  dernière  inégalité,  la  seconde  condition  u'est  pas 
remplie,  et  deux  racines  par  excès  sont  stationnaires;  en 
efTet  v6   =r  2,449; 

les  deux  racines  par  excès 

2,45  et  2,450 
sont  égales. 

3.  —  Racines  cubiques.  On  peut  appliquer,  sans  qu'il 
soit  besoin  d'entrer  dans  de  grands  développements,  ce  qui 
précède  à  la  racine  cubique. 

On  trouvera  sans  peine  la  double  condition 
3m«n*  +3iwn  <n'R  <  [3mW-f  3m7i(n—  i)  +  (n— !>*]  (n— 11, 
et  si  Ton  fait  n  =  i  o,  on  a 

3oom*  +  3om  <  loooR  <  (3oow*  +  3om  9  -f-  9*>9. 

Ces  expressions  ont  dû  être  formées  dans  Textractiou  de 
la  racine. 

Exemple.  —  Racine  cubique  de  2,  —  On  a  Rj  =  i  ;  R,  =  272: 
R,  =  46875  ;  R4  =:  438302 1 . 

Les  conditions  sont 

33o  <  1000  <  9  (3oo  +  30.9  4"  9*j 
43200  -}-  36o  <  272000  <  9  (43200  +  360.9  -f-  9*j 
4687500  +  3750  <  46875000  <  9  (4687500+  3750.9  -|-  9*K 

La  dernière  partie  de  celte  double  inégalité  n'est  pas 
vérifiée;  en  effet  v^2  =  1,259 

et  on   obtient  deux  racines  cubiques  par  excès  qui  sont 
éj^ales,  savoir  1,26  et  1,260. 

6.  —  On  peut  suivre  ensuite  pour  définir  N'A  ou  \ A    les 
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t  raisounements  connus,  et  montrer,  comme  le  fait  M.  Bourget 
en  toute  rigueur  dans  son  Arithmétique^  que  la  limite  vers 
laquelle  tendent  les  valeurs  approchées  de  la  racine,  par 
défaut  et  par  excës,  est  indépendante  du  mode  d'approxi- 
mation adopté. 


FOBMULES  TRIGONOMETRIQUES 

RELATIVES   AUX   ELEMENTS   d'uN   TRIANGLE   RECTILIGNE 

[Suite,  voir  page  297  el  suiv.) 


25.  —  Les  triangles  semblables  BHG,  BA'B'  donnent 

h'c  (i 

c^  hb 

de  môme,  les  triangles  semblables  C'HB',  BA'B'  donnent 

h'^c    fli 

Pa  hb    ' 

On  chasse  les  dénominateurs,  on  ajoute  membre  à  membre 
et  Ton  a  h  ho  =  ac^  -{-  a^pa . 

De  même,  la  comparaison  des  triangles  semblables  BHC, 
C'AC  d'une  part,  C'HB',  G'A'G  d'autre  part,  donne  facilement 
par  une  méthode  analogue 

hb  hc  =  o6i  +  Uiqa  . 

Par  suite,  en  ajoutant  membre  à  membre,  et  remarquant 
que  Ton  a  Pa  -}"  9»  =  ^> 

on  a  2hb  hc  =  a{ai  +  6i  +  c,). 

Donc,  en  multipliant  par  — ^,  et  posant 

on  a  ha  hb  hc  =  2Spi. 

26.  —  On  a,  d'après  la  formule  que  nous  venons  de  trouver, 

hb  hc  =  opi. 
On  trouverait  de  même 

hc  ha  =  bpi 
ha  hb  =^  cpi 
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Donc,  en  ajoutant,  on  aura 

Art  h  -\-  ha  hc  -{■■  hb  he  =  {a  -^  ô  +  c)pi  =  2pp^, 

27.  —  On  sait  que  l'angle  A'  est  le  supplément  du  doul 
de  l'angle  A,  et  que  le  rayon  du  cercle  des  neuf  points  (^ 
la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit;  on  en  déduit 

a^  =  R  sin  2A  =  a  cos  A 
61  =  R  sin  2B  =  6  cos  B 
Cl  =  R  sin  2G  =  c  cos  C 
Ajoutons  membre  à  membre,  on  trouvera 

(Il  -|-  ^1  +  ^'1  =  a  cos  A  +  h  cos  B  -\-  c  cos  C. 
Mais  on  a 

a       b       c       2p 

sin  A  sin  B  sin  G  sin  A  -f-  sin  B  +  sin  C 

donc  on  aura 

sin  2A  -f-  sin  2B  -f-  sin  2(i 

^^*  ""  ^      sin  A  +  sin  B  -f  sin  C     ' 
Gomme  les  angles  A,  B,  G  sont  les  angles  d'un  triaBij^. 
la  fraction  qui  est  au  second  membre  se  réduit  à 

o    .      A     .     B     .      G 

8  sin  —  sin  —  sm  — ; 
2  2  2 

j  .      A     .     B     .      G 

donc        Pi  =  4P  sm  —  sin  —  sin  — • 

2  2  2 

RELATIONS   DIVERSES 

En  appelant  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  r  le  rayon 
du  cercle  inscrit  et  r\  r\  r"  les  rayons  des  cercles  ex-inscriU 
tangents  respectivement  aux  côtés  a,  6,  c;  et  conserrafl' 
en  outre  les  autres  nolatious  indiquées  précédemment, 
nous  aurons  les  relations  suivantes  ; 

28.  —  On  a        r"  — ^:    r"  = 


p  —  b'  p  —  c' 

S* 
par  suite  rV  =  — r^^ =  n  (p  —  fl), 

de  même  rr  =  (p  —  b)  (p  —  c); 

on  en  tire  alors      f'r"  —  rr  =  2p*  —  2po  —  bc 

ou  bien  r"r'  —  ri"^  = —  (6*  -f-  c*  —  a*). 
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Mais  nous  avons  vu  précédemment  (n''  20)  que  l'on  a 

ha  h'n  =  —  (6*  +  c*  —  a»)  ; 

I  donc  on  a      rV*  —  rr'  =  ha  h'a  . 

On  aurait  deux  autres  formules  analogues,  et  en  ajoutant 
l   on  trouverait 
r>"  -I-  r V  4-  rV  —  rr'  —  rr'  —  rr'  =  ha  h'a  +  h  h'b  +  Ac  A'c 

=  ^  (a«  +  6«  +  c«). 

Al 

29.  —  Les  formules  qui  donnent  les  rayons  des  cercles 
inscrits  et  ex-inscrits  donnent  facilement  la  formule 

rr'r''r'  =  S\ 

D'autre  part,*  on  a  R  =  — ^. 

Multipliant  les  deux   membres  de  cette  dernière  égalité 

par  — -9  on  trouve  facilement  après  réduction 

R  ha  hb  hc        çjj 


2 

En   comparant   cette    égalité  avec    celle    précédemment 
obtenue,  on  a  la  relation 

7^'r"r'     _    R 

ha  hb  hc         2r  ' 

30.  — Nous  avons  vu  plus  haut  (n®  26)  que  Ton  avait  la 
relation 

ha  hb  +  hb  hc  +  hc  ha  =  2pp^  ; 
d'autre  pîirt  ou  sait  aussi  que 

S  =  Rpi  =  rp. 
Cette  dernière  relation  nous  donne 

2ppi  2r  ' 
En  remplaçant  2ppi  par  sa  valeur,  il  vient 
p* R 

ha  h  +  hahc-i-  hb  hc  ""   2r  ' 

31.  — D'autre  part,  il  est  facile  de  rcconnaitrc  que  Ton  a 

rY  +  r'y  +  rV'  =  p\ 
Donc  en  remplaçant  p*  par  sa  valeur  dans  la  formule  que 
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nous  venons  de  trouver,  et  comparant  l'égalité  ainsi  écrile 
à  celle  de  Tarlicle  précédent,  nous  trouvons 

rYr"     _      rY  +  rV  +  rV 

ha  hb  hc  hahb'\'  hahc'\-  hf,  hc  ' 

32.  —  On  a  aha  =  bhb  =  che  =  2pr  =  2S. 
On  en  tire  immédiatement 

abc 

33.  —  La  formule  bien  connue 

r'  +  r'  +  r"  —  r  =  4R 
nous  donne,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré  et  lenanl 
compte  de  la  formule  donnée  au  n^  99, 

r't  -j.  r'^  ^  ,."2  ^  ,,î  :^  i6R«  _  (a«  +  6*  +  c*). 

Mais  d'autre  part  on  a 

A'o  =  4R'  —  «* 
hi  =  4R*  —  6* 
ft?  ==  4R«  —  c« 
Ajoutons  membre  à  membre,  nous  aurons 

/i'a  +  hi  +  h'i=i  2R«  —  (a«  +  6*  +  c«). 
On  en  tire  facilement 

r«  +  r*  +  r''«  +  r'"*  =  4R«  +  h!  +  /ïft*  +  h!. 

'  34.  —  Nous  avons  vu  (n°  27)  que  Ton  avait  la  relation 

.      A      .      B      .      G 

p,  =  4P  sm sm sm  —  • 

2  2  2 

Multiplions  les  deux  membres  par  R,  et  remplaçons  p,R 

par  son  égal  pr;  nous  aurons  la  formule 

r  =  4R  sm  sin  sin . 

222 

Ou  aurait  de  même 

,     .       A  B  G 

p,  =  4(p  —  a)  sm cos cos — ;-  ; 

en  multipliant  par  R  les  deux  membres  et  remplaçant  p^R 
par  son  égal  (p  —  a)  r\  on  a 

^     .       A  B  G 

r  =  4R  sm  cos  cos  

222 


—  497  — 
On  trouvera  également 

r  =  aR  sin  cos  cos 

^2  2  2 

„    .      G  A  B 

r  =  aR  sin  cos cos . 

2  2  2 

35.  —  En  ajoutant  membre  à  membre  ces  trois  dernières 
formules,  on  trouve 

r'  4-  r'  4-  r"  =  2r(cos*  —  +  cos»  —  +  cos»  — ) 

\  2  2  2     / 

=  3R  +  R(cos  A  +  cos  B  +  cos  G). 

36.  —  On  trouverait  facilement  en  prenant  les  rayons 
deux  à  deux,  les  égalités  suivantes  : 

r  +  r  =  4R  sin  —  cos  ■ 

'2  2 

Q 

r  +  r^  =  4R  cos» , 

et  aussi        r  —  r  =  4R  sin»  

2 

r  —  r  =  4R  cos   sm 

^2  2 

et  les  formules  analogues. 
On  en  déduit  immédiatement 

. '4-  r'  +  »••  —  3r  =  4R(sin»  —  +  sin» -2-  4.  sin»—) 

\         2  2  2  / 

et  aussi 

3r  4-  r  +  r"  +  r"  =  4R(cos  A  +  cos  B  +  cos  G). 


QUESTION  208 

liolaiioB  par  M.  Y.-M.  Arnaud,  élève  du  Lycée  de  Nice. 


r 


Soit  ABG  un  triangle;  de  part  et  d'autre  de  BG  on  construit  les 
triangles  équilatéraux  A'BG,  A"BG;  soit  X  Vangle  A'AA'.  Soient 
de  même  Y  etZ  les  angles  obtenus  de  la  même  façon  en  prenant 
les  autres  côtés.  On  a  la  relation 

cos  X  4"  cos  Y  4-  co*  Z  =  o. 

(E.  Lemoine.) 

JOURNAL  DB  HATH.  1880.  32 
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Soit  m*  l'aire  du  triangle  ABC,  et  2k^  la  somme  des  carrés 

des  côtés. 

On  a  d'abord 

AA'*  +  AA**  —  A'A** 
cos  X  =  — — i— ^-^-^— — ^  • 

2AA'  X  AA" 

on  a,  d'autre  part,  d'après  un  théo- 
rème connu, 

AA^  +  AA''*  =  2fc«; 

AA"  =  y/a«  +  2W*/37 

AA'  =  y^A«  —  2m«/37 

Donc  

AA'  X  AA''  =  yk'—  i2f»S 
Enfin     A'A''»  =  3a». 

Donc 

2**—  3o« 


cos  X  = 


tV**  — 


i2wr 


2A«  —  36* 


On  aurait  de  même 

cos  Y  = 

cos  Z  :=        . 

2Yk*  —  12m* 
En  faisant  la  somme  il  yient 

6i«  _  3(a*  +  6*  +  c») 


2yk*  —  12m* 

2fc«  —  3c« 


cos  œ  -|-  cos  y  +  ^^^  *  = 


2^^*   —    I2W* 

6A«  —  6/c« 

2]//:*   —    127/1* 


=  O. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Heurtaux,  Externat  des  étu- 
diants nantais;  Raymondier,  Pensionnat  Saint-Louis  à  Saint-Etienne;  Payeax« 
Collège  de  Verdun  ;  Huet,  à  Orléans  ;  Wittenmayer,  à  Vendôme. 


QUESTION   222 

Skiloilon  par  M.  d'Ogagne,  du  Lycée  Fontanes. 


Mener  par  un  point  trois  droites  de  longueurs  dominées  telles 
que  leurs  extrémités  soient  les  sommets  d'un  triangle  équilatérul. 
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Soient  OA,  OB,  OC  les  droites  cherchées. 

Construisons  sur  OA  le  triangle  équi- 
latéral  OAD  et  joignons  BD.  Les  trian-  » 

gles  BAD  et  OAC  sont  égaux  :  car  AB  , 

=  AG,  AD  =  OA  et  BAD  =  6o«  +  OAB  / 

=  OAC.  Par  suite  BD  =  OC.  / 

D'où  la   solution  ;  On  construit  le  / 

triangle  OBD  ayant  pour  côtés  les  trois  />^HrT 
longueurs  données,  puis  on  mène  OA  ^^^"^  ;  j 
faisant  avec   OD  un  angle   de  60®  et  "'^-.^  y 

sur  laquelle  on  prend  OA  =  OD.  On  ^d 

achève    alors   le    triangle    équilatéral 
ABC  et  on  tire  OC. 

Le  problème  sera  possible  si  Ton  peut  construire  avec 
les  trois  droites  données  le  triangle  OBD. 

Nota  :  Ont  résolu  la  mémequestioniMM.Bois,  du  lycée  deMontauban;  Marin, 
à  Agen;  Huet,  à  Orléans;  BiUier  et  Simon,  à  Lons-Ie-Sauinier  ;  Joly,À  Tarbes; 
Bonneville,  à  Toulouse;  Heurtaux,  à  Nantes  ;  RoubauU,  à  Melun;  Renault,  à 
Bordeaux;  H.  Bourget,  à  Aix;  Malcor,  Lacan,  à  Toulon;  Lachesnais,  à  Ver- 
sailles. 


QUESTION  223 

Violation  par  M.  P.  Chrétibn,  élève  au  Lycée  du  Havre. 


Les  six  axes  radicaux  des  quatre  cercles  tangents  aux  côtés 
d'un  triangle  pris  deux  à  deux  sont  les  bissectrices  des  angles 
du  triangle  formé  en  joignant  les  milieux  des  côtés. 

Soit  ABC  un  triangle;  000^  les  centres  des  cercles  exin- 
scrits, M,  N  les  points  de  contact  des  côtés  AB,  AC  avec 
le  cercle  0.  Si  2{jl  est  le  périmètre  du  triangle  ABC,  on  a 
AM  ==  AN  =  fx. 

De  même  si  L  et  Q  sont  les  points  de  contact  de  0'  avec 
BC  et  AC,  on  a  CL  =  CQ  =  (x.  Donc  AN  =  CQ,  par  suite 
GN  =  AQ  et  B'  étant  le  milieu  de  AC,  nous  aurons 
B'N  =  B  Q. 

B'  est  donc  un  point  de  Taxe  radical  des  deux  cercles 
G  et  0''.  Cet  axe  radical  est  perpendiculaire  à  00*',  ligne 


—  soo  — 

des  centres,  par  suite  parallèle  à  BO'.  Joignons  A'B'C 
milieux  des  côtés  du  triangle  ÂBG.  B'D  est  bissectrice  de 
l'angle  A'B'C,  car  les  angles  A'BC  et  A'B'C  sont  égaux 
comme  ayant  leurs  côtés  parallèles  et  Touverture  dirigée  en 


sens  contraire  et  de  plus  BO'  est  la  bissectrice  de  ABC.  De 
même  les  axes  radicaux  A'D,  CD  sont  les  bissectrices  des 
angles  GA'B'  et  AC'B'.  Le  point  D  est  donc  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  liflM.  Daguillon,  du  Lycée  Henri  IV  ; 
Honlerou,  à  Pau;  Deslais,  au  Mans;  Heurtaux,  à  Nantes;  Gallon,  Lycée 
Louii-ld-Orand  ;  fiénard,  à  Cbâteauroux. 


QUESTION   225 

Solatioii  par  M.  Louis  Sicard,  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


Trouver  le  plus  grand  des  triangles  inscrits  dans  un  c&^cle 
donnéy  pour  lesquels  la  différence  de  deux  angles  est  constante. 

Soit  ABG  Tun  de  ces  triangles  inscrits  dans  un  cercle  de 

rayon  R.  Soit  S  sa  surface,  on  a 

o ac  sin  B 

2 

avec  B  —  G  =  w. 
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Or,  a  =  2R  sin  B,     c  =  2R  sin  C. 

Dès  lors  S  =  2R*  sin  Â  sin  B  sin  G  ; 

mais      2  sin  B  sin  G  =  cos  (B  —  C)  —  cos  (B  +  C); 
dès  lors  S  =  R*  sin  A  (cos  a>  -)-  cos  A). 

On  a  donc  à  chercher  le  maximum  de 

sin  A  (cos  (o  +  cos  A), 
lequel  a  lieu  en  même  temps  que  celui  de 

sin*  A  (cos  û)  -f-  cos  A)* 
ou  de        (r  +  cos  A)(i  —  cos  A)(cos  w  -f-  cos  A)*. 

Geite  expression  sera  maximum  lorsque  Ton  aura 

+  -TZZ 1 A    =0; 


I -f- cos  A   I  — cos  A   cos(o-j-cosA 
d'où       2  cos*  A  4"  cos  iù  cos  A  —  1=0 

—  cos  a>  ±  V  8  +  cos*  (0 

et       cos  A  = • 

4 
Les  deux  valeurs  que  Ton  trouve  pour  cos  A  sont  réelles. 

Voyons  si  elles  conviennent  toutes  les  deux. 

Un  cosinus   devant   toujours  être   compris  entre  +  i  et 

—  I,  on  posera 

—  COS  û)  +  K  8  +  cos*  û) 

T ï  ;  (*) 

4 
d'oîi  cos  0)  >.  —  I  ; 

cette  solution  (1)  est  toujours  admissible. 

Si  Ton  pose 

—  cos  <ï)  —  y  8  -}-  cos*  <i) 

7-^= 2:-!,         (2) 

4 

on  en  tire  cos  w  <,  i  : 

cette  seconde  solution  (2)  est  également  admissible.  Il  y 
aura  donc  deux  valeurs  de  l'angle  A  pour  lesquelles  le 
triangle  en  question  sera  maximum. 

Nota.  —  Ont  résolu  cette  question  :  MH.  Bois,  de  HontanlNin;  Sântel,  de 
Perpignan;  La  Ghesnais,  à  Versailles. 
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SUR  LES  TANGENTES  AUX  POINTS  DOUBLES 

DE   l'intersection  DES   SURFACES 

Par  M.  SoBipaylo,  examinatear  d'admission  à  l'Ecole  centrale 

des  arts  et  manufactares. 


Théorème.  —  Lorsqu'une  surface  de  révolution  est  tout  à 
la  fois  touchée  et  coupée  par  un  pton,  le  point  de  contact  est  un 
point  double  de  la  section. 

Soient  (fig,  4)  :  js,  z\  les  projections  de  Taxe  supposé 
vertical  ;   \k\   \k\  la  projection  verticale  du  méridien    de 


FtflT.  4, 


front  ;  m,  m'  le  point  de  contact,  amené,  par  une  rotation 
autour  de  %y  %'  sur  ce  méridien  de  front. 
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La  tangente  P',  en  m\  à  fx',  est  la  trace  verticale  du  plan 
tangent  au  point  choisi  ;  nous  Tadopterons  pour  axe  des  abs- 
cisses et  nous  prendrons  pour  axe  des  ordonnées  la  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  menée  par  m.  Tout  d'abord,  construisons 
par  l'emploi  d'un  plan  horizontal  auxiliaire  ayant  Q'  pour 
trace  verticale  et  voisin  de  w,  m',  deux  points  (Wj,  u), 
(wa,  u)  de  la  section. 

En  faisant  voir  que  la  courbe  d'intersection  a  deux  tan- 
gentes en  m,  nous  aurons  par  là  même  démontré  que  la 
courbe  dans  l'espace  présente  elle-même  au  point  corres- 
pondant M  deux  tangentes,  et  que,  par  suite»  ce  point  est 
double. 

Pour  ce  but,  tirons  les  droites  mUt,  mu,  ;  désignons  par 
V  la  rencontre  des  droites  UiU^^  mz  et  par  a  l'angle  u^niz. 
Lorsque  le  plan  horizontal  dont  Q'  est  la  trace  verticale  se 
déplace  en  se  rapprochant  du  point  m,  m,  les  points  u^, t^, 
se  déplacent  également  et  se  rapprochent  de  m;  il  s'ensuit 
que,  à  la  limite,  les  droites  mu^mu^  seront  tangentes  en 
m  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  étudiée.  Pour 
déterminer  les  positions  de  ces  tangentes,  cherchons  donc  la 
limite  de  tang  oc. 

On  voit,  immédiatement,  que  Ton  a 

tang  a  =  3fc  — i — . 

Désignons:  parR|,  R  les  rayons  des  parallèles  placés, 
respectivement,  dans  le  plan  horizontal  auxiliaire  et  dans 
celui  qui  contient  le  point  m,  m  ;  par  a ,  a;,  y  le  point  de 
rencontre  de  fi.'  avec  Q'  et  ses  coordonnées;  para,  6  les  points 
de  croisement  du  plan  de  front  conduit  par  z,  z  avec  la  pro- 
jection horizontale  du  parallèle  de  rayon  R^,  et  enfin  par  p 
l'angle  que  fait  P'  avec  une  verticale  quelconque.  Cela  posé, 

on  aura         u^v  =Y  av  .  vb  =  Y  y  (2R1  —  y), 

mv  =  a?  sin  p. 
La  substitution  des  valeurs  de  u^v  et  de  mv  dans  la  pre- 
mière formule  donne  ensuite 

_x_    V  y  (2R1  —  y) 
tang  a  =  ±     ^  .V 

^  a;  sin  p 
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oa  bien 


Lorsqu'on  passe  à  la  limite,  R^  tend  vers  R  et  le  rapport 

—,   qui  n'est   autre  chose  que  le  coefficient  angulaire  de 
oc 

la  tangente  menée  par  Torigine  à  la  courbe  \i.\  devient  nul; 
on  trouve  donc 

Tout  se  réduit  actuellement  à  la  recherche  de  la  limite 

y 
du  rapport  -— . 

oc 

Soit  y  =  f{x)  réquation  de  la  courbe  |jl';  en  développant 

son  second  membre  par  la  formule  de  Mac-Laurin,  on  trouve 

/y»  or»*  /)r»fl 

dans  laquelle  6  est  une  fraction  proprement  dite,  inconnue. 
Dans  la  présente  question  f(o)  =  o,  f\o)  =  o,  puisque 
la  courbe  [l  touche  Taxe  des  abscisses  à  l'origine  ;  l'équa- 
tion (1)  se  peut  donc  écrire 

+  TT-â ~  I  i°)  + 


1.2.3  ...  n    '  ^  '  1.2.3  ...  ti(n  +  i) 

en  faisant  tendre  x  vers  zéro,  on  trouve,  en  général, 

^^-^  =  -r  ^'^°^-  ^*) 

La  relation  cherchée  est  donc 

lim  tang  a  =  ±      ^.^  ^      V^R  Ho).  (3) 

En  général  f'{o)  n'est  pas  nul  ;  donc,  k.  cause  du  double 
signe  compris  dans  la  formule  (3),  m,  m  est  un  point  double 
de  la  section. 

Les  tangentes  au  point  ^double,  nous  allons  le  faire  voir 
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dans  un  instant,  se  déterminent  facilement  en  construisant 
la  limite  de  l'angle  a;  mais,  antérieurement,  cherchons 
une  interprétation  géométrique  de  /"'(o). 

L'équation  de  la  ligne  \l\  dans  le  système  xmyy  peut  s'écrire 
X  =  <p(j/)  :  les  fonctions  /  et  ç  étant  inverses. 

Conservons  Taxe  des  abscisses  et  remplaçons  celui  des 
ordonnées  par  une  perpendiculaire  Y  à  m'a?,  menée  par  m  ; 
les  formules  de  transformation  donnent,  en  appelant  X,  Y 
les  coordonnées  nouvelles  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  i*',       ce  =  X  +  Y  tang  p, 

^  cos  p  ' 

donc,  dans  le  nouveau  système  d'axes,  Téquation  de  y.'  est 

X  =  -  T  tang  p  +  <p(-^). 

D'autre  part,  il  est  manifeste  que  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  [i!  en  m',  que  nous  désignerons  par  p,  est  égal  à 
la  limite  de  la  sous-normale,  comptée  sur  l'axe  m'Y,  et  rela- 
tive à  un  point  de  fx'  qui,  d'abord  voisin  de  m',  se  rappro- 
cherait de  ce  dernier  et  tendrait  à  se  confondre  avec  lui. 
Nous  désignerons  par  (a?i,  j/i),  (Xi,  Yj)  les  coordonnées» 
prises  respectivement  dans  chacun  des  systèmes  d'axes,  de 
ce  point  voisin  ;  l'équation  correspondante  de  la  normale  à 
|x'  sera  alors  Y  —  Y^  =  —  X\(X  —  X|), 
et  la  sous-normale  sera  égale  à 

Xi  Xj, 
par  suite,  on  aura       p  =  lim  {X\  X^). 

D'ailleurs,  de  l'équation  de  la  courbe  [».'  dans  le  nouveau 
système  d'axes,  on  tire 

r,  =  -taiigp  +  9'(!/i)-^; 

la  substitution  de  la  valeur  de  X\  dans  celle  de  p  donne, 
puisque  X^  tend  vers  zéro, 


cos  p 
ou  p  = —  lim 


Xi 


ou  encore  p  = r-    lim 


cos  p  f  i^l) 

I         ,.        a?!  —  y^  sin  p 


cos  p  r(^i) 
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Lorsqu'on  donne  à  Xi  la  valeur  zéro,  la  dernière  fraction 
devient  indéterminée  ;  remplaçons-la  donc  par  le  rapport 
des  dérivées  de  ses  deux  termes,  ce  qui  donne 

^     cos  p  r(xo 

en  passant  à  la  limite,  on  trouve 

I  I 

^~   cos  p        /'(o) 
ou,  finalement, 

La  relation  (3)  devient  alors 

lim  tang  a  =  db  — : y  — • 

°  sm  p     '     p  cos  p 

Soient:  o>'  la  projection  verticale  du  centre  du  parallèle 
qui  passe  par  le  point  double;  <o\  la  projection  de  même 
nom  du  sommet  du  faisceau  des  normales  à  la  surface 
menées  par  les  divers  points  de  ce  parallèle,  et  c  la  pio- 
jection  verticale  du  centre  de  courbure,  en  m,  m\  du  méri- 
dien de  front.  Nous  aurons  : 

,  ,  mV  R  \ , 

tn<i)|  =         ^  =  — — r;  wic   =  p 
*        cos  p         cos  p  ^ 

et,  par  suite,  

1-4  ^      I       l/  m<ù\  .  ^^^\     

lim  tg    a  =  d=  -7— T-    y  — rr-  =  ±     .     ^  ^ — tt  ' 

^  sin  p     '     m  c  sm  p  r  f'^  c    •  ^  0»  f 

Décrivons  sur  co^c'  comme  diamètre  une  demi-circonfé- 
rence et  soit  E'  son  point  de  croisement  avec  F,  projetons 
ensuite  E  en  K',  sur  zm  ;  on  aura  alors 

sin  p  y  me  .  miû\  =  mE, 


/  t 


et,  finalement,  lim  tg  a  =  db  — rr  - 

^  mE 

La  construction  se  termine  manifestement  comme  il  suit: 
à  partir  de  E,  sur  EE'  et  sur  son  prolongement,  on  portera 
des  longueurs  E/|,  El,  égales  toutes  deux  à  m*tù\  et  les 
droites  de  jonction  des  points  Z^,  /,  au  point  m  seront  les 
tangentes  cherchées. 
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NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  Jonaime^  professeur  au  Lycée  de  Caen. 


SYSTÈME  DK  DUHÊTRES  CONJUGUÉS  PARALLÈLES  DANS  DEUX  CONIQUES. 

£n  prenant  les  équations  de  deux  coniques  rapportées  à 
des  axes  quelconques 

005*  +  2bxy  +  ex*  -{•  2^0?  4"  2ej/  -{-  f  =  o 
a!x*  -j-  2b'xy  -\-  c'x'  +  2d'x  +  2e  y  -j-  /'  =  o, 
les   diamètres  conjugués  d'une  droite  de  direction  m  sont 
donnés  par  les  deux  suivantes  : 

ax  -{-  by  '\-  d  =  m{bx  -\-  dy  -\-  e)  =  o 
ax  4-  b'y  -f-  d'  =  fn{Vx  +  d'y  -j-  0=  o. 
Pour  que  ces  droites  soient  parallèles,  on  doit  avoir  : 

a  -)-  bm  b  -j-  tnc 

a  +  b'm  6'  +  ^c  ' 

ce  qui  conduit  à  Téquation  du  second  degré 

(6c  +  c&>«  +  ac  +  ca')m  +  (ab'  —  ba)  =  o.       (1) 
En  général,  on  a  donc  deux  diamètres  conjugués  paral- 
lèles. Les  directions  sont  données  par  les  racines  de  cette 
équation  ;  en  effet,  en  prenant  pour  axe  des  x  Tune  d'elles 
et  pour  axe  des  y  sa  conjuguée,  on  est  conduit  à  Téquation 

cm*  +  {a&  —  ca)m  =  o 
dont  une  racine  est  o  et  l'autre  est  00 ,  c'est-à-dire  les  direc- 
tions des  deux  axes  choisis. 

Lorsqu'on  a  — r-  =  —  =  — ,  il  y  a  une  infinité  de  dia- 

c  b'  a  "^ 

mètres  conjugués  parallèles. 

11  importe  de  savoir  si  les  racines  de  (1)  sont  toujours 
réelles,  ou  d'indiquer  dans  quels  cas   ce  fait  se  présente. 
La  condition  de  réalité  est 

[ac  —  cay  ~  4'(6c'  —  cV)  (aV  —  ba)  >  o,  (2) 

qu'on  peut  écrire  aussi  sous  cette  autre  forme  : 

(2  bb'  —  ac—  cay  —  (6«  —  ac)  (6* — ad)  >_  o .     (2  bis) 
Cette  fonction  des  coefScients  que  je  désigne  par  R  n  est 
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autre  chose  que  la  résultante  ou  réliminani  des  équations 
des  directions  asymptotiques  : 

f(m)  =  auL*  -|-  26îJL  -[-  c  =  o 

La  question  est  donc  ramenée  à  Tétude  de  R. 
A  cet  effet  il  faut  considérer  les  cas  suivants  : 

1®  Deux  ellipses .  —  En  désignant  par  a  et  3  les  racines 
de  f{m)  =  G  et  par  a  et  P'  celles  de  <pjx  =  o,  on  sait  que 
R  =  cp(a)?(P). 

Dans  le  cas  des  ellipses 

a  =  l>i  +  Wi  »'  =  !>«  +  «?t 

P  =  Pi  —  iÇi  P'  =  Pi  +  *?i- 

Alors 

R  =  a*[(p,  -  p.)«  +  (q,  +  g.)'][(Pi  -  P.Y  +  (îi  —  Ci)']- 
Cette   quantité    est   essentiellement   positive;    alors   les 
racines  de  (1)  sont  réelles  et  deux  ellipses  ont  toujours  an 
système  de  diamètres  conjugués  parallèles;  c'est  ce  ((le 
montre  d'ailleurs  la  fonction  R. 

2®  Detix  hyperboles.  —  Alors  a,  p,  a  et  p'  sont  réelles  :  sup- 
posons d'abord  a  >  a  >  p  >  p', 
alors       R  =  a«  (a  —  a)  (a  —  p)  (p'  —  a)  (p'  —  p)  >  o 
et  les  racines  de  (1)  sont  réelles;  ce  résultat  serait  le  même 
pour  a  >  a  >  p'  >  p. 

Supposons  que  a  >  a  >  p'  >  p  ;  alors  R  <  o  et  les  racines 
de  (1)  sont  imaginaires. 

Si  on  a  a  =  a,  R  =  o  et  les  valeurs  de  m  sont  égales  :  leur 

valeur  commune  —  ,,  est  précisément  la  raison  com- 

26c  — cb 

mune  aux  équations  ç  (m)  =  o  et  f{m)  =  o.  C'est  donc  une 

des  directions  asymptotes. 

Or  on  sait  que,  dans  ce  cas,  le  diamètre  se  confond  avec 
la  direction  de  la  corde  conjuguée  ;  c'est  ce  qui  explique 
régalité  des  racines. 

Alors  quand  les  directions  asymptotiques  de  Tune  des 
coniques  renferment  celles  de  l'autre,  il  y  a  un  système  de 
diamètres  conjugués  parallèles;  autrement  il  n'y  en  a  pas. 
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3°  Ellipse  et  parabole.  —  En  prenant  R  =  (266'  —  ac  —  ac'y 
—  (6"ac)(6'*ac),  on  Yoit  qu  il  se  réduit  à  (266' —  ac  —  acy  et 
par  conséquent  que  les  racines  de  (i)  sont  réelles. 

4®  Hyperbole  et  parabole.  —  Alors  R>o,  ou  R  =  o  ;  pour  R  =  o 
la  direction  de  l'axe  de  la  parabole  est  celle  de  Tune  des 
asymptotes  et  on  retombe  sur  les  diamètres  singuliers. 

S®  Ellipse  et  hyperbole.  —  En  prenant  pour  R  la  forme  déjà 
employée  au  3®  cas,  on  voit  immédiatement  la  réalité  des 
racines  et  Texistence  du  système  de  diamètres  parallèles. 

6®  DeuLX  paraboles.  —  Dans  ce  cas  les  deux  diamètres  con- 
jugués parallèles  sont  toujours  réels,  et  si  les  axes  sont 
parallèles,  il  y  en  a  une  infinité. 

On  peut  former  le  tableau  suivant  qui  résume  cette  dis- 
cussion: 

Deux  ellipseS;  ]  p. 

-^    P  ^ ,  '       \     très  conjugués  parallèles. 

Deux  paraboles.  j  ^  ©        x- 

Deux  hyperboles,  )  Incertitude,  la  réalité  dépend  des 

Hyperbole  et  parabole.  J     directions  des  asymptotes. 

DIAMÈTRES  CONJUGUÉS  PARALLÈLES  DANS  LES  SURFACES 

DU  SECOND  ORDRE 

En  prenant  pour  axes  des  coordonnées  un  système   de 
diamètres  conjugués  de  Tune  des  deux  surfaces,  les  équa- 
tions seront  : 
kx*  +  AY  +  k'z^  +  2005  +  2Gy  +  2G'z  +  F  =  o 
ax*  +  ay*  +  ^"^^  +  ^^î/^  +  ^b'xz  -f-  2b'^xy  -f-  2cx 

+  2cy  +  20"^  -f-  F  =  o. 
Pour  que  les  plans  diamétraux  conjugués  de  la  direction 
donnée  par  a,  p  et  y  soient  parallèles,  on  doit  avoir  : 
gg  +  6"p  +  b'y    _    b\  +  a'^  +  by 
Aa  ~"  A'p 

_    b'%  +  Qg  +  (^"y 
A^ 
et,  faisant  tous  ces  rapports  égaux  à  X,  on  en  tire  les  trois 


A  = 


=  o. 


—  »to  — 

équations  :         (a  —  AA)a  +  6'p  -j-  6  y  =  o  ; 

fc^a  +  {a'  —  Xi')P  +  bf  =  o; 

b'a  +  6?  +  (a"  —  XA')  T  =  o  ; 
Ces  équations  ne  peuvent  être  compatibles  que  si  Ton  a  : 

a  —  Xk  b'  b' 
b'  a'  —  Xk:  b 
b'  b   a'  —  Xk!' 

Cette  équation  du  troisième  degré  a  ses  racines  réelles, 
comme  on  peut  rétablir. 

En  effet,  si  on  représente  par  A,  A',  A',  B,  B',  B',  les 
mineurs  du  premier  ordre  du  déterminant  A,  et  par  a,  a\  a', 
bf  b',  b\  les  mineurs  de  même  ordre  du  déterminant 
adjoint  dont  les  éléments  sont  A,  A',  etc. . .  ; 

Comme  on  a  d  =  (a  —  XA)A.  ou  A'A"  —  B«  =  (a  —  A  A/A, 
il  suffit  de  connaître  le  signe  de  d  pour  en  déduire  le  signe 
de  A  A'  =  (a  —  XA)(a"  —  XA'')  —  6'* 

A^  =  (a  —  XA)(a  —  XA')  —  b'^ 


a  à  a" 


Soit  -T-  >  -rr  >  -pr  ;  désignons  par  X|  et  X,  les  racines 

A.  £l  a. 


a  a 


de  A'  =  G  ;  X4  >  —  >  -p-  >  X,. 

Pour  X  =  oo  d>o,     a  —  XA<o,    A<o; 

X  =  Xi  ci  <  o,     a  —  XA  <  o,    A  ]>  o  ; 

X  =  X,  d<o,     a  —  XA>oA<o; 

X  =  —  00  d>o,  (a  —  XA)  >  0  A  >  o. 
Donc  les  trois  racines  sont  réelles. 
De  la  réalité  des  racines  de  A  =  o»  il  ne  faut  pas  con- 
clure Texistence  de  trois  diamètres  conjugués  parallèles  dans 
les  deux  surfaces  ;  il  peut  arriver  que  pour  chaque  racine 
il  y  ait  une  direction  à  laquelle  correspond  seulement  dans 
chaque  surface  un  plan  diamétral  parallèle  à  l'autre.  C'est 
ce  qu'on  peut  établir  en  considérant  successivement  deux 
surfaces  quelconques. 

1°  Deux  ellipsoïdes  ou  un  ellipsoïde  et  un  hyperboloUde.  — 
Rien  n'est  changé  dans  la  direction  des  diamètres  con- 
jugués par  une  simple  translation.  Alors  on  peut  amener 
les  deux  centres  è  coïncider. 


—  su  - 

Prenons  pour  axe  des  z  la  direction  donnée  par  Tune 
des  racines  de  A  =  o  et  pour  plan  des  cet/, le  plan  diamé- 
tral conjugué  ;  on  aura  pour  les  deux  surfaces  les  équa- 
tions suivantes  : 

kx*  4-  A'y«  +  M'z^  +  2B'xy  +  y  +  F  =  o  ; 
(KB*  4"  fly'  +  û'-s'  -|-  ^b'xy  +  ï  4"  /*  =  o. 

Pour  j5  =  o,  on  a  les  sections  du  plan  diamétral  qui  sont 
deux  coniques  ayant  deux  diamètres  conjugués  communs, 
ainsi  qu'il  a  été  démontré.  Il  en  résulte  que  deux  surfaces 
à  centre  dont  un  ellipsoïde  ont  toujours  un  système  de 
diamètres  conjugués  parallèles. 

2**  Ellipsoïde  et  parabolo'ide.  —  On  peut  effectuer  une  trans- 
lation du  paraboloïde  qui  place  le  centre  de  Tellipsoïde 
sur  cette  surface  et  alors,  en  prenant  les  mêmes  axes  que 
précédemment,  on  a  les  équations  : 

Aœ*  +  ky  +  A^z*  +  2B''xy  +  F  =  o  ; 

ax"  +  a't/"  +  a^z*  -f"  ^^  aaxy  4-  2ex  +  2e'y  =  o, 
et  les  sections  par  le  plan  z  =  o  sont  une  ellipse  et  une 
parabole  ayant  deux  directions  conjuguées  parallèles.  Donc 
le  système  de  diamètres  conjugués  parallèles  existe  dans 
ce  cas. 

3**  Deux  hyperbolo'ides  ou  deux  cônes.  —  Les  deux  centres 
étant  amenés  à  coïncider  comme  précédemment,  le  plan 
j5  =  o  donne  pour  intersection  deux  hyperboles,  et  on  sait 
qu'elles  n'ont  de  diamètres  conjugués  communs  que  si  les 
asymptotes  de  Tune  renferment  celles  de  Tautre.  Il  n'y  a 
donc  de  systèmes  de  diamètres  conjugués  parallèles  que  si 
les  cônes  asymptotes  transportés  parallèlement  de  manière 
à  ce  que  le  centre  soit  commun,  sont  tels  que  l'un  soit  inté- 
rieur à  l'autre. 

En  suivant  la  même  marche  pour  d'autres  surfaces,  on 
est  conduit  à  former  le  tableau  suivant  qui  résume  toute 
l'analyse  de  la  question. 
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Deux  ellipsoïdes. 
Ellipsoïde  et  hyperboloïde. 
Id.       et  cône. 
Id.       et  paraboloïde. 
Id.        et  cylindre  elliptique. 
Id.        et  cylindre  hyperbo- 
lique. 
Ellipsoïde  et  cylindre  parabo- 
lique. 
Deux  paraboloïdes    elliptiques. 
Paraboloïde  elliptique  et  cylin- 
dre elliptique. 
Paraboloïde  elliptique  et  cylin- 
dre parabolique. 
Deux  cylindres  elliptiques. 
Cylindre    elliptique  et   parabo- 
lique. 
Deux  cylindres  paraboliques. 

Deux  byperboloïdes  ou  deux 
cônes. 

Cône  ou  hyperboloïde  et  parabo- 
loïde. 

Paraboloïde  elliptique  et  hyper- 
bolique. 

Paraboloïdes  hyperboliques. 

Paraboloïde  et  cylindre  hyper- 
bolique. 

Cylindre  elliptique  et  hyperbo- 
lique. 

Cylindres  hyperboliques. 


Les  trois  racines 
de  A  =  o  doanent 
trois  diamètres  cod- 
jugués  parallèles. 


L'existence  du  si?te- 
me  de  trois  directions 
conjuguées  parallèles 
est   subordonnée  aux 
positions    respec  Utcs 
des  cônes  asymptotes, 
plans     asymptotes, 
plans    directeurs    et 
axes.  Dans  le  cas  de 
contact  il  n'y  a  pas  de 
directions  conjuguées 
parallèles. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

SolattoB  de  la  composition  mathématique 
par  M.  Janin,  éië?e  à  l'école  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 

(Voir  l'énoncé,  p.  324.) 


L'équation  d'une  hyperbole  équilatère  passant  par  les 
points  M  et  N  est 

ûD*  —  y*  +  2mœy  +  2pRy  —  R*  =  o.  (1) 

Prenons  maintenant  un  point  Q  sur  le  cercle  et  soient 
a?«  =  R  cos  (p  yo  =  K  sîi^  ? 

les  coordonnées  de  ce  point. 

Si  de  ce  point  nous  menons  des  tangentes  à  l'hyperbole 
équilatère  (i),  l'équation  de  la  corde  des  contacts  sera  : 
aî(cos  ç  4"  ^  sin  (p)  -j-  y{m  cos  9  —  sîn  <p  +  p) 

4*  (P  sin  9  —  i)R  =  G.  (2) 

Joignons  maintenant  le  point  Q  aux  points  A  et  B,  ou  la 
droite  (2)  rencontre  le  cercle  donné.  Pour  trouver  plus  faci- 
lement réquation  du  système  des  droites  QA,  QB,  transpor- 
tons l'origine  des  coordonnées  au  point  Q  ;  nous  avons  alors 

ce  =  0?'  +  R  cos  ç         y  =  !/'  -f-  R  sin  9         (3) 
et  les  équations  du  cercle  et  de  la  droite  (2)  deviennent  : 
X*  +  y*  -|-  2R(a5'  cos  9  4-  y  sin  9)  =  o  (G) 

a?'(cos  «p  +  »»  sin  9)  -f-  y'(^  cos  9  —  sin  9  -}*  p) 

4"  2{m  cos  (p  —  sin  f  +  p)R  sin  9  =  0.  (2)' 
Pour  trouver  maintenant  l'équation  des  droites  QA  et  QB, 
il  suffit  de  former  une  combinaison  homogène  des  équations 
(G)  et  (2)'.  Gette  combinaison  est  : 

(a?'*-|-y'*)  [m  cos  9 — sin  9  -|-  p)  sin  9  =  (x'  cos  9  4"  y'  si^  9) 
X  [a?'(cos  94-*»  sin  y)  -f-  y'(^  cos  9  —  sin  9  4-  P] 
c'est-à-dire  en  ordonnant 

[x(i  —  p  sin  9)  4-  y{^  +  P  cos  9)]a?'  =  o.    (4)' 
Telle  est  l'équation  des  droites  QA  et  QB,  l'origine  étant  en 
Q  ;  pour  avoir  l'équation  de  ces  droites  dans  l'ancien  sys« 
tème,  il  faut,  dans  l'équation  (4)',  remplacer  x  et  y  par  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (3),  ce  qui  donne  l'équation  (4) 
\œ(i  —pain  9)  +  y  (m  +p  eoB9J  —  (cos  9  +  m  8in9)  R][a9  —  R  0059]  «0. 
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En  séparant  les  équations  de  ces  deux  droites,  on  obtient 

pour  Tune  Téquation 

X  —  R  cos  9=0 

qui  représente  une  droite  parallële  à  Taxe  des  y. 

L'autre  droite  est  représentée  par  l'équation 

(i  —  p  sin  <p)a?  +  (m  +  p  cos  (p)y  —  (cos  f  +  *»*  sin  <p)R  =  o 

Cette  équation  peut  s'écrire 

(py  —  R)  cos  ç  —  {px  +  mR)  sin  ?  +  (a?  -|-  my)  =  o. 

On  Yoit  maintenant  que,  quel  que  soit  cp,  cette  équation 

est  yérifiée  pour 

R  _       mR 

d'où  ac  +  i»y  =  o. 

Par  suite,  cette  droite  passe  par  le  point  fixe  dont  les 
coordonnées  sont 

^-  p  -    p  •  ^  ^ 

Rbiurque.  —  Il  est  facile  de  yoir  géométriquement  foe 
le  point  P  est  le  pôle  de  l'axe  des  x  par  rapport  à  Thypei- 
bole  considérée. 

En  effet,  lorsque  le  point  Q  vient  en  M,  la  corde  des  con- 
tacts coïncide  avec  la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  M,  et 
des  droites  QA,  QB,  l'une  devient  la  tangente  au  cercle  au 
point  M  (tangente  parallèle  à  l'axe  des  y)  et  l'autre  devient 
la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  M. 

En  répétant  la  môme  construction  pour  le  point  N,  on  voit 
que  le  point  fixe  se  trouve  à  l'intersection  des  tangentes 
menées  aux  extrémités  de  la  corde  MN,  c'est-à-dire  est  le 
pôle  de  MN. 

Le  point  P  étant  donné,  l'hyperbole  équilatère  correspon- 
dante est  déterminée. 

En  effet,  si  Ton  joint  le  point  P  aux  points  M  et  N,  on 
obtient  les  tangentes  PM,  PN  à  l'hyperbole  aux  points  M 
et  N,  et  l'hyperbole  demandée  se  trouve  déterminée  sans 
ambiguïté  par  deux  points  et  les  tangentes  en  ces  points. 

Pour  construire  le  centre  de  cette  hyperbole,  remarquons 
qu'il  est  déterminé  par  l'intersection  des  deux  droites 
X  +  my  z=z  o,  mx  —y  -}•  pR  =  o. 


Si  dans  ees  équations  on  remplace  m  et  p  par  leurs  Taleurs 
tirées  en  fonction  des  coordonnées  du  point  P,  elles  de- 

Tiennent      —  =  -?-•  ax  +  by  —  R«  =  o. 

a  o 

Ces  deux  droites  représentent  :  la  première,  la  droite  qui 
joint  le  centre  du  cercle  au  point  P  ;  la  seconde,  la  polaire 
du  point  P  par  rapport  au  cercle. 

On  obtiendra  donc  le  centre  de  l'hyperbole  en  prenant  sur 
le  diamètre  PO  le  conjugué  harmonique  du  point  P. 

Gomme  on  sait  faire  celte  construction,  le  problème  pro* 
posé  est  résolu. 

Par  le  centre  G  de  Thyperbole  menons  une  parallèle  Cx'  à 
l'axe  des  x  ;  les  deux  droites  GP,  Cx  formeront  un  système 
de  diamètres  conjugués.  Il  suffit  pour  le  yérifier  de  remar-- 
quer  que  la  droite  PO  est  le  diamètre  conjugué  de  la  direc- 
tion G^. 

Pour  construire  les  asymptotes,  puisque  Thyperbole  est 
équilatère  et  que  nous  connaissons  un  système  de  diamètres 
conjugués,  il  suffira  de  mener  les  bissectrices  de  l'angle  PGx. 

Soient  GI,  GJ  ces  bissectrices,  on  obtiendra  les  axes  de 
l'hyperbole  en  menant  les  bissectrices  GX,  GY  de  l'angle  IGJ. 


Pig.4. 

Pour  construire  les  sommets  de  l'hyperbole  nous  cher^ 
obérons  l'intersection  de^Thyperbole  avec  l'axe  transTerse. 
Nous  allons  déterminer  cet  axe  transverse. 
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Après  avoir  construit  le  centre  et  les  asymptotes  d'après 

la  méthode  indiquée 
précédemment,  on  mè- 
nera les  bissectrices  de 
l'angle  IGJ  (supposons 
pour  fixer  les  idées  que 
OPsoitdansl'angle  ICJ); 
l'axe  transverse  sera 
dans  Tangle  ICJ  si  le 
centre  G  n'est  pas  entre 
0  et  P  (fig.  4);  l'axe 
transverse  sera  dans 
l'angle  adjacent  si  le 
centre  G  est  entre  0  et 


Fig,  M. 


Quoi  qu'il  en  soit,  après  avoir  construit  Taxe  transverse  GX, 
du  point  M  on  abaissera  une  perpendiculaire  Mm  sur  CX  e 
l'on  considérera  le  point  R  où  la  tangente  M?  au  point  Ml 
l'hyperbole  considérée  rencontre  l'axe  GX, 

Le  point  R  est  le  pôle  de  la  droite  Mm. 

Par  suite,  les  points  R,  m  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  sommets  ÂA'  de  l'hyperbole  et  Ton  a 

GA*  =  GA«  =  GR  .  Gm 
relation  qui  permet  de  construire  les  points  A  et  A'  à  l'aide 
d'une  moyenne  proportionnelle. 

Gherchons  maintenant  le  lieu  des  foyers  des  hyperboles 
lorsque  le  point  P  décrit  la  droite  y  =  x* 

Pour  cela  désignons  comme  précédemment  par  a  et  6  les 
coordonnées  du  point  fixe  P;  on  a 

pa  +  mR  =  0  p6  =  R, 

d'oh  l'on  tire       m  =  —  i  p  = ; 

Et  l'équation  de  l'hyperbole  devient 

x^  —  y*  —  2a;y  +  2py  —  R»  =  o. 
Soient  a,  p  les  coordonnées  des  foyers  de  cette  hyperbole, 
l'équation  de  Thyperbole  pourra  s'écrire  : 

{x  —  cl)*  +  (y  —  P)*  =  2(03  cos  <û  -f-  y  sin  co  —  rf)*. 
L'identification  de  ces   deux   équations   nous  donne  les 
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relations: 

II  — 2C0S*<ii>  =  X.  I      a  —  2({C0S(0  =  O. 

I  —  3  sin*  (û  =  —  >.      (8)  I    p— 2dsinci)  = —  Xp. 
2C0Sa>sin<ii>=X.  /     a*+P* — 2i*= — XR*; 

Les  équations  (1)  se  réduisent  à  deux.  Peur  trouver  le  lieu 
des  foyers,  il  faut  entre  ces  cinq  équations  éliminer  les 
quatre  paramètres 

(t>  X  d  p 

rélimination  peut  être  simplifiée;  en  remarquant  que  les 
équations  (1),  la  première  et  la  dernière  des  équations  (2) 
ne  contiennent  pas  p,  nous  ne  devrons  éliminer  que 

a>  X  d 

Des  deux  premières  des  équations  (1)  on  tire 

2  cos*  CD  =  I  —  X.  2  sin*  0)  =  I  -|-  ^• 

En  multipliant  membre  à  membre  il  vient 

4  sin*  <o  cos'  w  =  1  —  X*. 
Bt  en  tenant  compte  de  la  troisième  relation 

4  sin»  iù  cos*  <o  =  I  —  X*  =  X*, 

on  en  tire  X*  =  — 

2 

A  =  «  > 

2 

En  représentant  par  e  la  quantité  d=  i  ; 
En  portant  cette   valeur  de  X  dans  la  première  des  rela* 
tiens  (1)  on  tire 


v/- 

cos  «  =  %/     


/T 


\J^—^fr 


2 


2 

Nous  ne  prenons  pas  le  double  signe,  parce  que  l'on  peut 
toujours  choisir  arbitrairement  le  signe  de  Tune  des  trois 
quantités  cos  a>  sin  «o  ci 

le  signe  des  deux  autres  se  trouvant  par  là  déterminé. 

Nous  connaissons  maintenant  X  et  cos  o,  qui  sont  les  seuls 
paramètres  des  équations  (1)  qui  entrent  dans  les  relations 

a  —  2d  cos  40  =  o 
a*  +  p*  —  2d}  +  XR«  =  G. 
Entre  ces  relations  éliminons.^. 
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De  la  première  on  tire  : 


d  = 


2  C08  o 

portant  dans  la  seconde,  il  Tient,  en  remplaçant  ces*  »  et  X  par 
lenra  yaleura. 


l^  +  p'- 


2—tY7  » 


Pour  faire  disparaître    Tirrationnelle   en    dénominateur, 
multiplions  les  deux  termes  de  la  fraction 


2a« 


par  la  quantité  2  +  <r2 

et  remarquons  que  «*  =  i  ; 

nous  aurons      ^ — j=s  =  a*  (2  +  *  K  O 

2  —  «}^2 

et  l'équation  du  lieu  des  foyers  deyient  alors 

(t  YT—  i)  a»  +  p«  —  -^^  R«  =  o- 

Si  dans   cette  équation   on  remplace  successiTement  t 
par  ±  I ,  on  obtient  les  deux  équations  : 

(|/7-i)a«  +  p«-£R«  =  o 
(/r+l)a«-p« ^R'=0. 

2 

La  première  de  ces  équations  représente  une  ellipse  rap- 
portée à  ses  axes.  Les  longueurs  des  axes  sont 

«•=£ .  -^ —  R'  =  -£(y^r-f  ,)r« 

6»  =  -^  R« 

2 

et  le  carré  de  la  demi-distance  focale  est 

c»  =  a«  —  6*  =  R*, 
ce  qui  montre  que  les  foyers  de  l'ellipse  sont  les  points  M 
etN. 
La  seconde  équation  représente  une  hyperbole  rapportée 
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à  ses  axes.  Les  lon^eurs  des  axes  sont 


«  =  -^^  .  -=r R«=  -^  (V2  —  i)  R' 


2  „.^  , 


^2  + 

&«  =  — ^  R« 

2 

et  le  carré  de  la  demi-distance  focale  a  pour  expression 
c«  =  a*  +  6»  =  R*. 

Les  foyers  sont  encore  les  points  M  et  N. 

Le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatëres  de  renoncé 
se  compose  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole  ayant  pour  foyers 
les  points  M  et  N. 

Cherchons  les  points  d'intersection  de  ces  coniques  avec 
le  cercle  donné. 

L'écjuation  de  ces  coniques  est         ^ 

(e  v^7—  i)  x«  +  y*  —  -^-^  R»  =  o 
et  réq[uation  du  cercle  est  a?"  +  y*  —  R«  =  o. 

e  V2 

Multiplions  la  seconde  de  ces  équations  par et  ajou- 
tons-la à  la  première,  il  Tient: 

(^ -■)..+(, -41)  ,.=0 

OU  X*  —  l/'  =  o. 

Cette  équation  représente  les  deux  bissectrices  de  l'angle 
des  axes  de  coordonnées. 

Comme  elle  ne  dépend  pas  de  e»  il  en  résulte  que  les  deux 
coniques  du  lieu  se  coupent  sur  le  cercle  aux  points  situés 
sur  les  bissectrices. 


SUR  UNE  PROPRIETE  DES  CONIQUES 

Par  M.  NettrCj  élève  de  Mathématiques  spéciales,  à  Sainte-Barbe. 


La  propriété  que  l'autear  s'est  proposé  d'établir  n*est,  en 
réalité,  pas  nouvelle  ;  mais  la  démonstration  qu'il  nous  a 
apportée  nous  semble  originale,  et  le  corollaire  qu'il  en  a 
déduit  n'est  pas  sans  intérêt.  Cette  propriété  est  la  suivante; 


—  s»  — 

Su  par  un  point  fixe  V,  pris  dans  le  plan  ^une  conique^  m 
trace  diverses  sécantes  et  qu'on  joigne  à  un  foyer  les  points  eà 
chaque  sécante  rencontre  la  courbe,  les  Ugnes  de  jonction  aim 
obtenues  forment  avec  la  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  fiœe  P 
des  angles  »  et  «'  satisfaisant  aux  deux  relations  suivantes  : 

U)    -)-    Cl>' 


COS 


=  (?• 


COS 


fl> 


CD 


et    tg—-tg 


2 


<k> 


=  o». 


?renoiis  pour  axes  de  coordonnées  la  droite  FP    et  la 

perpendiculaire  élevée  à  cette 
droite  au  foyer  F.  L' équation  de  la 
conique  donnée,  par  rapport  à  ces 

axes,  est 

ûpt  +  y*  =  c*U», 

e  étant  Texcentricité  de  la  conique; 

et  U  =  o,  réquation  de  la  dim- 

^ —  trice  correspondant  au  foyer  F.  (Oa 

sait  que  U  =  a?  cos  a  +  y  sin  t 

L'équation  d'une  droite  quelconque  du  plan  peut  ètie 
écrite  sous  la  forme 

ma?  +  ^î/  +  ^^  =  G*.  (1) 

Si  Ton  appelle   p  et  «o,  p  et  ^  les  coordonnées  polaires 

des  points  M  et  M'  par  rapport  au  point  F,  pris  pour  pôle, 

et  à  Taxe  FP  pris  pour  axe  polaire,  on  aura,  en  exprimant 

que  la  droite  précédente  (1)  passe  par  les  points  M  et  M', 

m^  COS  0)  +  np  sin  w  -|-  ^U  =  o, 
a;  et  y  étant  remplacées  dans  U  par  les   coordonnées   des 
points  considérés.  Or,  ces  points  étant  sur  la  conique,  on  a: 

p«  ==  05»  +  y*  ==  e«U*, 

d'oli  U  =  ^. 

e 

Par  conséquent,  pour  les  points  M  et  M',  on  aura  : 

m^  COS  (û  4"  ^  ®î"  w  +  X  —  =  o 


et 


mp'  ces  «'  -f"  np'  sin  u)'  -|-  ^ 


i-  =  o. 
e 
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'       En  joignant  à  ces  denx  conditions  l'équation  générale 

^  mœ  -^  ny  +  XU  =  O9  on  obtiendra  Téquation  de  la  droite 

■  particulibre  MM'  en  éliminant  m,  n  et  X  entre  ces  trois 

f  relations  homogènes.  Le  résultat  de  cette  élimination  est 

>  le  déterminant 


c«— à-d. 


X 


X  y 

cos  0)     sin  (i> 

cos  <o'    sin  iù 
sin  tû —  sia  tù 


D 

I 

e 

I 

6 


=  0 


+  y 


cos  U)  —  cos  iù 


e  '    "  ê 

+  n(cos  a>  sin  tù'  —  sin  o)  cos  co')  =  o 

-    40 


OU    2X  Sin cos  — ' 1-  2y  sin  — 


sin 


W  — (û 


2  2         '      "  2 

-{-  éU  sin(«o'  —  <o)  =  o 


w  +  ci),  .a)  +  (û  __         ci>— «o 

OU  enfin    x  cos — • h  y  sin — eUcos =0. 

2        *  *^  2  2 

Si  Ton  écrit  alors  que  cette  droite  passe  au  point  fixe  P 


(  ^:  :>  "'"■■' ^ 


c.-à-d. 


1*   \j 

cos 

2 

2 

cos 

tù    <0 

10   4-  CD*  _-  tt) 

'         —  eu  cos  — 


(I) 


2 


=  o 


e\]    e(a  cos  a  —  p) 

a  a 


ce  qai  constitue  la  première  relation  énoncée. 
Cette  formule  peut  s'écrire  : 


(O  <l)  .        o>       .        co 

cos  —  COS  —  —  siu  —  sin  — 
22  22 


ii>  a>      ,      .     O)     .     Cl) 

cos  —  cos  —  •  +  sin  —  sin 

2  2     *  2 


=  constante 


0) 


2 

0) 


c'est-à-dire 


Q>  0) 

ï  +  ig  Y  *8  T 


=  K 


en  appelant  K  la  constante. 


—  {Bi- 
ll en  resuite  : 

tg^tg-^(K+l)=l-K; 

d'où 

u)         O)'  1  —  K    a  —  (a  cos  a  —  p)e 

*«  —  *»  —  —  T+k"  "■   a  +  (a  cos  a  —  p)e    "^ 
C'est  la  seconde  relation  énoncée. 

Corollaire.  —  La  première  formule  conduit  à  une  pro- 
priété remarquable  de  Tellipse. 
Si  l'on  mène  la  bissectrice  FB  de  l'angle   MFM',  l'angle 

BFP  est  égal  à — -21 — ;  pour  avoir   son  cosinus,  il   suffit 

d'abaisser  du  point  fixe  P  une  perpendiculaire  PB  sur  la 
bissectrice,  et  en  prolongeant  FM' jusqu'à  la  rencontre  en  C 
de  cette  perpendiculaire,  on  a 
dans  le  triangle  FBG  : 

FB  =  FG  cos . 


et  dans  le  triangle  FBP  : 

FB  =  FP  cos     ^ 


Par  suite  : 
FC 

00  4-  u) 
cos ■ 

2 

FP  ~ 

cos  

c(rt  cos  a  —  p)  

a 

2 

Donc  FC  =  K  .  FP  =  Ko  =  G'*. 

On  YoitdonC)  par  cette  derniëre  considération,  que,  si  Fon 
joint  un  point  fixe  du  plan  à  un  foyer  y  que  par  le  point  fixe 
on  mène  une  sécante  PMM'  à  travers  la  courbe,  et  que  de  ce 
point  P  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  bissectrice  de  fangk 
MFM',  les  segments  interceptés  par  cette  perpendiculaire  sur  les 
rayons  vecteurs  FM,  FM'  sont  constants.  De  plus,  le  lieu  des 
points  G,  où  la  perpendiculaire  rencontre  le  rayon  ¥M.' prolongé^ 
est  un  cercle. 


TT" 
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QUESTION  234 

Slol«iloB  par  M.  Moulines,  élève  de  Mathématiqaes  spéciales 
au  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Pierron), 


Un  diamètre  éCune  ellipse  est  donné  en  grandeur  et  en  position. 
ion  conjugué  est  donné  en  grandeur  seulement.  Trouver  le  lieu 
les  foyers. 

l   Soient  2a f  26  les  longueurs  des  axes  d'une  ellipse.  Soit 

la  la  longueur  du  diamètre  ÂA'  donné  de  grandeur  et  de 

position  et  2b'  la  longueur  du  diamètre  donné  de  grandeur 

seulement. 

î    On  a  AF  + AT  =  2a; 

élevant  au  carré 

(1)  AF«  +  A'F«  +  2AF  .  AT  =  4a«. 

Mais  dans  le  triangle  AFA'  on  a 

AT«  +  AT«  =  20F«  +  2a\ 

Dès  lors,  l'égalité  (1)  devient  

AF  .  AT  =  2a«  —  a  »  —  OF* 
et  comme  OF*  =  a"  —  6* 

et  a*  +  6«  =  a  *  +  6'», 

AF  .  AT  =  6'*. 
Le  lieu  est  donc  une  ovale  de  Cassini  ayant  pour  pôles 
A  et  A'  et  b'*  pour  puissance. 

Remarque  L  —  Si  b'  =  a\  c'est-à-dire  si  l'on  donne  seule- 
ment un  des  diamètres  conjugués  égaux  de  grandeur  et  de 

AA'* 
position,  on  aura     AF  .  AT  = 

et  le  lieu  sera  une  lemniscate. 

Remarque  IL  —  En  cherchant  le  même  lieu  pour  une 
hyperbole  en  se  donnant  la  longueur  géométrique  du  dia- 
mètre conjugué  imaginaire,  on  obtiendrait  la  même  équa- 
tion :  car  il  suffirait  pour  avoir  le  lieu  de  changer  le  signe 
du  produit  AF  .  AF'  et  le  signe  de  6*. 

Remarque  III.  —  Dans  l'hyperbole  équilatère,  tous  les  dia** 
mètres  conjugués  ont  même  longueur  géométricjue.  Poi^O| 


—  su- 
ie lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilaiëres  qui  ont 
centre  et  passent  par  un  point  commun  est  une 
ayant  pour  pôles  le  point  donné  et  son    symétrique  } 
rapport  au  centre. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  aussi  résolue  par  M.  Y.  Àmaud, 
mathématiques  spéciales  au  lyeée  de  Niée. 


QUESTION  244. 

••l«UoH  par  M.  Â.  Coignard,  élèye  de  Mathématiques  spéciaki 

au  lycée  Saint-Louis. 


Étant  donnée  une  conique  qui  passe  à  V origine  des  aœes  siq^ 
rectangulaires^  on  considère  les  cordes  de  cette  conique  fw  j 
vues  sous  un  angle  droit;  par  les  extrémités  de  chacune  à 0' 
cordes  et  par  V origine  on  fait  passer  un  cercle;  on  èamàk 
lieu  des  centres  de  totAS  ces  cercles. 

Soit  la  conique  rapportée  à  une  tangente  et  à  la  noiaak, 
son  équation  sera 

f[Xf  y)  =  AcD*  +  îB^  +  Cy*  +  iEy  =  o; 
on  sait  d'après  le  théorème  de  Frégier  que  toutes  les  corài 
considérées  passent  par  un  point  fixe  sur  la  normale.  Soit: 
son  ordonnée  ;  on  a  à  trouver  le  lieii  des  milieux  de  la  cori 

y  —  p  =  mx. 

Il  sufiSt  donc  d'éliminer  m  entre  cette  équation  et  l'équatis 
du  diamètre  conjugué  de  la  direction  m,  qui  est 

rw+mfy=o; 

le  lieu  est  donc  fx  +  fy  =  o. 

X 

On  voit  sous  cette  forme  que  le  lieu  cherché  est  ast 
conique  qui  passe  par  le  centre  de  la  conique  donnée. 

Cette  équation  développée  devient 
Ax*  +  2Ba5y  +  Cy«  +  (B  —  Cp)y  —  Bpo?  —  E(te  _  E^  =a 

Ce  lieu  passe  par  le  point  d'ordonnée  p  et  situé  sur  Vm 
des  y.  C'est  une  conique  homothéUque  à  la  conique  pro- 
posée. 
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Nota.  —  Ont  résolti  eetle  question  :  MM.  Conuindré,  élève  de  mathématiques 
spéciales  au  Ijoée  Saint-Louis  (elasse  de  M.  Pierron)  ;  Lestoquoy,  du  lycée  de 
Saint-Quentin;  Hugotet  Simon,  du  lycée  de  Lyon;  Gino  Loria,  à  Mantoue; 
Libmann,  collège  Stanislas,  à  Paris. 


QUESTION  245 

••Ivilom  par  M.  D.  CoMANDai,  élère  de  Mathématiques  spéciales 

au  lycée  Saint-Louis. 


Etant  données  deux  courbes  S  et  S^  par  leurs  équations^  dans  un 
système  de  coordonnées  polaires^  on  suppose  que  Von  sache  conr 
s  traire  les  tangentes  à  ces  courbes  en  deux  points  "M,  et  Mi  ^  situés 
sur  un  même  rayon  vecteur  ;  on  demande  d'en  déduire  la  tangente 
au  point  M^,  situé  sur  le  même  rayon  vecteur  dans  la  courbe  S^^j 
qui  est  le  lieu  des  milieux  des  distances  telles  que  MM^  dans  les 
deux  courbes  proposées. 

Considérons  les  denx  courbes 

P  =  f  Hy  (i) 

P  =  ?  H'  (2) 

La  courbe  considérée  sera 

p  =    fi'-)  +  f(-)  ,  (3^ 

Les   sous-normales  à  (1)  et  à   (2)  sont  respectivement 

_  f  (a>),  —  <p'  (co).  Or,  la  sous-normale  à  (3)  est  —  ^^'^)+y(*^) 

c'est-à-dire  la  demi-somme  des  sous-normales  à  (1)  et  à  (2). 
Donc,  on  connaît  la  sous-normale  à  (3),  car  on  connaît 
les  tangentes  à  (1)  et  (2);  par  suite,  on  a  la  tangente  enM, 
à  la  courbe  (3). 

Nota.  —  On  peut  remarquer  que  quand  on  connaîtra 
plusieurs  courbes  et  les  tangentes  à  ces  courbes^  si  on  en 
considère  une  dont  le  rayon  vecteur  soit  une  fonction 
linéaire  et  homogène  des  rayons  yecteurs  des  premières, 
on  pourra  construire  la  tangente  à  cette  courbe  en  un  point 
quelconque. 

En  effet,  soient  p^,  p,,  p,  ...  p»  les  p  de  plusieurs 
courbes.  Soit  une  courbe  définie  par  la  relation 

R  =  flpi  +  ftp,  +  cpa  -f- «pn  : 


—  SÎ6  — 

oii  remarque  qne  si  on  prend  la  dérivée  on  a 

R'  =  op'i  +  6p't  +  cp'a  ...  -{-  np\    • 
Donc,  on  connaît  la  sons-normale  à  la  courbe  R. 
en  connail  la  tangente. 

Nota.  —  Cette  question  a  été  résoloe  par  MM.  Coignard,  élève  ai 
Saint-Loais  ;  Landre,  élève  du  PryUnée  miliuire  de  La  Flàdie  ;  de  Ptat,à 

SOLirrrON  OÉOlIÉTRfQlIB 

Par  M.  M.  d'Ocagns,  élève  an  lyeée  Pontanes. 

Soit  0  le  pôle.  La  normale  à  TenYoloppe  de  la  droite 
est  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  le  point 
Appelons  N  et  N^  les  points  oii  cette  perpendiculaire 
les  normales  en  M  et  M|  aux  courbes  correspondantes, 
nous  le  milieu  N^  de  NN|.  La  ligne  M,N,  est  la  normale 
lieu  de  M^  {*)  ;  on  en  déduit  la  tangente. 
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Les  élèves  de  mathématiques  élémentaires  paraissent,  en  général,  as 
rebelles  à  l'étude  de  la  géométrie  deseripUve  ;  eela  tient,  croyoos-noas,  à  s 
que  les  ouvrages  qui  exposent  les  éléments  de  cette  science  D*insislBBt  f 
assez  sur  les  petits  problèmes  qui  constituent  ce  que  Ton  pent  ippif 
Valphabei  de  la  géométrie  descriptive. 

Le  volume  que  nous  signalons  aujourd'hui  contient,  dans  une  paeuiâi 
parUe,  ces  petits  problèmes  exposés  dans  un  ordre  méthodique  et  déiUy 
assez  simplement  pour  que  irà  élèves  puissent  se  les  approprier  rapidesBE 
lorsqu'ils  posséderont  ces  éléments,  ifs  seront  k  même  de  faire  des  épcs 
analogues  à  celles  qui  leur  sont  demandées  aux  examens. 

La  seconde  partie  du  volume,  qui  traite  des  polyèdres  et  de  la  aphère,  i» 
ferme  d'aiUeurs  de  nombreuses  applications  de  ces  problèmes  élénîeatairs; 
elles  achèveront  d'en  montrer  rutilité  aux  élèves. 

L'emploi  des  projectiom  obliquei  pour  résoudre  certaines  questions  leadi 
s'inunoduire  dans  l'enseignement,  et  il  n'existe,  à  notre  connaissance,  aian 
ouvrage  élémentaire  qui  en  fasse  une  étude  spéciale;  les  principes  al  ht 
applications  élémentaires  de  la  méthode  des  projections  obliques  que  YatHet 
a  placés  A  la  An  du  voluma  constituent  donc  une  innovation  qui,  si  modeik 
qu  elle  soit,  mérite  d'être  remarquée. 


(*)  Voir  Mannheim,  Cours  de  géométrie  descriptive  de  VÉeok  polyMmism, 
p.  174. 
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Sipialons  anKÏ  les  deux  cents  questions  comprises  dansée  TotuHie;  uaeer- 
Aiià  nombre  d'entre  elles,  proposées  aux  examens  di?ers,  contiennent  des 
lonnées  numériques  permettant  aux  élèves  de  s'exercer  en  vue  de  l'épure 
(fixi    leur  sera  imposée  dans  les  épreuves  de  fin  d'année. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Mathématlqoes    élémentaires. 

—   On  donne  nu  point   P  danâ  rintérieur   d'un 
triangle  ;    par  ce    point,    on    mène    des   parallèles   aux 
côtés  ;  la  parallèle  à  ÂG  rencontre  les  côtés  aux  points  i  et 
4  ;  la^parallèle  à  BG  rencontre  les  côtés  aux  points  2  et  5  ; 
^  eftfin^a  parallèle  à  AB  rencontre  les  côtés  aux  points  3  et 
6;  en  joignant  les  points  i,  3,  5  on  forme  un  triangle;  de 
«aème  pour  les  points  2,  4,  6.  On  demande:  1^  de  démon- 
trer que  ces  deux  triangles  sont  équivalents  ;  3®  de'  déter- 
miner le  point  P  de  façon   que  le  triangle   (i,  3,  5)   soit 
maximum. 

267.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  circonférences  qui 
se  coupent  en  A,  et  un  point  B.  On  demande  de  décrire  de 
B  comme  centre  une  circonférence  telle  que  deux  des  points 
G  et  D  oh  elle  coupe  les  deux  premières  soient  en  ligne 
•  droite  ayec  le  point  A.  En  outre,  on  suppose  que  le  point 
B  parcourt  la  plus  grande  des  deux  circonférences  ;  par 
chacune  de    ses   positions,   on  mène  une  parallèle  à  la 
direction  correspondante  AGD.  Démontrer  que  cette  paral- 
lèle est  constamment  tangente  à  une  certaine  ellipse  fixe, 
que  l'on  propose  de  déterminer.  (Vazou.) 

•  268.  —  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque 
comme  diamètre,  on  décrit  des  circonférences  et  on  mène 
les  tBD^^entes  communes  à  ces  circonférences,  prises  deux  à 
deux.  Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  inverses  des 
tangentes  est  égale  au  carré  de  l'inverse  du  rayon  du  cercle 
inscrit.  (BlesseL) 

*       269.  —  Par  un  point  donné  dans  un  angle,  et  également 
distant  de  ses  deux  côtés,  mener  une  droite  terminée  à  ces 
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mêmes  cdtés  de  telle  sorte  que  le  point  donné  la  diTîsec 
deux  sej^eiits  dont  la  somme  des  carrés  soit  donnée. 

(Cône,  gén,   18iS., 

270.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  nn  càà 
Tangle  opposé  et  le  produit  d'un  des  côtés  inconnus  pari 
somme  ou  la  différence  de  ces  deux  côtés. 

Mathématiiiaea  apéaialea. 

271.  —  Trouver  le  coefficient  du  terme  en  œ^  dans  h 
déyeloppement  suivant  : 

(i  +  0?  -f  a?»  +  ac»  +  ...  +  a^  -  i)« 

272.  —  Vériaer  l'identité  ^^'  ^"^^ 

(i  +  ^)(i  +  c^Ki  +  x'Xi  +cd^)  ...  (j  +  a^)^. 
=  i  +x  +  a^  +  w^  +  ...  +a:*,/^i  !C: 
et  exprimer  K  en  fonction  de  p.  (p^  PairLf 

273.  —  Si  m  désigne  un  nombre  entier  positif,  à  çbé& 

condition  doit-il  satisfaire  pour  que  {x-^-y)^ r^z?"-f  9*1 

soit  divisible  par  œ»  +  asy  +  y«?  (p^  p^^^ 

274.  —  Étant  donné  l'arc  aa,  effectuer  la  somme  S 
déterminée  par  la  formule 

S  =  3  +  sin*  a  +  cos»  a  +  sîn*  a  +  cos«  a  -f-  sin«  « 
+  cos«  a  +  ...  +  sin**  a  +  cos««  a  +  . . . 

27B.  —  La  somme  de  n  nombres  positifs  ou  négatif, 
entiers  ou  fractionnaires,  multipliée  par  la  somme  de  leon 
inverses,  ne  peut  jamais  être  égale  à  n«  ;  en  d'antres  termes, 
réquation 

(i  +1^  +  •••  +^)(^'  +  «'^  +  •••  +  a^)  = 
est  toujours  impossible,   sauf  pour  a?!   =  a;,   =  ^^   _ 
=  ^=  '•  (De  LongchQ$nps.) 


Le  Rédacteur-Gérant. 
J.  KŒHLER. 
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NOTE 

SUR  LES   FRACTIONS    DECIMALES   PERIODIQUES 

(Suite j  voir  page  481.] 


10.  —  Lorsqu'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  pre- 
mier donne  naissance  à  une  période  non  complète,  le  nombre 
de  chiffres  de  la  période  est  impair. 

Dans  l'égalité  -r=-  =  -~ 

^  NI) 

on  sait  que  D  est  de  la  forme  lo*  —  i,  k  étant  le  nombre 
de  chiffres  de  la  période.  Je  dis  que  si  la  période  n'est  pas 
complète,  A:  est  impair.  En  effet,  supposons  que  k  soit  pair, 
et  égal  à  2k\  On  aurait  alors 

N  ,o-2*'—  I  (io*'+  i)(io*'—  i)  ' 

N,  étant  premier,  doit  diviser  l'un  des  deux  facteurs  du 
dénominateur;  supposons  d'abord  qu'il  divise  10*'+  i  ;  on 
aurait  10*'  +  i  =Ng, 

9 


d'oîi  Ton  tirerait 


I  10 


A' 


N  I 


1  + 


10 


k' 


et  nous  avons  vu  que  si  la  fraction  -=^  se  présente  sous 

cette  forme,  la  fraction  est  complète,  ce  qui  est  contre  l'hy- 
pothèse. Si  au  contraire  N  divise  le  facteur  10*'  —  i,on 

9 


tire 


I  10*' 


N 


10  A' 
et  par  suite  la  période  n'aurait  que  k'  chiffres,  ce  qui  est 
encore  contre  l'hypothèse.  Donc  k  est  forcément  impair. 

H,  —  Nous  venons  de  voir  que  si  N  est  un  diviseur  de 
io*+  ï>  Isi   période  est  complète.  Réciproquement,  si  N 
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I 

^^"^ 

10 

k 

N 

I 

+- 

I 
lO* 
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doDiie  naissance  à  une  fraction  décimale  à  période  complèr 
N  est  un  diviseur  de  lo*  +  i. 

En  effet,  soit  2k  le  nombre  des  chiffres  de  la  période,  <rj 
première  partie  de  cette  période,  on  a  (4) 

CC+  I 

"■    io*-f-  r  ' 

"^    10* 
donc  N  doit  diviser  10  *  +  i. 

Donc    on   trouvera    les  diviseurs  premiers    qui  donnei. 

naissance  à  des  périodes  complètes  en  cherchant  les  facteoi^ 

premiers  de  10  *  -[-  i,  oîi  Ton  donne  à  k  les  valeurs  entièrtï 

I,  2,  3,  4.... 

12.  — Nous  allons  nous  proposer,  connaissant  le  nmbn 

de  chiffres  de  la  période  correspondant  à  la  fraction-^. 

N  étant  premier,  d'en  déduire  le  nombre  de   chiffres  di  k 

période  correspondant  à  -s^. 

D'ab'jid,  en  appelant  p  la  période,  qui  contient  par  hypo- 
thèse k  chiffres,  on  en  déduit 

^     _  P 


N  lo'^'  —  I 

Si  p  est  divisible  par  N,  on  a  p  =  Nqi,  et  par  suite 

N«  10*—  I  ' 

donc,  dans  ce  cas,  la  fraction  correspondant  à  -:r=~  coutieo: 

N* 

autant  de  chiffres  à  la  période  que  la  fraction  correspondant 

Mais  supposons  que  p  ne  soit  pas  divisible  par  N;  posons 
alors  p  =r  Np  +  '*  ; 

r,  étant  inférieur  à  N^  est  nécessairement  premier  avec  lui. 

Cela  posé,  prenons  deux  périodes  au  numérateur;  on  sait 
que  Ton  a  encore  une  fraction  égale  à  la  fraction  proposée. 

I             p.  10*  -f-  1> 
et  on  a  ^cr-  =  — - — : * 

^  loV —  I 
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Mais  ou  a  par  hypothèse 

10*—  I  =SN, 
donc  10*  :=  SN  4"  I 

et  par  suite 

_!__    (gN  +  y')(SN  +  i)  +  (7N  +  r)    ^    TN  +  2r 
N    ""  lo*'^—  I  10**—  1  ' 

On  trouverait  de  même,  en  prenant  trois  périodes  : 

j^  _    VN  +  3r 

X    "~    10»*—  I  ' 

et  ainsi  de  suite  ;  or,  il  faut  que  le  numérateur,  formé  d'un 

nombre  entier  de  périodes,   soit  divisible  par  N,  pour  qu'on 

puisse  en  déduire   le   nombre   de  chiffres  do  la  période  de 

:  mais,  d'après  la  forme  du  numérateur,  il  faut,  pour  que 

celle  condition  soit  remplie,  que  Ton  prenne  N  périodes  ; 
donc,  en  général,  le  nombre  de  chiffres  de  la  période  corres- 
pondant à  T|^  est  N/î. 

On  verrait  de  môme  que,  si  la  période  correspondant  a 
—  n'est  pas  divisible   par  N,  le   nombre  de  chiffres  de  la 

période  de  ^^  est  N*A',  et  ainsi  de  suite. 

;j.  —  La  période  correspondant  à  ^rr— ,  N,  étant  un  nom- 
bre  premier,  est  de  même  nature  que  la  période  correspon- 
dant à  -^^,   c'est-à-dire  complète  ou   incomplète  en  même 

temps  que  celte  dernière. 

En  effet,  soit  k  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  cor- 
respondant à  -T^  ;  le  nombre  des  chiffres  de  la  période 

correspondant   à  -rrj^  sera,  d'après  ce  qui  précède,  égale  à 

W'  ky  h'  étant  un  entier  égal  ou  inférieur  à  fc  —  i  ;  or 
N  étant  premier,  W  est  impair;  donc  N^'.A  sera  pair  ou 
impair  en  même  temps  que  k. 
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14.  —  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  irréduclûife 

est  formé  d'un  produit  de  facteurs  premiers,  aucun  des  resle^ 

n'est  divisible  par  un  des  facteurs  premiers  du  déDomin!- 

teur. 

d 

Soit  la  fraction  ,  que  je  suppose  irréductible  ;  je  k 

oc 

que  je  ne  pourrai  pas  obtenir  un  reste  divisible  par  à  oi 

par  c  ;  en  effet,  supposons  que,  après  k  opérations,  j'aie  ut 

reste  divisible  par  b  par  exemple;  j'aurais 

a  X  10^  =  bc  X  g  +  bm  =  6Q, 

donc  o  X  10*  serait  divisible  par  6,  ce  qui  est  impossible. 

Gela  nous  indique  immédiatement  combien  il  y  a  au  pins 

do  chiffres  à  la  période  d'une  fraction  dont  le  dénominateur 

est  composé  de  plusieurs  nombres  premiers  ;  en  effet,  prenons 

par  exemple  la  fraction  -rrrrr.  Parmi  les   NN'   —  i  ^^^ 

possibles,  il  y  en  a  (N'  —  i)  divisibles  par  N,  et  aussi 
(N  —  i)  divisibles  par  N'  ;  on  ne  pourra  pas  les  obtenir,  e.' 
par  suite  il  en  restera  au  plus 

NN'  —  I  _  (N'  —  i)  —  (N  —  i)  =  (N  —  i)(N'  -  I  • 
Donc  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  sera  (N  —  ^ 
(N'  —  i)  ou  un  sous*multiple  de  ce  nombre. 

Si    nous  prenons  de  môme  la   fraction    -î^lw^îv^'  ^^^^ 

Verrons  que,  parmi  les  NN'N'  —  i  restes  possibles,  ilj^^ 
a  qui  sont  multiples  de  N,  et  dont  le  nombre  est  N'N'  =  [^ 
d'autres,  au  nombre  de  N^N  —  i,  sont  divisibles  par  ^; 
d'autres  encore,  au  nombre  de  NN'  —  i,  sont  divisibles  p^'' 
N'  ;  enfin  il  y  en  a  N  —  i  divisibles  par  NN'  ;  N'  —  f  ^^' 
visibles  par  N^N  ;  N^  —  i  divisibles  par  NN'.  En  retrancha'?^ 
tous  ces  restes,  que  l'on  ne  peut  avoir,  on  voit  facilenicul 
qu'on  peut  en  trouver  un  nombre  marqué  par 

(N-  t)(N'-  i)(N'-i); 
donc  ce  nombre,  ou  un  de  ses  sous-raulliples,  marquera  i^ 
nombre  de  chiffres  de  la  période  correspondant  à  la  fraction 
considérée. 

15.  —  On  sait  que,  au  lieu  de  prendre   pour   représenter 
une  fraction   décimale  périodique,    une  fraction   ordifl^^''^ 
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dont  le  numérateur  est  la  période,  et  le  dénominateur  un 
nombre  formé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  à  la  période, 
on  peut  prendre  au  numérateur  n  périodes,  à  la  condition 
que  le  dénominateur  contiendra  un  nombre  de  9  égal  à  n 
fois  le  nombre  de  chiffres  de  la  période.  Je  dis  que  l'on  ne 
pourrait  pas  prendre  un  nombre  de  9  qui  ne  fût  pas  un 
multiple  du  nombre  de  chiffres  de  la  période. 

En  effet,  désignons  par  A  le  numérateur  de  la  fraction 
que  l'on  formerait  ainsi,  et  qui  aurait  autant  de  chiffres 
que  le  dénominateur;  posons 

I  A 

appelons  p  le  nombre  formé  en  prenant  n  périodes  ;  on  a 

I p  __  p,io^ 

"n"  ""     10"*—  I      ^      iO»A  +  '-_    10'*  ' 

On  en  déduit,  par  une  propriété  connue 

î  A  —  p.io'* 

IT  ""      10' —  I     ' 

donc  la  période  correspondant  à  -j^  n'aurait  que  r  chiffres 

au  lieu  de  k  chiffres,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

16.  —  Gela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  im- 
portant suivent  : 
Le  nombre   de  chiffres   de    la  période  correspondant  à 

>  est  égal  au  plus  petit  commun  multiple    des 

Xi  *Xi  .1.1    ... 

nombres  de  chiffres  des  périodes  correspondant  aux  frac- 
I        I        I 

lions  -^,  -r^,  -jTT-  . . . 

D'abord,  le  nombre  de  chiffres  de  la  période  correspondant 
à  la  fraction  composée  est  un  multiple  commun  des  nombres 
de  chiffres  des  autres  périodes  ;  en  effet,  on  a,  en  appelant 
D'  le  dénominateur  de  la  fraction  composée 

L_-  JL. 

NN'N'   ~    D" 

clou  _  =  _JL;    _  =  _iL,elc. 


donc  le  nombre  de  chiffres  de  D'  est  un  multiple  du  nomb:» 

t 

de   chiffres   des  périodes  correspondant  aux  fractions  -:^. 

I 

En  outre,  je  dis  que  D'  a  précisémont  uu  nombre  dt 
chiffres  égal  au  plus  petit  commun  multiple  des  nombm 
de  chiffres  des  autres  périodes.   Pour   le    prouver,   je   vaii 

prendre  deux  fractions  irréductibles,  -r^  et  — r;-.  Je  prendra- 

un  dénominateur  D  formé  d'autant  de  o  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  plus  petit  commun  multiple  des  norabn»s  de  chiffres 
des  périodes;  alors  je  prendrai  un  nombre  correspondant  àe 
périodes  dans  chaque  fraction,  et  j'aurai 

a    "~  D  '         6    "~   D  ' 
a+b         P  +  P' 


(Voù 


ab  D 


Or,  la  fraction  — — Ç —  est  irréductible,  puisque  a  ei  b  -ioul 

ah 

premiers,  donc  P  +  F  est  divisible  par  (a  +  ft)  ;  appelées |j 

1  p 

le  quotient,  nous  aurons       — 7-  =  T=r-  ; 

donc  la  fraction  — r-  donnera  naissance  à  une  fraction  dont 

ab 

la  période   ne  contiendra  pas  plus  de   chiffres  qu'il  n'j  a 

d'unités  dans  le  plus  petil  commun  multiple  des  nombres  de 

chiffres  des  périodes  de  — ^^  ~r"î  ^^^  reste,  d'après  la  pre- 
mière partie  du  raisonnement,  il  ne  peut  pas  y  en  avoir 
moins  ;  le  théorème  est  donc  démontré  pour  ce  cas. 

c  étant  premier  avec  ab,  le  théorème  s'applique  en  consi- 
dérant la  fraction  — p—  comme  provenant  de  la  fraction  — r, 

abc  ^  ah 

combinée  avec  la  fraction  — ,  et  ainsi  de  suite. 

c 

17.  — Cette  proposition  nous  permet  de  résoudre  la  ques- 
tion suivante,  qui  a  été  donnée  dans  des  concours  :  Trouver 


—  »8«  — 
tous  les  nombres  N  tels  que  la  période  de  -r=-  ait  p  chiffres 

<iéciinaux.  Il  suffit  évidemmcntqueNsoit  diviseur  de  loP —  i  ; 
on  formera  donc  les  diviseurs  de  ioP;  parmi  ces  diviseurs 
se  trouveront  toujours  3  et  9,  qui  ne  donnent  qu'un  chiffre 
à.  la  période  et  que  Ton  laissera  de  côté.  Si  le  nombre  p  est 
formé  du  produit  de  deux  nombres  entiers,  a  et  b,  on  laissera 
de  côté  ceux  des  diviseurs  de  10  P —  i  qui  sont  diviseurs 
de  lo  <»  —  I,  ou  de  10*  —  i,  et  ainsi  de  suite. 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  Havrlee  d*Oe»|^e,  élève  au  Lycée  Fontanes. 


On  considère  trois  circonférences  passant  par  un  même  point 
et  se  coupant  deux  à  deux  sur  une  droite  :  4^  par  un  point  de 
cette  droite,  on  mène  une  tangente  à  chacune  des  trois  circonfé- 
rences ;  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  et  le  point  commun 
aux  trois  circonférences  sont  sur  une  même  circonférence;  2®  les 
points  diamétralement  opposés  au  point  commun  dans  les  trois 
circonférences  sont  sur  une  même  circonférence  avec  ce  point 
commun, 

1**  Transformons  par  rayons  vecteurs  réciproques  en  pre- 
nant pour  pôle  le  point  commun  aux  trois  circonférences  et 
un  module  quelconque. 

Les  trois  circonférences  se  transforment  en  trois  droites. 
Comme  ces  circonférences  se  coupaient  deux  à  deux  sur  une 
droite,  leurs  transformées  se  coupent  deux  à  deux  sur  une 
circonférence  passant  par  le  pôle.  L'inverse  du  point  d'oh 
on  menait  les  tangentes  se  trouve  sur  cette  circonférence. 
Quant  aux  tangentes  qui  étaient  issues  de  ce  point,  elles  se 
transforment  en  circonférences  passant  par  le  pôle  et  Tin- 
verse  de  leur  point  de  concours,  et  tangentes  aux  trois  droites 
en  lesquelles  se  sont  transformées  les  circonférences  primi- 
tives. 

Si  donc  les  points  de  contact  primitifs  se  trouvaient  sur 
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une  même  circonférence  avec  le  point  que  nous  avons  ]^\ 
pour  pôle,  leurs  inverses  seront  en  lig^ne  droite;  toutrefie: 
donc  à  démontrer  cette  dernière  proposition,  c'est-à-dire  q. 
si  on  prend  deux  points  sur  la  circonférence  circonscriu  à  i 
triangle  et  que  par  ces  points  on  fasse  passer  (tes  circonféreur^ 
tangentes  respectivement  aux  trois  côtés  du  triangle,  les 
de  contact  sont  en  ligne  droite. 

Soient  M  et  N   les  points  donnés   sur    la    circonférenctj 
circonscrite  au  triangle  ABC^  a,  ^  et  y  les  points  do  tangenal 


%,. 


des  circonférences  décrites  sur  M^S  avec  les  côtés  quelles 
louchent  respectivement. 

Je  dis  que  a^y  ^^^  rectiligne. 

L'un  des  cercles  de  corde  MN  étant  tangent  à  AC  en  ^. 
on  a  ôp  =  aM  X  aN. 

Or  ak  X_aC  =  aM  x  oN, 

donc  ap*  =  aA  X  aC 

pa   _  ak 


ou 


aC 


?M 


On  verrait  de  même  que 

jb bQ 

bk  ~   yb 

dC  cC 

et  que 


cB 


ac 
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Multipliant  ces  trois  égalités  membre  à  membre  nous  avons 
}m  Xyb  X  gç   _    gA  X  cC  X  feB 
aC  X  6A  X  cB    ""      jia  X  r^  X  ac 
Mai:. tenant  remarquons  que 

aA  X  aG='âp\ 
égalité  obtenue  précédemment,  peut  s'écrire 
_^      aA(aA  +  Af^  +  pC)  =  faA__+  Ap)« 
ou     ôA*  +  aA  X  Ap  +  aA  X  pC  =  aA^  +  2aA  X  Ap  +  Â^ 
ou  encore  aA  X  pG  =  pA(pA  +  Aa) 

ou  enfin  aA  X  pG  =  ,8A  X  fa; 

V  >  r^A  aA 

^^^  1G"  =  17- 

On  trouverait  de  môme 

yB  6B 


vA  ^b 

aC  cG 


(3) 


(xB  aC 

Multipliant  ces    trois  égalités  membre  à   membre   nous 

fjk  X  yB  X  aG  oA  X  6B  X  cG  .^, 

avons      -^- 4 =r-  =  ; .  (2) 

pG  X  yA  X  aB  pa  X  r^  X  ac  '  ^ 

Gomparant  (1)  et  (2),  on  voit  que 

pA  X  yB  X  aG     _    ^a  Xyb  X  qlc 
pG  X  aB  X  yA     *~    aG  X  6A  X  cB  ' 
Multiplions  (2)  et  (3)  membre  à  membre 
/  t^A  X  yB  X  aG  y  _  aA  X  6B  X  cG 
\  BG  X  yA  X  aB  /  ""   aG  X  6A  X  cB  ' 
Mais  la  droite  abc  étant  sécante  par  rapport  au  triangle 

4T,p  aAx6BxcG 

ABC,  on  a  — rs s-  =  i  • 

aG  X  6B  X  cB 


Donc 


/  PA  X  yB  X  aG  y  _ 
VpGXyAXaBJ    "" 


pA  X  yB  X  aG 

ce  qui  donne  —— ; =r-  =  +   i . 

^  pC  X  yA  X  aB         — 

Mais  si  on  prenait  la  valeur  —  i,  cela  indiquerait  que 
Aa,  Bp  et  Gy  concourent  en  un  même  point,  ce  qui  est  inad- 
missible. Il  faut  donc  prendre  la  valeur  -}-  i  ;  par  suite  la 
ligne  %fjy  est  droite. 
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2«  Dans  la  transformation  que  nous  avons  faite  de  la  ftgnr- 
les  points  diamétralement  opposés  au  point  commun  m 
devenus  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  dupôk 
sur  les  transformées  des  trois  circonférences;  ces  poinu 
sont  en  ligne  droite  d'après  le  théorème  de  Simson:  doit 
leurs  inverses  sont  sur  une  même  circonférence  avec  l« 
pôle,  c'est-à-dire  avec  le  point  commun  aux  trois  circonfe 
rences  données. 


THÉORÈME  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  Deflenbe.  ingénieur. 


Si  les  deux  bissectrices  d'un  triangle  sont  égales,  les  A*J 
angles  qui  leur  correspondent  sont  égaux  et  le  triangk  (^ 
isoscèle. 


Soit  ABC  un  triangle  ;  BE,  GF  les  deux  bissectrices 

nous  supposons  égales;  il  s  agi' 
de  démontrer  que  l'angle  Besi 
égal  à  l'angle  C. 

Si  les  angles  B  et  C  ne  sont 

pas  égaux,  admettons  que  Bsoil 

le  plus  grand  ;  l'angle  EBCsefl 

aussi  plus   grand    que   Tang»^ 

FCB;  donc  les  deux  triau^le* 

EBC,FCB  aurontun  angle  inégal 

compris  entre  deux  côtés  égauï 

chacun  à  chacun,  donc  on  aura  : 

EG  >  BF. 

D'un  autre  côté,  par  le  point  F  menons  une  parallèle  a 

BE  et  par  le  point  E  une  parallèle  à  BA,  le  parallélogramnif 

formé  nous  donnera 

FD  =  BE  =  FC. 
Donc  le  triangle  DFG  sera  isoscëlc,  par  suite  l'angle  FDC 
sera  égal  à  l'angle  FCD  ;  mais  l'angle  FDE  qui  est  égala 
FBE  est  plus  grand  que  l'angle  ECF  par  hypothèse;  donc 
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^  par  compensation,  Tangle  EDCî  est  moindre  que  l'angle  ECD  ; 

•  donc  EC  est  moindre  que  DE  ou  BF. 

'        Nous  arrivons  ainsi   à  une  conclusion  contradictoire   à 

^"  celle    que  nous  avons  déjà  obtenue.  Donc  Thypothèse   de 

*  riuégalité  des  angles  B  et  C  est  absurde  ;  donc 
^  B  =  C; 

par  suite  le  triangle  estisoscèle;  c.  q.  f.  d. 


r 


NOTE  SUR  UNE  LIGNE 

CONSIDÉRÉE   DANS   LE   TRIANGLE   RECTILIGNE 
Par  M.  M.  d'Oeaipne,  élève  «iii  Lycée  Fontanes. 


t.  Dans  un  triangle  quelconque,  considérons  la  droite  sy- 
métrique de  la  médiane  par  rapport  à  la  bissectrice  issue 
du  môme  sommet;  cette  ligne,  qui  jouit  ie  propriétés  inté- 
^      ressantes,  sera  désignée,  dans  ce  qui  suit,  par  la  notation 
(M),  la  lettre  M  servant  à  désigner  la  médiane. 

2.  Construction  de  la  ligne  (M').  —  Je  porte  sur  le  côté  AB, 
de  A  vers  B,  une  longueur  AC  égale  à  AG,  et  sur  AG,  de  A 
vers  G,  une  longueur  AB'  égale  à  AB;  il  résulte  de  la  défi- 
nition de  la  ligne  (M')  que  cette  ligne  passe  par  le  milieu 
deB'G'  et  que  ce  milieu  se  trouve  facilement  avec  le  compas, 
lorsque  Ton  connaît  le  milieu  de  BC. 

3.  Les  principales  propriétés  de  la  ligne  (M'),  qui  se  dé- 
montrent avec  la  plus  grande  facilité,  sont  les  suivantes, 
que  nous  nous  contenterons  d'énoncer  ; 

a.  —  Les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  (M)  aux 
côtés  adjacents  sont  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés. 

b.  —  Les  segments  déteiminés  par  (M)  sur  le  côté  opposé 
sont  proportiminels  aux  carrés  des  côtés  adjacents. 

c.  —  Si  le  triangle  est  rectangle,  la  ligne  (M')  se  confond  avec 
la  hauteur. 

d. — Les  trois  lignes  (M')  d'un  triangle  concourent  aumêmepoint, 
e.  —  Le   point  de  concours  de  ces  lignes    est  le  barycentre 
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des  sommets  des  triangle»  affectés  des  coefficients  a*,  b-,  c*,  » 
sin*  A,  siu*  B,  sin*  C. 

f.  —  CoQsidéroDS    la  ligne  (M')  menée   par     le    point  1 
menons  la  perpendiculaire  AH  à  cette  ligne,  et,  par  le  poii 
C,  la  perpendiculaire  CH  à  AG  ;  ces  deux  li^aes  se  coupe:! 
en  H;  enfin,  menons  la  perpendiculaire  HI   sur  AB  ;  obi 
AI  =  AB. 

4.  Relations  métriques,  —  Soit  D'  le  point  de  rencontre  d? 
(M')  avec  le  côté  opposé  (nous  désignons  par  D  le  pied  à* 
la  médiane).  Posons 

BD'=  c;       CD  =6'; 

ac*  ,,  a6* 

b*  '\-  c*  fr*  4"  c 

Si  nous  désignons  jtar  m  la  longueur  de  la  ligne  (M),  ona 

_^  V  ,(6.  +  c«)  -  ««  . 

Dans  le  cas  oîi  le  triangle  est  rectangle,  on  trouve 

, bc 

a  ' 
ce  qui  donne  bien  la  hauteur. 

En  appelant  fî  l'angle  D'AB ,  y  Tangle  D'AU,  on  trourc 

c  sin  A 
sin  p  = 


m  = 


sin  Y  = 


y  6*  -f~  c'  +  2ftc  cos  A 
6  sin  A 


|r  ô*  +  c*  -}~  26c  cos  A . 

En  supposanl  A  =  90**,  on  retrouve  les  valeurs  connues 
pour  le  triangle  rectangle. 

Enfin,  eu  appelant  d  la  distance  du  côté  BC  au  point  de 
concours  des  trois  lignes  (M),  on  trouve 

2«S 

""   o*  +  6«  +  c''  ' 
S,  étant  la  surface  de  ABC. 

On  trouve  des  formules  analogues  pour  les  distances  aux 
deux  autres  côtés. 

5.  Problème.  —  Construire  une  parabole,  contiaissant  deux 
tangentes  et  leurs  pomts  de  contact. 
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Soient  PP'  et  QQ'  les  deux  laDgentes,  dont  les  points  de 
contact  sont  P  et  Q;  appelons  F 
le  foyer;  on  sait  que 

PFQ  =  2P'AQ  ; 
'  on  a  donc  un  premier  lieu  du 
'  foyer   en  décrivant  sur  PQ  un 
'-  segment  capable  du  double  de 
l'angle  P'AQ.  De  plus,  on  a 
AP«    _    FP 
AQ*    ""    FQ  • 
D'autre  part,  si  nous  menons 
la  ligne  (M)  du  triangle  PAQ,  et 
que  I  soit  le  point  oîi  elle  ren- 
contre le  côté  PQ,  on  a 

AP«  PI    , 

:  -Xô^  =  ^  (prop.  6). 

Donc,  si  Ton  prend  le   point  I  et  son  conjugué  K  par 
rapport  aux  points  P  et  Q,  le  foyer  se  trouve  sur  la  circon- 
^     férence   décrite   sur   IK  comme  diamètre;  on  a  donc  doux 
lieux  du  foyer,  et  par  suite  ce  point  se  trouve  h  leur  inter- 
section. 

'  6.  Théorème.  —  Si  L  est  un  point  d'une  lemniscate,  dont 
les  pôles  sont  V  et  P,  la  ligne  (M')  issue  du  point  L  dans  le 
triangle  PLF  est  normale  à  la  courbe  en  L. 

On  sait,  d'après  la  définition  de  la  lemniscate,  que  la  tan^ 
gente  à  la  courbe  se  construit  de  la  manière  suivante  :  on 
prend  IL  =  LP';  on  mène  à  LI  une  perpendiculaire  par  le 
point  I,  et  à  MP  une  perpendiculaire  par  le  point  P;  ces 
lignes  se  coupent  en  T;  LT  est  la  tangente  cherchée.  Je  dis 
que  la  perpendiculaire  LN  à  LT  n'est  autre  chose  que  la 
ligne  (M')  du  triangle  LPF.  (*) 

En  effet,  si  du  point  N  nous  abaissons  des  perpendicu- 
laires NH  et  NH'  sur  LP  et  LP',  nous  avons 

LI  LP 


LT  =^ 


cosILT 


cos  PLT 


[*]  Le  lecteur  est  prié  Je  faire  la  figure. 
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ou,  puisque     LP'  =  LI, 

LF         sin  NLF  LN  sin  XI.P  >'H 


LP  sin  :SLP  LN  sin  KLP  NH 

7.  On  peut  facilement  déduire  de  la  défi  ni  lîou  de  la  lec-j 
niscate  une  aulre  démonstration  très  simple  de  ce  thé- 
rëme.  En  elFet,  l'équation  en  coordonnées  bipolaires  est 

rr  —  K  =  o. 

D'après  le  théorème  de  Poinsot,  ou  sait  que  la  normi:l 
s'obtient  en  prenant  des  longueurs  égales  à  FV  et  FV  stj 
les  rayons  vecteurs,  et  composant  ces  longueurs  comme  à''-\ 
focus;  on  a  ici      Fr  =  r';    FV  =  r'. 

On  portera  donc  sur  LP  une  longueur  égale  à  LF.  e 
sur  LP'  une  longueur  égale  à  LP;  on  joindra  les  exlr?-| 
mités  de  ces  longueurs,  puis  on  mènera  la  ligue  passai! 
par  le  point  L  et  le  milieu  de  la  ligne  que  l'on  Tient  de 
tracer,  et  on  aura  la  normale.  C'est  précisément  la  conslra*'- 
tion  que  nous  avons  donnée  pour  la  ligne  (M'). 

8.  Corollaire.  —  La  circonférence  décrite  sur  la  U^  fa 
pôles  d'une  lemniscate  comme  diamètre,  coupe  la  courbe  en  if* 
points  ou  la  tangente  est  parallèle' à  la  ligne  des  pôles. 

Car  le  triangle  PLP'  étant  alors  rectangle  en  L,  la  nor- 
male se  confond  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  poin. 
L  sur  la  ligne  PF  (3,  c). 


QUESTION  2-il> 

Solution  par  M.  Giroid,  élèvcau  Lycée  de  Marseille. 


■  ■  : 


Constrvire  un  triangle  ABC  connaissant  les  points  M,  N,  P, 
milieux  des  arcs  sous-tendue  par  les  côtés  BC,  AG  et  AB  dam 
le  cercle  circonscrit  au  triangle, 

La  figure  montre  facilement  que 

2  2*2  2 

MPC  =  —  : 
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donc   MPC  +  PMN  =  90^  Donc  la  droite  PC  est  perpendicu- 

isiire   sur  MN. 

Il  suffira  donc  pour  ob- 
ienir  le  triangle  ABC  de 

joindre  les  points  d'in- 
tersection des  hauteurs 
du  triangle  MNP  avec  le 
cercle  circonscrit. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même 
question    :    MM.    Boulogne,    à 
Sahil-Oueiitin;Hugol,Mathey,  à 
Lyon  ;  Gino  Loriu,  à  Mantoue; 
Trleon,  à  Marseille;  Daguilion, 
lycée  Henri  lY;  Darmandieu,  à 
Mont-de-Marsan  ;  Tinel,  au  Ha- 
vre;  Mjrin,  à  Agen;    Joly,  à 
Tarbes;    Roubault,   à   Melun  ; 
Huet,  à  Orléans;  Pecquery,  au  Havre;  Benard,  à  Gbàteauroux;  Heurtaux,  à 
Nantes  ;  Gallon,  au  lycée  Louis-Ie-Grand;  Jourdan,  à  Rouen;  Bois,  à  Montauban; 
Lelellier,  à  Tarbes  ;  Couron,  Gros,  Tranié.  à  Toulouse;  de  Prat,  à  Lille;  Lacan, 
à   Toulon;    Deslais,  au  Mans;   H.  Bourget,  à  Aix;  Lesoille,   école  de  Gluny  ; 
Monlérou,à  Pau;  Payeux,  à  Verdun;  van  Aubel,  à  l'Athénée  de  Liège. 


QUESTION   230 

dotation  par  M.  Manoeot.  élève  au  Lycée  de  Nancy. 


Construire  un  triangle  connaissant  les  points  de  rencontre  du 
cercte  circonscrit  avec  les 
hauteurs  du  triangle. 

Supposons  le  problème 
résolu;  soit  ABC  le  trian- 
gle cherché;  M,  N,  P  les 
points  de  rencontre  du 
cercle  circonscrit  et  des 
hauteurs  du  triangle  ; 
joignons  MN,  NP  et  PM. 
Les  angles  PC  A  et  ABN 
sont  égaux  comme  ayant 
leurs  côtés  perpendicu- 
laires et  dirigés  dans  le 
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uièine  sens.  Donc  PMA.  =  AMN  comme  ayant  mêmes  mesurer 
que  PGA  et  ABN  et  AM  est  bissectrice  de  l'angle  PM> 
On  verrait  de  môme  que  les  deux  autres  hauteurs  soct 
bissectrices  des  angles  P  et  N.  Donc  i^our  construire  K 
triangle  cherché,  il  suffira  de  mener  les  bissectrices  d^ 
triangle  PMN,  qui  donneront  par  leurs  intersections  avec  k 
cercle  circonscrit  les  sommets  du  triangle  cherché. 

Nota  :  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Boulogne,  de  Saint-Qtfeatid. 
Tricon,   à  Marseille;  Darmandieu.    à    Mont-de-Miirsan  ;    Tinel.    au     Ha«-rr. 
Bonneville,  à  Toulouse;  Marin.  àAgon;   Daguillon,  I.vcéc  Henri    IV;   Joir,  . 
Tarbes;  Roubault,  à  Melun;   Huet,   à  Orléiiis;  Heurtaux.  à  Nantes;    Bois,  i 
Montauban;  Jourdan,  à  Rouen;  Cillon,  lycée  Louis-Ie-Grand ;  Giroud,  à  Mar- 
seille; Pecquery,  au  H;ivre  ;  Bennrd,  à  r.hàteauroux;  Cavrais, à  Toulouse;  Hogoi 
Mathey,  àl.yon;  (iino  Loria,à  Mantoue;  Marge,  lycée Charlemagne  ;  Maloor.  ^ 
Toulon;  H.  Bourget,  à  Aix;   Deslai^,     Cotlereau.  an  Mans;    de    Bréraii<.   i 
Besançon;  Lesoille,  école  de  Cluny;  van  Aubel.  à  l'Athénée  de  Liège. 


QUESTION  23^ 

^latlon  par  M.  Uugot.  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


Construire  un  triangle^  connaissant  les  points  de  renccnire  2, 
p,  Y,  du  cercle  circonsmi  avec  la  bissectricCy  la  médiane  et  la 
hauteur  issues  dun  même  point. 

Soit  0  le  centre  du  cercle  circonscrit.  En  menant  par  le 

point   Y  ^^^   paralièie   à  Oi 
on  obtient  en  A   le    sommel 
(lu  triangle  d'oii  sout  issues 
les   trois  droites  ayant    leur 
pied  en  a,  jî,  y.  Joignant  A,-^, 
on  obtient  par  son  intersec- 
tion avec  Oa  un  point  M  du 
côté   opposé  au   sommet  A. 
Il  suffit  pour  avoir   ce  côlé 
B(î  de  mener  par  M  une  per- 
pendiculaire à  Oa.  On  obtient 
ainsi  les  sommets  B  et  C  et  le 
triangle  est  construit. 
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Nota.   —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Boulogne,  Lubi-o,  de  Saint- 

uentin  ;    Tricon,  Giroud,   à  Marseille;   Darmandieu,   Jacquillat,  Benaud,  à 

orileaux  ;   Bonneville,  Gros,  Cavrais,  à  Toulouse  ;  Marin,  à  Agen;  Mangeot, 

Nan?y  ;  Gino-Loria,  à  Manloue;  Matbey.  &  Lyon;  Lacan,  A  Toulon;  Tranier, 

Toulouse;  H.   Bourget,  à  Aix;  de  Brévans,  à  Besançon;  Joly,   Letellier. 

Turbes  ;     Roubault,  A  Melun;  Pecquery,  au  Havre;  Heurtaux,  à  Nantes; 

yLAnger,    à  la  Martinique;  Bois,   à  Montauban;   Lafltte,  à  Rouen;    Gallon, 

ycée  Louis-le-Grand  ;  Montérou.  à  Pau  ;  Deslais,  au  Mans;  Lcsoiile,  école  de 

Jluny  ;  Manger,  lycée  Charlemagne,  à  Paris  ;  Benard,  à  Châteauroux. 


QUESTION  242 

itoliitieii  par  M.  Popinsau,  élève  du  Lycée  de  Niort. 


On  dofine  un  triangle  ABC;  U7ie  droite  BL  pivote  autour  du 
sommet  B.  On  abaisse  des  perpendiculaires  AE,  CD  des  deux 
autres  sommets  sur  cette  droite.  On  joint  le  p<Hnt  E  au  milieu 
K  de  AB,  et  le  point  D  au  milieu  I  de  BC.  Trouver  le  lieu  du 
point  de  rencontre  M  des  deux  droites  KE  et  DI. 

Considérons   Tangle  KMI.   Il   est   exlérieur  au   triangle 

DEM.  Par  suite  (1)  KMI  = 

>ÏED + EDM  ;  or  MED  =  KEB 

=  KBE,  car  le  triangle  KBE 

est    isoscële,  la    droite  KE 

étant   médiane    du  triangle 

rectangle  AEB  et  par  suite 

égale   à    la    moitié   BK  de 

Vbypoténuse.  Pour  la  même 

raison  BDI   est  un  triangle 

isoscèle  et  BDI  =  DBI,  donc 

en  remplaçant  dans  (1)  KMI  =  B.  Des  lors  le  lieu  du  point  M 

sera  un  segment  capable  de  Tangle  B  conslruit  sur  la  droite 

Kl  comme  corde.  Ce  segment  passant  par  le  milieu  S  du 

c6té  AGy  puisque  l'angle  KSI  est  égal  à  l'angle  B   et  que 

ses  côtés  passent  par  les  points  K  et  I,  appartiendra  au 

cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Mai^et,  Gallon,  du  lycée 
Louis-le-Grand  ;  Mayon,  Daguillon,  du  lycée  Henri  lY;  Bonneville,  de  Tou- 
louse; Mangeot,  de  Nancy;  Roubault,  de  Melun;  Letellier,  de  Tarbes;  Des- 
lais, au  Mans;  Huet,  à  Orléans;  Malcor,  à  la  Seyne.  près  Toulon. 


lOURRAL  DE  MATH.  18^. 
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QUESTION  248 

SolatloB  iwr  M.  GoiouD,  élève  du  Lycée  de  Marseille. 


Dans  un  quadrilatère  ABCD  nmu  désignerons  par  a,  b,  f. 
les  côtés  ;  A  et  A'  les  diagonales,  «o  leur  angle,  hi  et  btlet  f« 
pendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  la  diagonale  d  rt  hi  ' 
les  perpendiculaires  abaissées  sur  la  diagonale  à.   Démonlr- 

les  formules 

h,  +  h,  +  h.  +  h»  =  (d  +  d)  sin  » 

h,  +  h,  d' 


S  = 


h,  +  h»  d 

i_     (h.  +  h.)(h,  -f-  hj) 
2  sin  (I) 


a*  b*  c*  e*      .      .      .      -n     •    r 
h,  h,  h,  h,  =  ^f^-j^ sin  A  sin  B  sm  t. 

Le  triangle  BHE  donne  h^  =  BE  sin  <o . 

Le  triangle  DKE  donne 
ft,  =  DE  sin  0). 

Donc 
A.  +  A,  =  (BE  +  DE) 
sin  w  =  cT  sin  *>•      ^" 
Demëme 
Aï  -f-  h,  =  d  sin  w;       ^-' 
donc    Ai  +  A, +  A,'+*» 
=  (d  +  d')  sia  "• 
Divisant  membre  à  mc»'"^ 
les  relations  (1)  et  (:?j '^  "«"", 
A,  +  A,   _   d' 

~  T' 


ftj  +  h^ 

La  surface  de  ABC  est-^;  celle  de  DAG  est  --^;  ^^^^^  l 

2                                                        3  ' 

d  / 

du  quadrilatère  est  donc  —  (hi  +  K).  \ 
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Or  de  ii)  on  lire  d  =   *'  ^  ^*  , 
^  sin  (0 

I       (Ai  +  h,)(h.  +  A,) 


donc  S  = 

2  Slli    (i> 

En  exprimant  de  deux  manières  la  surface  du  triangle 

ABC,  on  a  dhi  =  ab  sin  B  ;  d'où  h^  =  —j-  sin  B.  On  trou- 
ci 

...        .        ,  ce  sin  D  û^      .     A    r         ftc 

verait  de  même  h^  =  ^ ,  Aa  =  — 3—  sin  A,  n^  =-:^ 

a  a  a 

sin  G. 

Multipliant  membre  à  membre  il  vient 

J^'i  f^i  Qi  gs 

Al  A«  A3  Hm  =  r— -T- sin  A  sin  B  sin  G  sin  D. 

0*  a* 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Bompard,  collège  Stanislas; 
Oossieaux,  Boulogne,  à  Saint-Quentin;  Huet,  à  Orléans;  Monterou,  à  Pau; 
Gallon,  lycée  Saint-Louis;  Baron,  à  Dinan;  Hugot,  h  Lyon;  Marin,  à  Agen; 
Blessel,  à  Paris;  Gino  Loria,  à  Mantoue;  Daguillon,  lyoèe  Henri  IV;  Bonne- 
ville,  à  Toulouse;  Bernard,  à  Pons;  Vivant  et  Bertin,  à  Lons-le-Saulnier;  Tinel, 
au  Havi*e;  Joly,  Letellier,  Grazides,  à  Tarbes;  Vazou,  collège  RoUin;  Ti'icon,  à 

Marseille;  Deslais,  au  Mans;  Marit,  lycée  Louis-le-Grand;  Payeux,  à  Verdun; 

Lacan,  collège  de  la  Seyne  [Var). 


QUESTION  249 

flolntloB  par  M.  HRNai  Bois,  élève  du  Lycée  de  Monlauban. 


Si  dans  un  triangle  un  angle  G  esl  double  d'un  autre  A,  la 
projection  du  côté  BG  sur  la  ^ 

bissectrice  intérieure  de  Vangle 
G  est  égale  à  la  moitié  du  côté 
AB. 

Soit      G  =  2A. 

Il  faut  montrer  que 

2GH  =  AB. 

Eu  ellet,  GH  =  BG  cos  A 

AB      _     BG 

ei  '  .       »    -^-  .   • 

sin  2A         sin  A 

d*ou  AB  =  2BG  cos  A . 

On  a  donc  bien  AB  =  2GH. 
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Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue'  par  MM.  Bouclieaux,  d'Am^p^, 
Go3!sieaui,  Boulogne,  de  Saint-Quentin;  Bompard,  collège  StaDÎslas;  Benvl 
Roux,  à  Pons;  Huet,  à  Orléans;  Vautier,  école  Sainte-Geneviève.  Farts;  Maita. 
à  Passy;  Wejrwada,  à  AIbi;  Montérou^à  Pau;  Talbourdeau,  à  Moalios;  HmL 
au  Havre;  Giroud,  h  Marseille;  Baron,  i  Dinan;  Hugot,  à  Lyon;  MaÎLi 
Agcn;  Blessel,  à  Paris;  Gino-Loria,  à  Mantoue;  DaguiUon,  ^oée  Heeri  IT; 
Bonneville,  à  Toulouse;  Vivant  et  Bertin,  à  Lons-le-Saunier  ;  Lacan,  à  Tonbi: 
Tricon,  à  Marseille;  Lachesnais,  à  Versailles;  Mari t,  lycée  UmisAe^rmi: 
Letellier,  Joly  àTarbes;  Deslais,  au  Mans;  de  Brévans,  k  Besançoo;  Favear.i 
Verdun. 


QUESTION  250. 

Solution  par  M.  Wetwada,  élève  du  Lycée  d'Albi. 


Si  dafis  un  triangle  la  bissectrice  iiUérieure  d'un  angle  est 
égale  à  l'un  des  côtés  de  l'angle,  la  projection  de  l'autre  côté  snr 
cette  bissectrice  est  égale  à  la  somme  des  côtés  de  l'angie. 

{LaunoT.f 

Soit  AD  la  bissectrice  de  A,  égale  à  AB  et  AE   la  pKH 

jectioD  de  AC   sur  AD.   On    doit   avoir 
AB  +  AC 


AE  = 


AB  +  AC 


ou  AD  4-   DK  = 


et  comme  AB  =  AD,  2AD 


+  2DE  =  AD  -f  AC  ou  AD  +  2DE  =  AC. 
Prolongeons  AD  d'une  longueur  EF  = 
DE  ;  il  faut  prouver  que  AF  =  AC. 

Les  deux  triangles  rectangles  DEC. 
CEF  sont  égaux  (EC commun,  DE  =  Ef), 
donc  EFG  =  EDC;  orEDC  =  BDA,  donc 
EFC  =  BDA. 

Les  deux  triangles  ABD  el  FCA  ont  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun  (BAD  =  DAC,  AFC  =  ADB)  ;  dès  lors  ils  sont 

semblables,  et  l'on  a      -^7^  =  -r-s-  ;  or  AD  =  AB,  donc 
AC  =  AF. 

Nota  :  La  même  question  a  uié  résolue  par  MM.  Tinel,  élève  du  lycée  du 
Havre;  Blessel,  conducteur  des  ponts  et  chaussées;  Libmann,  Bompard,  collège 
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(  Stanislas;  Roux,  Bernard,  à  Pons;  Letellier,  Joly,  à  Ttirbes;  f^soiUe,  école  de 

t  Cluny  ;  Boulogne^  à  Saint-Quentin  ;  Huet,  à  Orléans  ;  Tricon.  Giroud,  à  Marieille  ; 

I  Marin,  à  Agen;  Gino-Loria,  à  Mantoue;  Daguillon,  au  lycée  Henri  IV;  Bonne- 

»  ville,  à  Toulouse;  Lacan,  à  Toulon  ;  Deslais,  au  Mans  ;  de  Brévans,  à  Besançon  ; 

i  Bois,  à  Montauban;  Payeur,  à  Verdun. 


nACCALAUREA.T  ES  SCIENCES 


FACULTÉ  DE  POITIERS 

—  Décompoier  en  ûicleurs  du  premier  degré  l'expreHsion 

28j;[a;  -f-  i)  —  io5,- 
étudier  sa  variation  loi*squo  x  prend  toute:$  les  valeurs  possibles. 

—  On  joint  les  milieux  de  deux  cotés  consécutifs  d'un  rectangle  ;  on  en  dé- 
tache le  triangle  rectangle  qui  a  la  droite  ainsi  menée  {tour  hypoténuse.  Trou- 
ver le  centre  de  gravité  de  l'aire  restante. 

—  Trois  nombres  en  progression  arithmétique  sont  tels  que  la  somme  des 
carrés  des  deux  premiers  égale  le  carré  du  troisième.  Le  premier  étant  a,  quels 
sont  les  deux  autres  ? 

—  Exprimer  x  au  moyen  de  a  et  de  5,  snchaut  que  Ton  a 

x  =  y^  -f  3ay 

y  =Yb-\-  V  b-  +  -a'    +  Vft  —  /6M-  a' 

—  Le  nombre  .t  égale  3. 14 13926...  Combien  de  chifTres  décimaux  exacts 
pourra -t-on  obtenir  à  lu  racine  carrée,  en  remplaçant  ce  nombre  incommen- 
surable par  3,1416? 

—  Inscrire  dans  une  sphci*e  de  rayon  R  un  cylindre  dont  la  surlaoe  totale  soit 
équivalente  à  celle  d'un  cercle  de  rayon  m. 

—  D*un  point  A,  situé  dans  le  plan  d'an  cercle  de  rayon  R,  à  une  distance 
d  du  centre,  on  mène  une  sécante  AD  faisant  un  angle  a  avec  le  diamètre  OA 
Aux  points  C  et  D,  où  cette  sécante  coupe  la  circonférence,  on  mène  les  tan- 
gentes, qui  se  coupent  en  B.  Déterminer,  au  moyen  des  données  d  et  a  :  1*  h 
longueur  OB  ;  2*  la  longueur  AB  ;  3"  la  position  de  In  projection  b  du  point  B 
sur  OA;  4*  l'angle  BDA  par  une  de  ses  lignes  trigonomôtriques. 

—  Sur  les  quatre  arêtes  latérales  d'un  parallélépipède  droit  on  prend,  à 
partir  de  la  base,-  quatre  longueurs  a,  b,  c,d;  quelle  est  la  condition  pour  que 
les  quatre  points  ainsi  déterminés  soient  situés  dans  un  même  pian  ?  Expres- 
sion du  volume  du  parallélépipède  tronqué  ainsi  formé. 

—  Quatre  forces,  situées  dans  un  même  plan,  et  d'intensités  i,  2,  3,  4,  sont 
•appliquées  au  même  point.  En  faisant  tourner  la  première  autour  de  ce  point 

de  3o%  elle  coïnciderait  avec  la  seconde;  à  partir  de  cette  position,  une  ro- 
tation de  90*  dans  le  même  sens  l'amènerait  sur  la  troisième;  enfin,  une  nou- 
velle rotation  de  3o*  la  conduirait  sur  la  quatrième.  Calculer  l'intensité  de  la 
résultante,  et  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  première  force. 

—  Résoudre  les  équations    /  —  to  +  cy  =  o, 

m  —  caî  -f  fl»  =  o. 
t  —ay  +  bœ=io, 
ax  -h  fry  +  c*  =  o, 
od  les  inconnues  sont  x,  1/.  %  et  t. 
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-*  Résondre  les  équations         


3v/20  —  a;  =  avV  —  •*;• 

—  Calculer  les  angles  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  984.  1 537  et  iSir. 

—  La  distance  au  Soleil  de  la  planète  Uranus  est  ig.i83,  cette  de  la  7«t: 
étant  I  ;  calculer  la  durée  de  la  réFolution  sidérale  d'Uranus.  eelle  de  la  79^ 
étint  365i«n,256. 

—  La  hauteur  d'une  pyranoide  hexagonale  régulière  est  égaie  au  côté  de  â 
base,  trouver  le  cosinus  de  l'angle  de  deux  faces  latérales  adjaeentes. 

—  La  déclinaison  du  soleil  est  ig*25'  boréale,  et,  à  Paris,  un  cadran  solab- 
indique  3^,20"  après  midi;  quelles  sont  les  coordonnées  géographiqœ  éi 
lieu  où  le  soleil  parait  au  zénith? 

—  Construire  un  cercle  concentrique  à  un  cercle  de  rayon  R,  ec  teiqaeli 
couronne  soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  surfaces  des  deax  cercles. 


FACULTÉ  DE  BORDEAUX 

Examens  de  Pau  en  août  1880. 

—  L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  est  égale  à  a;  la  somme  des  àea 
autres  côtés  est  égale  &  b.  Calcul  de  ces  côtés  et  discussion  de  la  iantè; 
calcul  d'un  angle  aigu.  Application  :  a  =  gSo;  b  :=  1080. 

—  Trouver  la  raison  d'une  progression  arithmétique  dont  le  premier  icn» 
e^t  a,  sachant  que  la  somme  des  n  premiers  termes  est  égale  à  2n  fois  Je  ûoi 
du  tr  terme.  Applicnlion  :  «  =  10;  n  =  loi.  On  vérifiera  le  résultat  trosTr. 


FACULTÉ  DE  MONTPELLIER 

—  Résoudre  le  système  x  -{-  y  =  mz 

x'  -h  y'  =  »3' 
fit*  +  î/'  =  a"»  —  »\ 

—  Résoudre  par  rapi)ort  à  x  l'équation 

x^  —  2a?  cos'  (1  +  2  cos'  «  —  1=0; 
calculer  la  valeur  numérique  des  racines  dans  le  cas  où  l'on  a 

a=  20*42' 17*, 
et  aussi  dans  le  cas  où  l'on  a      a  =  69*1743'. 

—  Trouver  un  arc  x  tel  que 

sin  a?  +  eosaî  =  m; 

calculer  les  valeurs  numériques  des  racines  dans  le  cas  où  m  =  -^' 

—  Résoudre  o'  a?'  —  a*  a?  -f  o  —  i  =  o 

et  indiquer  comment  varient  les  racines  quand  on  donne  à  a  toutes  les  valeurs 
possibles. 

—  Résoudre  cos  a;  =  2  tg  «.    . 

—  Calculer  la  base  et  les  angles  d'un  triangle  isoscèle,  sachant  que  le  eôté  est 
égal  à  2",  et  la  surface  à  x*  carré. 

—  On  a  deux  cylindres  dont  l'un  a  pour  rayon  x  et  pour  hauteur  y.  et  l'aatre 
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1  pour  hauteur  x  et  pour  ruyon  y  ;  déterminer  x  et  y  sachant  que  les  surfiaces 
totales  de  ces  cylindres  sont  équivalentes,  la  première  à  la  surlace  d'un  cercle  de 
rayon  m,  et  la  seconde  à  la  surface  d'un  cercle  de  rayon  n. 


FACULTÉ  DE  PARIS 

—  Partager  un  angle  donné  a,  moindre  que  90**,  en  deux  parties  telles  que 
la  somme  de  leurs  tangentes  soit  un  minimum. 

—  On  donne  l'hypoténuse  BC  =  a  d'un  triangle  rectangle  et  l'angle  B  ;  on 
suppose  que  le  triangle  tourne  autour  de  l'hypoténuse;  on  demande  de  cal- 
culer en  fonction  de  a  et  de  B:  1*  la  somme  des  surfaces  engendrées  par  chacun' 
des  eôtés  de  l'angle  droit;  2*  le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC;  3*  le' 
maximum  de  ce  volume  quand  B  varié. 

—  Démontrer  que  les  droites  qui  joignent  les  milieux  de  deux,  arêtes  non 
contiguës  d'un  tétraèdre  passent  toutes  les  trois  par  un  même  point,  et  que  la 
distance  de  ce  point  à  chacune  des  faces  est  égale  au  quart  de  la  hauteur  cor- 
respondante. 

—  On  partage  un  angle  de  60"  en  deux  parties  telles  que  le  sinus  de  l'une  soit 
le  double  du  sinus  de  l'autre;  trouver  les  valeurs  de  ces  deux  sinus. 

—  Déterminer  la  quantité  a  de  façon  que  dansFéquatiorr 

i5  X 

x^ ^-  a'  =  o 

4  • 

l'une  des  racines  soit  le  carré  de  Tau  Ire. 

—  On  considère  un  triangle  ABC,  le  point  D,  milieu  de  BG,  et  la  médiane 
AD.  Trouver  sur  cette  médiane  un  point  M  tel  qne  la  somme 

MA^'  +  MB=  -f  MC* 
soit  maxima. 

—  Calculer  la  surface  d'un  cercle,  sachant  que  la  surfiice  du  dodécagone 
régulier  Inscrit  est  de  i  mètre  carré. 

—  On  donne  par  ses  traces  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  on  donne 
aussi  les  projections  horizontales  de  deux  droites  parallèles  situées  dans  ce 
plan;  construire  leur  distance. 

—  Résoudre  l'équation  sin  x  -f  >[T  cos  x  =  v/2!  *    l 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 


CONCOURS  DE  1880.  COMPOSITIONS  SUPPLÉMENTAIRES 


Mathématiques.: 

1.  —  Calculer  les  anglas  x  compris  entre  o  et  180  donnés  par  la  formule  . 

a 

rjan?  laquelle  on  a  «=  1 7^43 '17' 


tg  zx  =  JîEîi. 

V  I  +  tg» 


p=  49Mi!$'3r)' 
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2.  -—  Résoudro  l'équalton 

(x  ~  a]{x  —  b){x  —  c)  +  abc  =  o 
duns  laquelle  on  suppose  a,  6,  c  positifs.  Les  quantités  6  et  c  ayant  une  trieur 
fixe,  entre  quelles  limites  a  doit>il  être  compris  pour  que  les  racines  soient 
réelles? 

3.  —  On  donne  un  deml-eercle  et  un  point  P  sur  le  diamètre  AB,  et  on 
demande  de  déterminer  sur  la  circonférence  un  point  M  tel  que,  en  menant  ks 
cordes  MA,  MB  et  les  parallèles  PN,  PQ  à  ces  cordes  le  périmètre  MXPQ  soit 
maximum. 

Oéométrie   descriptive. 

Étant  donnés  :  un  point  0  situé  à  45  millimètres  au-dessus  du  plan  horixon* 
tal  et  à  75  millimètres  en  avant  du  plan  vertical,  et  le  plan  passant  par  le  point 
0  et  la  li^e  de  terre  on  demande  ; 

1*  De  construire  les  projections  d'un  tétraèdre  régulier  s'appuyant  par  sa 
base  sur  le  plan  donné  de  telle  sorte  que  le  centre  de  cette  base  soit  au  point  0; 
la  longueur  de  l'arête  étant  de  70  niiUimètres  ; 

2*  I>e  lîiire  tourner  le  plan  donné  d'un  angle  de  90*  autour  de  la  verticale 
passant  par  le  sommet  du  tétraèdre; 

3*  De  construire  les  projections  du  solide  dans  cette  nouvelle  position. 


SUR  LES  TANGENTES  AUX  POINTS  DOUBLES 

DE   l'intersection   DES   SURFACES 

Par  M.  §k>iiKajl«,  examinateur  d'admission  à  l'École  cenira*e  de^  Arts  et 

Manufactures. 

[SuUc,  voir  page  50?.' 


Problème.  —  Consh^ive  les  tangentes  aux  pointa  daublea 
de  Cintersection  de  deux  surfaces  coniques  ou  cylindriques. 

Considérons  deux  côues  ayant  un  plan  tangent  commun  P 
(fig,  2).  Soient  :  S,  S^  leurs  sommets  ;  SB,  S|B  les  génératrices 
suivant  lesquelles  P  touche,  respeclivoment,  chacune  de  ces 
surfaces. 

Nous  allons,  tout  à  la  fois,  démontrer  que  le  point  0,  eu 
lequel  P  touche  les  deux  cônes,  est  un  point  double  de  leur 
intersection  et  chercher  les  tangentes  en  ce  point.  Pour 
atteindre  simultanément  ces  deux  buts,  il  suffit  de  construire 
les  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  en  8,  et  de  constater 
que  le  problème  offre  deux  solutions.  Ces  tangentes  sont 
nécessairement    dans  le  plan  tangent  commun   P  ;  il  est 
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cL*aillcurs  mauitesto  qu'elles  se  eoufoudcul  avec  les  lau- 
pentes  à  la  projeclioii  sur  P  de  la  courbe  commune  aux 
deux  cônes.  Nous  chercherons  donc  simplement  ces  dernières. 
Conduisons  par  8  deux  plans  perpendiculaires  au  plan 
tancent  P  el  soient:  ^x,  $a?|  les  traces  de  ces  plans  sur  P; 


Fig.  i. 

Y,  Yi  ^^^  courbes  suivant  lesquelles  ils  coupent  respective- 
ment les  cônes  de  sommets  S,  S^  ;  hj  l'intersection  des  plans 
perpendiculaires  au  plan  P,  qui  est  elle-même  perpendicu- 
laire à  ce  plan,  et,  finalement,  0, 6|  les  points  en  lesquels  la 
ligne  qui  unit  S,  S^  coupe,  respectivement,  les  plans  des 
courbes  y,Yi. 

Nous  adopterons  Y»Ti  pour  bases  respectives  des  cônes  et 
nous  construirons,  par  la  méthode  générale,  un  point  de  la 
projection  sur  P  de  leur  ligne  commune.  Pour  le  faire, 
conduisons,  par  9, 6|  et  un  point  x,  placé  sur  y  et  voisin  de  o, 
un  plan  sécant  auxiliaire  ;  lequel  donne  :  sur  les  plans  des 
bases,  les  droites  Oz,  O^x;  sur  les  bases  elles-mêmes  les  points 
L,  L^,  que  Ton  projette  sur  P  en  /,  l^;  enfin,  sur  les  pônes, 
des  génératrices,  dont  les  projections  si,  sj^  se  croisent  au 
point  fil  cherché. 

Traçons  la  droite  3m  et  observons  que,  puisqu'on  connaît 
le  point  3,  tout  se  réduit  à  déterminer  la  limite  de  la  direc* 
lion  de  Sm,  lorsque  m  tend  vers  3.  On  le  fera  en  menant  par 
m  des  droites  mtj  m/|  respectivement  parallèles  à  ^,  O^^;  puis 
eu  cherchant  la  limite  du  rapport  de  ces  deux  lignes,  que 
nous  désignerons,  la  première  m/,  parp,  l'autre  mt^  parp|. 
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Soient  y  =  f{x) 

les  équations  des  courbes  y»  Ti  rapportées,  respeciivemeoL 
aux  axes  ySx,  i/SjCp  et  (.r,  y),  (oCi,  yj  les  coordonnées  de 
points  L,  L|.  La  similitude  des  triangles  donne  : 

mt  S/ 


S5' 


ce  qu'on  peut  écrire 


X  S8 

X|  Sfi 

en  divisant  membre  à  membre  ces  deux  dernières  relBiions 

p         Xi  S/         84/4 

on  a  -i-  .  — ^  =  -— -  :  -^-^. 

Pi  X  So  OiO 

Lorsqu'on  fait  tendre  a  vers  0,  les  points  m,  /,  f^  tenâeil 
aussi  vers  B,  et  les  rapports  du  second  membre  de  la  derniè/^ 
égalité  ont  i  pour  limite,  ce  qui  permet  dî'écrire  la  relâtioD 


lim  -J-—  =  lim  — , 


Pi 


X, 


(3) 


D'autre  part,  on  l'a  vu,  la  formule  (4)  peut  s'écrire 


I 


I    .  2 


r(o)  + 


X 


1.2.3 


■no)+ 


ac' 


/"(o) 


I  .  2  .  3  . . .  n 
1 


/""  (o)  + 


a?»»-< 


I  .  2.  3...(n-}-  I) 


2.3.4 


I  .  2 


?'(o)  + 


iC'. 


I  .  2.3 


+ 


x^^ 


r  (o)  + 


?»  + 


.Xj*»  -  ^ 


X, 


?"(o)  ... 


i.2.3...n  ^    ^^^   '    1  .2  .3  ...  (n+ ï) 
La  similitude  des  triangles  donne  encore 

JL  —  JL 


1.2.3.4 

9«  +  H6,.x,)     (7) 


$a 


—  m&  — 
,,,  ..  «        al     0./. 

on  en  déduit  -2-  =  -—  :       '  , 

y,  68       6,8  ' 

et,  par  suile,  — lim  -^  =  i. 

Or,  on  Ta  déjà  vu  (2),  des  équalions  (6)  et  (7)  on  lire,  en 
generdl,  lim  -—■  = 


lim 
d*oU  Ton  déduit 


œ*  1.2 

.Tj*  I    .  2 


lim  —  .  lim  — -  = 

y  a?i»         /   o) 


ou  encore,  puisque  lim  —  =  i, 


En  remplaçant  dans  (5)  lim par  sa  valeur,  il  vient 


X, 


Reprenons  la  formule  (4)  de  la  précédente  question 

dans  laquelle  p  (fig.  4)  représente  l'angle  de  la  normale  à  la 
courbe  fi',  en  m',  avec  Taxe  m'y,  et  observons  que  celte  for- 
mule est  applicable  aux  courbes  y,  yi  (fig-  i)y  à  la  condition 
toutefois  de  supposer^  nul.  Alors,  en  désignant  par  p  et  par  p^ 
les  rayons  de  courbure,  en  S,  des  courbes  y-  Yi?  nous  aurons 


I 


/'(o)=— , 

9 

f{o)  =  -f: 
pi 


d'où  l'on  déduit 


no).     Pi  _ 

et,  par  suite,  lim  —  =  it  F  —  • 


Pi  V  Pi 
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Telle  esl  la  formule  cherchée;  elle  luontrc  que  le  point: 
est  un  point  double  et  va  servir  à  la  conslruction  des  tan- 
gentes en  cepoinl.  Cel*e  formule  peut  s'écrire 

lim  JL  =±  JSL, 

Pi  ?i 

le    tracé   ne    saurait  maintenant  offrir   aucune    difficulté. 
Opérons  dans  le  plan  tangent  commun  P  ;    rien    ne   serah 
plus  simple  ensuite  que  de  projeter  sur  un  plan  quelconqnf 
la  figure  que  nous  allons  construire. 
Soient   SS,  S  fi   les    deux    génératrices    de     contact    qui 


Fig  3. 

se   croisent   au   point   double  o  (fig.  3).  Construisous  ^^ 
après    quoi,   par  un   point   a,  pris  arbitrairement  sur  SS, 
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menons  une  parallMc  à  la  trace  du  plan  de  la  courbe  y  sur 
celui  de  la  figure  et  portons  sur  celte  ligne,  de  part  et 
d'autre  de  à,  deux  longueurs  ab,  ac  égales  à  YJpï]  puis, 
par  by   c,  lirons  des  parallèles  è  SB. 

Opérons  de  môme  pour  l'autre  cône,  mais  en  remplaçant 
celle  fois  /ppT^  par  p^. 

Les  couples  de  parallèles  ainsi  tracées  forment  un  paral- 
lélogramme defg^  dont  les  diagonales  U,  Sx  sont  les  tan- 
gentes cherchées. 

Pour  exécuter  ce  tracé,  nous  avons  dû  recourir  aux  rayons 
de  courbure  de  deux  bases  placées  dans  des  plans  perpen- 
diculaires au  plan  tangent  commun  ;  le  théorème  qui  suit 
permet  de  le  rendre  indépendant  de  l'orientation  des  bases. 

Tbéorème  de  Meusnier.  (de  théorème,  que  nous  nous 
bornerons  à  considérer  dans  le  seul  cas  des  surfaces  co- 
niques«  est  encore  vrai  pour  une  surface  quelconque).  —  Dans 
toute  sur/ace  com'qrtee,  le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique 
est  la  projection  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui 
a  niéme  tangente. 


Fig.  4. 


Soient  (fig.  4)  :   Q  le  plan  de   la  base  ou  d'une  section 
oblique  de  la  surface  conique  ;  c  la  base  elle-même  ou  la 
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section  oblique  ;  S  le  sommet  de  la  surface  et  Sg  sa  géné- 
ratrice de  contact  avec  l'un  P  de  ses  plans  tangents. 

Les  plans  P,  Q  se  coupent  suivant  la  tangente  ab,  àb 
courbe  c,  au  point  a.  Par  ab  conduisons  un  plan  N  perpc»- 
diculaire  à  P  et  considérons  la  section  e^  avec  le  cône. 

Prenons  deux  points,  l'un  d  sur  la  courbe  c,  l'autre  e  m 
la  tangente  a&,  et  tous  deux  voisins  de  a  ;  tirons  la  géné- 
ratrice Sd  et  désignons  par  di  sa  rencontre  avec  c^  ;  traçons 
enfin  la  droite  qui  unit  S,  e^  ainsi  que  les  triangles  aed, 
ae{i|.  Nous  désignerons  encore  respectivement  par  (ii,  Oj^ 
(R,  Rj)  les  aires  de  ces  triangles  et  les  rayons  des  cercifis 
qui  leur  sont  circonscrits. 

On  aura  4OR  =  ne  .  ed  .  ai2, 

4Û1R1  =  ae  .  ed^  .  adj, 
en  divisant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  trouve 

Q        R     __  jd_^     ad_  ^ 

Ûi  '    Ri  cdi  "  adi  ' 

La  comparaison  des  pyramides  Sade,  Saedg  donne  à  son 
tour,  eu  appelant  h  et  A|  les  distances  du  point  S  aui 
plans  Q  et  N|  la  relation  •• 

Qh    __    Sa.Sd.Se 
UjAi         Sa .  S'd^  .  Se 

En  éliminant  — -  entre  cette  dernière  relation  et  (8),  on 
trouve 

Ri    "■   ed,    '    ad^    '    h^   '  Sd    ' 
mais,  d'autre  part,  on  a 

ad    sin  aSi 

Sd  sin  daS  ' 

Sdj  sin  d^aS 


adi  sin  aSd  ' 

en  combinant  les  trois  dernières  relations,  on  trouve 

R  ed         sin  d|aS         h 

Ri    ~"   edi    *     sin  daS    '    h^  ' 
mais,  en  appelant  ô  l'angle  des  plans  N,  Q,  on  peut  rem- 
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placer  -r—  par  cos  0  dans  la  dernière  relation,  ce  qui  donne 

R  ed      sin  d^aS 

^5"  =  "TT       •    j  c    •    cos  0. 
Ri  ecii      sin  aaS 

En  faisant  d'abord  tendre  le  point  e  vers  a,  le  rapport 


et/i 

.      j  od  ,         sin  adid        .    .,        ... 

tendra  vers  — ;-,  ou  vers  son  égal  — : —-  ;   si    1  on   fait 

ad^  ^      sin  addi 

ensuite  tendre  d  vers  a,  les  rayons  R,  R^  tendront  vers  les 
rayons  de  courbure  des  courbes  G,  G^,  que  nous  désigne- 
rions par  p  et  par  p^,  et  nous  aurons  finalement 

p  =  Pi  cos  6, 
ce  qui  justifie  le  théorème,  attendu  que   Tangle  des  plans 
Q,  N  est  égal  à  celui  des  normales  en  a  aux  courbes  consi- 
dérées. 

Théorème.  —  Les  tangentes  au  point  double  de  f  intersection 
de  deux  surfaces  coniques  forment  un  faisceau  kamumique  avec 
les  deux  génératrices  de  ces  surfaces  qui  se  croisent  en  ce  point  : 
les  couples  de  rayons  conjugués  sont^  dune  party  les  deux  tan-- 
gentes,  de  Vautre  les  deux  génératrices. 

Considérons  la  figure  3  et  le  faisceau  S.SS^/t.  Soit  m  la 
rencontre  des  droites  de,  BS|  ;  la  droite  de  prolongée  coupe 
à  l'infini  SS  ;  comme,  d'autre  part,  m  est  le  milieu  de  (ie ,  ou 
voit  que  les  rayons  du  faisceau  considéré  déterminent  sur 
une  divergente  des  points  de  section  qui  forment  une  divi- 
sion harmonique,  et,  par  conséquent,  que  ce  faisceau  est 
lui-même  harmonique.  Ge  théorème  est  évidemment  appli- 
cable aux  projections  des  rayons  du  faisceau,  et  sert, 
lorsqu'on  connaît  l'une  des  tangentes  au  point  double,  à 
trouver  l'autre  tangente  en  ce  point. 
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NOTE   SUR   UNE   xVPPLICàTION 

DU   CALCUL   DES    DÉTERMINANTS 

A  CERTAINES  QUESTIONS  DE  MAXIMA  ET  DE  MIMXA 

Par  M.  B.-«i.  B«fi««l. 

[SuUe  et  /lu,   voir   page  460.) 


La  méthode  peul  èlre  généralisée. 

Nous  ferons  observer  d'abord  que  Ton  a,  d'une  manière 
générale, 

(ff^t  +  (ï,«  +  . . .  +  (i,.«)(6,«  +  6,«  +  . . .  +  bu') 

—  (Oibt  -f  (i,&,  +  . . .  +  <»«**»)*  =  («i^i  —  a,6|)* 

En  effet,  tous  les  termes  du  second  membre  sont  diffé- 
rents les  uns  des  autres;  ils  se  trouvent  d'ailleurs  tous  dans 
le  premier  membre  effectué,  et  il  est  facile  de  voir  qu'il 
n'y  en  a  aucun  du  premier  membre  qui  manque  dans  le 
second.  Dans  lé  premier  membre,  le  produit 

(fli*  +  ^**  +  ...  +  an*)iW^  +  6,«  +  . . .  +  6««) 
contient  n*  termes;  le  carré  (a|6i  +  a^bi  +  •••   "h  ^nbn)* 

contient  n  carrés  et  (n  —  i)  +  0*  —  ^)  +  . . .  +  i  =  -^ 

doubles  produits,  de  sorte   que,  dans  le  premier  membre 

effectué,  il  reste  n'  —  n  =  n(n  —  i)  carrés,  et — 

2 

doubles  produits.  Deux  carrés  et  le  double  produit  corres- 
pondant forment  un  carré  parfait  (aibk  —  CkbiYj  i  et  k  rece- 
vant toutes  les  valeurs  différentes  de  i  à  f\{i  ^  /r);  il  y  a 
donc  autant  de  ces  carrés  parfaits  que  de  combinaisons  de 

n  lettres,  deux  à  deux,  c'est-ù-dire ^;  tous  les  ter- 

2 

mes  du  premier  membre  sont  donc  employés  pour  former 
le  second. 
—  Cela  posé,  soit  une  fonction  Y{x,  y,  iSf.    .  v)  de  n  —  i 
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variables  indépendantes  et  telle  qu'on  puisse  la.  mettre  sous 
la  forme  de  la  somme  de  n  carrés  de  n  fonctions  linéaires 
des  n  —  I  variables  x,  y,  55, . . .  <;,  comme  il  suit 
F{x,  y,  z,...  v)  =  (ox  +  6tf  +  C5f  +  . . .  -f-  Au  +  /)» 

+  (ax  +  b'y  +  c'jz  +  . ..  +  A'v  +  î)* 

+ 


Considérons  le  déterminant  formé  avec  les   coefficients 

des  n  fonctions  linéaires  qui  entrent  dans  la  composition  de 

F  (x,  y,  z,,..v). 

a    b    c     . . .     k    l 

a    b'  c'    ...     k'   V 


\  = 


(ln-\  On-  i  Cn-i  • .  •  kn-i  m-i 

et  supposons  ce  déterminani;  différent  de  zéro. 

Ordonnons-le  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne,  il  prendra  la  forme 

A  =  Làl  -|—  L  l    -|-   •     •     •    Lfi  —  i    In  —  i* 

L,  L',  .  .  .  Ln  _  i  étant  des  constantes,  le  minimum  de  F 
a  évidemment  lieu  pour  les  mêmes  valeurs  d8û?,  y,  s,  • ,  .  v 
que  le  minimum  de  Texpression 

(L«  -f  L'«+  . . .  +  L»n  -  0  F(a?,  y,  z,  .  .  .  v). 
Désignons  par  A,  A,  .  .  .  An  -  i  les  n  fonctions  linéaires 
005  +  6j/  +  C2  +  .  .  .  +  /,     a'cc  +  6't/  +  c'js  +  •  •  •  i' 

.  .  .'  ,  a»  -  icc  -f-  6rt  -  i2/  "4"  ^  -  1^  +  •  •  •  +  ^»  —  < 
on  a  identiquement,  en  vertu  de  l'observation  faite  plus  haut: 

(L»  +  L'» 4- .  .  .  +  L«n -,)(k'  +a:^+.  .  .  +  k\ _ ,) 

—  (AL  +  A'L'  4-  . . .  +  A„  _  1  Ln  -  i)«  =  (LA'  —  LA')« 
+  (LA"  —  AL")«  -f  . . .  +  (L„  _  a  An  -  1  —  An  -  3  Ln  -  0* 

La  quantité  AL  -j-  AL'  +  •  •  •  +  An  —  ^  Ln  -  i  est  précisé- 
ment le  déterminant  A  ;  car  si,  dans  ce  déterminant,  on 
multiplie  les  éléments  de  la  première  colonne  par  x,  ceux 
de  la  seconde  par  jy,  etc.,  enfin  ceux  de  la  (n  —  i)'^™  par  v, 
et  qu'on  ajoute  ces  éléments  ainsi  multipliés  aux  éléments 
correspondants  de  la  n'*°*®  colonne,  le  déterminant  nouveau 
est  égal  au  premier,  et  l'on  a  : 

JOURNAI.  DB  MATH.  1880.  96 


A  = 


a 


b' 
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c  • . .  aoî  +  61/  +  CJ5  -|-  ...   +  Kt?  -f-  ^ 
c'  . . .  a'x  +  ft  !/  +  c'^  +  •  •  •  +  ^^  +  ^ 


On  —  1    6fi  —  <   Cn  —  1     ...    On  —  1   X  -j-  ...    +    Kn  —  iV 

a         b         c      ...      EA 
a         6'        c      . . .      K'A' 


On  —  i    bn  —  i   Cn  —  1    •••    Kn  _  ^  An  —  \ 

Or,  en  donnant  ce  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  dernière  colonne»  on  a  précisément  : 

A  =:  AL  -[-  A'L'  +    ...    4"  -^w  - 1    Ln  -  i 

puisqu'il  ne  diffère  du  proposé  que  par  le  changement  en  A, 
A,   ...  An  ~  1   des  éléments  /,   l\ln-\  de  la  colonne  par 
rapport  à  laquelle  on  avait  primitivement  ordonné. 
On  a  donc  finalement  : 

(Lt  +  V  +  ...  l}n^,)F{x,y,z,  ...  V)  =  A» 
+  (LA  —  AL')»  +  (LA'  — .  AL')«  +  . . . 

+  (Ln  -  i  An  -  1  —  An  -  s  Ln  -  <)». 

«(n-.l_^     N 


Cette  expression  est  la  somme  de  ( 


carres 

dont  Tun  est  une  constante  ;  son  minimum  aura  donc  lieu 

quand  les  — ^  derniers  carrés  seront  nuls  (si  cela  est 

possible),  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  ie  x,  y,  z  . , .  v  satis- 
faisant aux  équations  LA'  —  AL'  =  o,  LA"  —  AL"  =  0,   ... 

Ln  —  2  An  —  i  An  —  2  Ln  —  1   =  O. 

Ces  équations  n'en  forment   réellement    que 

(n  —   i)  distinctes;   car  elles  ne  sont  autre   chose  que 

l'égalité  des  n  rapports  suivants  : 

A           A'    A"    __    An  —  i 

L            L             L  Lt4  —  ^ 
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On  pourra  donc  généralement  trouver  des  valeurs  de  x,  y^ 


%y  .,.  V  annulant  les 


n{n  —  i) 

2 


derniers  carrés,   et  pour 


ces  valeurs,  l'expression 

(L»  4    L'«  +  ...  Lj  -,  ^)¥{x,  y,z,  ...  v) 
atteint  son  minimum,  dont  la  valeur  est  A*.  Le  minimum 
de  F(a?,  y,  Hy  ...  v)  est  donc 


A« 


L»  +  L'«  +  . . .  +  LS  -  , 

—  Cette  formule  comprend,  comme  cas  particulier,  le 
minimum  d'une  fonction  générale  du  second  degré  an  —  i 
yariables.  Une  pareille  fonction  se  ramène,  en  effet,  géné- 
ralement à  la  somme  de  n  carrés  de  n  fonctions  linéaires, 
dont  la  première  renferme  les  n  —  i  variables,  la  deuxième 
n  —  2  de  ces  variables,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  der- 
nière  qui  est  une  constante. 

Or   si  l'on   a  :  F  =  (ox  +  6i/  +  w  +  ...  +  Ky  +  I)* 

Le  déterminant  A  sera  : 

afr  c  .. .  K  l 

o6'c'...K'  l 

ooc^..K^  r 


A  = 


=  db'c'  •  • .  En  -  slfi  - 


00  0  ...  Kn  —  8  /n  —  s 
00  0  ...  0  In  "  i 

Les  mineurs  L,  L',  L'  . . .  sont  tous  nuls  jusqu'à  Ln  -  i 
inclusivement,  car  ils  ont  tous  une  ligne  entièrement  formée 
d'éléments  nuls,  quant  à  Ln  .  i»  on  a  : 

abc  ...  K 

0  6'c'  ...  K' 

oo(f  ...  K" 


Ln  —  1  = 


La  formule 


0  0  0    ...   Kn  —  % 

A» 


=  ab'c'  • . .  Kn  —  i 


L«  +  L'«+  •..  +L\- 


se  réduit  donc  à 
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^'^ 'IV  V.  ^'"^  ^/  ^'"^  "  '   c'est-à-dire  à  i*„  -  ^.  Ce  résultai 

est  d'ailleurs  évident  àpriori;  car  les  (n —  i)  premiers  carrés 
peuvent,  en  général^  être  annulés  par  le  système  des  n  —  i 
valeurs  de  x^  yj  z,  . . .  v  qui  vérifient  les  n  —  i»  équations 
€ujc  -{-  by  -{-  cz  -{-...  -\-  Kv -{-  l  =  o,  b'y  '■{'  cz  -^  .. ,  +  Kv 
-{-  f  =  o,  ...  et  pour  ces  valeurs,  la  fonction  se  réduit  à 

En  appliquant  aux  fonctions  Aa*  +  2'Bxy  +  Cy*  +  ^^^ 
4.  2E1/  4-  F  et  Ax^  4-  Ay  +  A'jï*  4-  2Byz  +  2B'j5a:  -f-  2B'xy 
4-  2Ca;  -[-  ^G'y  +  2G''jï  -["  ^>  ^^  retrouve  les  résultats  connus. 


QUESTION    212 

liolntleM  par  M.  A.  Simon,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée 

de  Lyon. 


Soit  V  un  polynôme  entier  par  rapport  à  x  ;  Vj  sa  dérit>ée  :  on 
peut  toujours  trouver  un  polynôme  X^,  tel  que  X^V^  —  i  soit 
divisible  par  V  ;  soit  V,  le  quotient.  On  détermine  V,  à  Vaide 
de  V|  et  de  V,  comme  on  a  déterminé  V,  à  l'aide  de  V  et  deVi, 
etc..  La  suite  V,  V^,  V„  V,...  peut  remplacer  la  suite  de 
Sturm  41  V  =  o  n*a  pas  de  racines  égales.        (H.  Laurent.) 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposerons  que  Y  =  o  a 
toutes  ses  racines  inégales. 

Cherchons  le  p.  g.  c.  d.  entre  Y  et  Y^  ;  on  aura  la  série 
d'égalités  Y  =  Y^Q^  +  R^ 

Vi  =  R,Q.  +  R. 

Ri  =  R.Q,  +  R. 


Le  dernier  reste  obtenu  étant  une  constante  G. 

Or  de  ces  égalités  ou  tire 

Ri  =  V  -  Y,Q, 

R.  =  Y,(i+Q,Q,)-YQ. 


Tous  les  restes  seront  de  '  la  même  forme  et  Ton  aura 
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finalement  G  =  A,Vi  —  AV 

A  et  Al  élant  des  polynômes  entiers  en  x. 

On  lire  do  là        -A.  y  = -i^  V»  —  i, 

OU  bien  V,  V  =  X,Vi  —  i 

A  A 

en  posant  _  =  y^     ^  =  x,. 

Comme  le  polynôme  V,  est  entier  en  a?,  X^V^  —  i  est  di- 
visible par  V.  En  continuant  ainsi  on  aura  la  série  d'identités  : 

Wî  =  X,V,  —  I 
V,V,  =  X,V.  -  I 


Cela  posé,  considérons  la  suite 

V,  Vj,   Yj,    Yj   .    .    .  Yjfe  .    .    .    yp  \ 

je  dis  que  cette  suite  peut  remplacer  la  suite  de  Sturm. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  qu'elle  possède 
les  mêmes  propriétés  que  celle-ci. 

1*  La  dernière  fonction  Yp  est  constante^  puisque  les  degrés 
des  fonctions  vont  en  diminuant  chaque  fois  d'au  moins  une 
unité  et  que  V  =  o  et  V^  =  o  n'ont  pas  de  racines  com- 
munes. 

2®  Deux  fonctiom  intermédiaires  consécutives  ne  peuvent  pas 
s'annuler  pour  la  même  valeur  dex;  si  en  effet,  pour  une  cer- 
taine valeur  de  a;  on  a  V*  =  o,  on  a  Yh  -  iYk  -^  i  =  —  i ,  ce 
qui  exige  V*  _  i^  o    V*  +  i  ^  o. 

3®  Quand  une  fonction  intermédiaire  s'annule  pour  une  cer-- 

laine  valeur  de  x,  pour  cette  même  valeur  de  x  celle  qui  la  pré-- 

cède  et  celle  qui  la  suit  sont  de  signes  contraires.  En  effets  si 

Va  =  G  on  a  Yk-iYk^i  =  —  i . 

V 
4**  Le  quotient  -—  passe  du  négatif  au  positif  au  moment  oii 

X  atteint  et  dépasse  une  racine  de  réquation  V  =  o  ;  V^  est  en 
effet  la  dérivée  de  V, 
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QUESTION  235 

Solution  par  M.  Tlnler^  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Rooeiu 


Connaissant  un  foyer  dune  ellipsCy  Vexcentrtcité  et  un  points 
trouver  l'enveloppe  des  directrices. 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  la  droite  FX  passant 

par  le  foyer  F  et  le  point  donné  A, 
et  sa  perpendiculaire  en  F,  FY. 

Soit  a  l'angle  variable  que  fait  avec 
FX  Taxe  de  l'ellipse  ;  l'équation 
polaire  de  l'ellipse  rapportée  au 
foyer    et    à    cet   axe  FX'    serait  p 

(û)'  désignant  Fam- 


I  —  e  cos  <o 
plitude    MFX'    dun  point    M  de  la 

courbe) .  Si  co  représente  l'amplitude  relative  à  l'axe  OX,  on 

a  0)'  =  0)  —  a,  donc  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  OX 


est 


I.  — ^  6  cos  (o)  —  a) 
Soit  a  l'abscisse  du  point  A;  pour  w  =  o,  on  a  p  =  a,  ce 

qui  détermine  p        p  =  a{î  —  e  cos  a). 

Ceci  posé,  la  directrice  correspondant  au  foyer  F    a  pour 

équation  p  = r 

^  e  cos  (w  —  a) 

ou,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur  trouvée  précédemment  et 
repassant  aux  coordonnées  cartésiennes, 

e{x  cos  a  +  y  sin  a)  -|-  «  (i  —  e  cos  a)  =  o 

ou  {x  —  a)  cos  a  -|-  y  sin  a  -| =  o.       (1) 

L'équation  dérivée  de  cette  équation  sera 

—  (ce  —  o)  sin  a  4-  y  cos  a  =  o 

-^^^  =  -^-       (2) 
cos  a  sin  a 

Si  nous  éliminons  a  entre  (1)  et  (3)  nous  aurons  l'équation 
du  lieu  demandé.  Pour  cela,  remarquons  que  l'équation  (i) 
peut  s'écrire 

[(x  —  à)  cos  a  +  !/  sin  a]*  =  — j-  (cos*  a  -)-  sin*  a). 
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Si  dans  cette  équation,  homogène  en  cos  a  et  sin  a,  on 
remplace  ces  deux  quantités  par  x  —  o  et  t/  qui  leur  sont 
proportionnelles,  on  a  pour  équation  du  lieu 

[{X  -  a)^  +  y^y  =^[(^-  ay  +  y'] 

et  en  supprimant  la  solution  (x  —  a)'  +  !/'  =  ^  qui  donne 
le  point  A,  on  trouve  le  cercle 

(a._a)«  +  y«  =  ^; 

il  a  pour  axe  Taxe  OX,  ce  qui  était  évident  par  raison  de 
symétrie,  et  pour  centre  le  point  A.  D'ailleurs,  il  coupe  OX 

aux  points  x=z  azh  — ,  ce  qui  achève  de  le  déterminer. 

Remarque,  —  Dans  ce  qui  précède,  aucune  hypothèse  n'a 
été  faite  sur  la  valeur  de  l'excentricité  donnée  e,  donc  il 
n'est  pas  nécessaire  que  la  conique  considérée  soit  une 
ellipse. 

NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

M.  Tissier  a  joint  à  la  solution  de  la  question  23S  une 

note  sur  une  propriété  très  connue 
des  coniques.  Sa  démonstration  étant 
originale,  il  nous  a  paru  utile  pour 
nos  lecteurs  de  la  donner  è  la  suite 
de  celle  question.  Cette  propriété  est 
la  suivante  : 

Venveloppe  de  la  corde  d'une  conique 
vue  du  foyer  sous  un  angle  constant  est 

une  autre  conique  ayant  même  foyer  et  même  directrice  que  la 

conique  donnée. 

Soit  p  = l'équation  de  la   conique  rap- 

^  I  —  e  cos  (I) 

portée  à  son  foyer  comme  pôle  et  à  son  axe  focal  comme 
axe  polaire.  Soit  u  l'angle  donné,  a  l'amplitude  de  l'extrémité 
M  de  la  corde  MN  et  par  suite  a  —  u  celle  de  l'extrémité  N. 
Formons  l'équation  de  la  corde  MN. 

c 

Soit     û  = : — =; — : cette  équation. 

^        A  cos  (0  +  B  sin  0) 

En  exprimant  qu'elle  donne  le  même  p  que  l'équation  de 


=  o. 
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la  conique  pour  w  =  a  et  w  =  a  —  w,  on  a  les  deux  rela- 
tions       Ap  cos  a  -f-  Bp  sin  a  =  C(r  —  e  cos  a) 
A;)  cos  (a  —  ti)  4-  ^P  siii  (x  —  w)  =  C[i  — «  cos(a  —  u)] 
Si  nous  y  joignons  Téquation  précédente 

Ap  cos  0)  +  Rp  sin  ù>  =  C. 
Nous  aurons  en  éliminant  A,  B,  G  entre  ces  trois  équa- 
tions l'équation  cartésienne  de  la  corde  MN 
X  y  I 

p  cos  a  p  sin  a  I  —  e  cos  a 

p  cos  (a  —  u)    p  sin  (a  —  u)     i  —  e  cos  (a  —  u) 
Si  on  multiplie  les  éléments  de  la  dernière  colonne  par  p, 
qu'on  ajoute  à  ceux  de  la  première  multipliés  par  e,  ce  dé- 
terminant se  simplifie  et  l'équation  devient 

X  y  p  '\-  ex 

cos  a  sin  a  i 

cos  (a  —  u)         sin  (a  —  ii)  i 

ou  en  développant 

ir[sin  a  —  sin  (a  —  u)]  -j-  yc[os  (a  —  u)  —  ces  a] 
+  (p  +  ex)[sin  (a  —  u)  cos  a  —  sin  a  cos  (a  —  ti)]  =  o 

(,"-TJ+   2t/  sin  .- sin  (^a  -  — j 


=  o. 


ou  ix  sin  —  cos 

2 


u  u 

—  2(p  +  ejc)  sin  —  cos  — 

2  2 


=  o. 


En  posant  a =  cp  et  supprimant  les  facteurs  com- 
muns, on  a  pour  équation  de  la  corde  MN 

u 

X  cos  <?  +  j/  sin  (p  —  (p  +  eo;)  cos  —  =  o.      (1) 

dont  la  dérivée  par  rapport  à  <p  est 

X  \i 

—  x  sin  9  +  V  cos  ©  =  o,  ou ==  — ^ — .  (2) 

^  cos  ©  sin  o 

Eliminons  9  entre  (1)  et  (2).  Pour  cela  écrivons  (1)  sous  la 

forme 

u 

(x  cos  <p  +  y  sin  9)'  =  (p  +  ^^)*  cos* —  (cos*  9  +  sin'  9) 

2 

et  remplaçons  sin  9  et  cos  9  respectivement  par  les  quantités 

J/  et  a;  qui  leur  sont  proportionnelles,  on  a  en  supprimant  la 

solution  û5'  +  y*  =  o,  l'équation 
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(x^  +  !/*)  =  (p  +  exy  cos»  -^. 

équation  d'une  conique  ayant  pour  foyer  Torigine  des  coor- 
données, c'est-à-dire  le  foyer  de  la  conique  proposée  et  pour 
directrice  la  droite  p  -}-  ex  =  o  qui  est  précisément  la  direc- 
trice de  la  conique  donnée. 


QUESTION  243 

Solution  par  M.  Comandré,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Saint- 
Louis,  classe  do  M.  Piéron. 


On  donne  une  parabole  y*  =  2px,  rapportée  aux  axes  ordi-- 
naires:  autour  de  l'origine  on  fait  tourner  deux  droites  rec- 
tangulaireSy  rencontrant  la  parabole  aux  points  A  et  B,  et  l'on 
construit  une  hyperbole  H  ayant  pour  asymptotes  OA  et  OB  et 
passant  par  un  point  K  situé  sur  la  bissectrice  des  axes.  Trouver  : 
4^  le  lieu  des  pôles  de  AB  par  rapport  à  H  ;  i«  le  lieu  S  des 
points  de  rencontre  de  AB  avec  H.  On  cherchera  les  points  de  S 
qui  se  trouvent  sur  les  droites  x  =  2ip  et  y  =  x.  On  discutera 
les  différentes  formes  de  la  courbe  suivant  la  position  de  K  sur 
la  droite  y  =■  x. 

L'équation  de  la  parabole   est 

j/«  ==  2px.  (1) 

Un  système  de  deux  droites   rectangulaires  passant  par 
Forigine  est  ce*  -f-  2Xxy  —  y»  =  o;  (2) 

retranchant  (1)  de  (2),  on  a 

X  =  o 
X  +  2Xt/  —  2p  =  o, 
La  dernière  équation  représente  la  droite  AB  ;  elle  passe 
par  le  point  fixe  y  =  2p.  (Th.  de  Fraigier.) 

Soit  K  {x  =  a,  y  =z  a)  le   point  fixe,    alors  l'hyperbole 
sera  f\x,  y)  =  x*  -\-  2'kooy  —  J/'  —  2Xa*  =  o. 

1^®  Partie.  —  Soit  (a,â)  le  pôle  de  AB,  on  aura 

I     aX    __  —  2p 

I         aX        p 

a  +  Xô    "~    1%—  p    ""  1^' 


c'est-à-dire 
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Éliminant  X  entre  ces  relations,  on  aura  le  lieu 

a*  — pP 


2X*a*  =  pXa  —  pp  ; 


donc 


p*a*a' 


p«a« 


—  PP 


ou 
d'où 


(a«  --  p^)«         a*  —  pP 

^,  ^     !/(py  —  g')' 

MPJ/  +  a') 
courbe  du  3^  degré. 


Figure  //y 


Discussion.  —  Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
oy,  elle  passe  à  Torigine  où  elle  a  pour  tangente  Taxe  ox. 

a* 
Pour  que  x  soit  réel,  il  faut  que  y  varie  entre et  o. 

a' 
Le  point  x  =  o,  y  = est  un  point  double  isolé  de  la 

a* 
courbe;  pour  y  = ,  x  est  infini  et  pour  y  =  o,  x  =  o. 

Donc  on  a  la  courbe  fig.  4. 

2®  Partie.  —  Pour  avoir  les  points  d'intersection  de  la 
droite  AB  avec  l'hyperbole  H,  il  suffit  d'éliminer  X  entre  les 
équations 

(H)  05*  +  2lxy  —  1/*  —  2Xa'  =  o, 

(AB)  a?  +  2X1/  —  2p  =  o. 


On  a 


2X=^^-^ 
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Donc         rc*  —  }/•  -| (xy  —  a*)  =  o 

y 

y(x^  —  î/*)  +  (2p  —  a;)(irt/  —  o«)  =  o 
2pa'  +  y» 

a'  +  ^Py 
équation  du  3*  degré. 

a* 
Discussion.  —  La  droite  y  = est  une  asymptote  de 

la  courbe,  x  s'annule  pour  la  valeur  unique 

y  =  —  y2pa*. 
La  courbe  a  donc  deux  branches  paraboliques  asymptotes 

à  la  parabole      x  =  -^ i.  -4-  -- — ; 

.  2p  4P     '     6p 

on-  l'obtient  en  effectuant  la  division  du  numérateur  de  ce 
par  le  dénominateur  et  supprimant  les  termes  en  — . 

La   droite  of)  =  2p  rencontre  la  courbe   en   trois   points 

dont  les  coordonnées  sont 

X  =  2p  ^ 

j/  =  —  2p    y  =  o    y  =  -}-  2p 
Les  deux  points  as  =  2p,  y  =  i  2p  sont  les  points  d'in- 
tersection delà  courbe  avec  la  parabole  donnée. 
Si  on  coupe  par  y  =  x^  on  a 

=  2p  iy  z=±a 

X  =  2p  I  oî  =  i  a 

1®  Supposons  a  >  2p,  alors  on  a 

a'  >  4P* 
i6p*  <  a* 


8p2 
—  2pa*  >  — 


a« 


8P 
d'où  enfin  —  y  2pa*  >  — 


a* 


^P 

donc  ou   aura  —  w  2pa*  <  —  2p  cos  a  >  2p 


y 

00 

2p 

—  Y  2pa» 

—  2p                     0           2p  +  *^ 

X 

+  00 

+  00 

00 

o 

+  2p  max  +  2p  min  2p-|-  oo 
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Il  y  a  un  maximum  pour  x  entre  les  deux  valeurs  de  i/, 
—  2p  et  o  et  un  minimum  de  x  entre  o  et  2/).  La  courbe 
passant  par  le  point  K  et  par  son  symétrique  par  rapport  à 


l'origine,  K',  on    a  la  forme  donnée  f/îj.  f)  oV  =  2p  =  PM 
=  PM',  oQ  =   —  'Y-pa*  ,   oK  =  a,  oK'  =  a,  qR  =  —  -^ 
2<*  Supposons  a  <  2p,  on  a  alors 
—  Y  2p  a*   >  —  2p 


2p 


a' 


Donc 


—  »/2pa*    < . 

'  2p 


>  —  2p 

2p 


y 

—  00    —  2p  —  'l'  2p  a* ; 0       2/>  + 

X 

_ao+2p—         0             '^      -j-2p  2P+  OC 

Donc  on  aura  la  forme  fig,  2  bis. 

S^  a  =  2p,  C'est  le  cas  de  transition  entre  les  deux  formes 
précédentes.  Dans  ce  cas,  la  courbe  se  décompose  entre  une 
conique  et  une  droite. 

y'  f  8p» 


X  = 


ou  bien 


2p  {y  +  2p) 

y  4-  2p  =  o 
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(?/  —  ap)' 
x  = , 

c'est-à-dire  (y  —  2p)'  —  2px  =  o. 

Ce  qui  est  la  parabole  donnée  que  Ton  aurait  déplacée 


dans  le  plan  parallèlement  à  oy  d'une  longueur  égale  à  2p. 
On  a  alors  la  fg.  S. 


R^me  (5) 


Il  est  à  remarquer  que  dans  ce  cas  la  courbe  ne  passe  pas 
parle  point  K:  car  pour  y  =:jc  on  a  pour  points  d'intersection 
avec  la  parabole      1/*  —  6py  -j-  4p*  =  o. 

Nota  :  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Coignard,  au  lycée  Saint-Louis; 
Lestoquoy,  à  Saint-Quentin  ;  Hugot,  à  Lyon  ;  Leffuber,  à  Rennes  ;  et  en  partie 
smlemcntf  M.  Escabeyrous,  étudiant  en  mathématiques. 
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ECOLE  CENTRALE 


SECONDE  SESSION  DE  1880 

Géométrie    a]ial3rtiq[ae. 

Écrire  l'équation  générale  des  paraboles  passant  par  deux  points  donnés  A 
et  B,  et  dont  les  diamètres  ont  une  direction  donnée. 

—  Donner  l'expression  des  coordonnées  du  sommet  et  du  foyer  de  chacune  de 
ces  paraboles. 

—  On  mène  à  chaque  parabole  une  tangente  perpendiculaire  à  la  droite  AB  ; 
trouver  le  lieu  des  points  de  contact,  et  construire  ce  lieu. 

Géométria    descriptive. 

Par  un  point  («»,  m')  situé  dans  le  premier  dièdre,  à  loo  millimètres  de 
chacun  des  plans  de  projection,  et  au  milieu  de  la  feuille,  on  conduit  une  paral- 
lèle à  la  ligne  de  terre  et  une  verticale. 

La  parallèle  à  la  ligne  de  terre  est  l'axe  d'un  tore  dont  le  cercle  méridien, 
tangent  à  cet  axe  en  (cd,  co'),  a  45  millimètres  de  rayon. 

La  verticale  est  l'axe  d'un  autre  tore  concentrique  au  premier,  dont  le  rayon 
du  cercle  méridien,  égal  à  celui  de  son  collier,  vaut  3o  millimètres. 

On  demande  de  construire  les  deux  projections  de  l'intervention  des  surfaces 
ainsi  définie. 

Dans  la  mise  à  l'encre  on  représentera  le  corps  constitué  par  l'ensemble  des 
deux  tores,  et  on  indiquera  les~  constructions  employées  pour  déterminer  un 
point  quelconque  de  l'intersection,  avec  la  tangente  en  ce  point. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Uathématiques  élémentaires. 

276.  —  Par  un  des  sommets  d'un  triangle  quelconque, 
mener  une  droite  telle  que  la  somme  des  projections  des 
côtés  du  triangle  aboutissant  à  ce  sommet,  sur  cette  droite, 
soit  égale  à  une  quantité  donnée. 

277.  —  Deux  circonférences  roulent  sur  une  ligne  droite 
AB;  une  troisième  circonférence  de  môme  rayon  que  les 
deux  autres  leur  est  constamment  tangente;  pour  quelle 
position  des  trois  circonférences  Taire  du  pentagone  ayant 
pour  sommets  les  trois  centres  et  les  deux  points  de  contact 
sera-t-elle  maxima? 
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278.  —  Soient  ABC,  a^y  deux  triangles  homothétiques  dont 
le  centre  d'homothétie  est  l'un  quelconque  des  centres  des 
cercles  inscrits  ou  ex-inscrits  au  triangle  ABC;  soient  aD, 
pE,  yF  des  perpendiculaires  respectives  à  Aa,  Bp,  Gy.  Démon- 
trer que  les  points  de  concours  des  droites  AB  et  yF,  GA  et 
pE,  GB  et  aD  sont  en  ligne  droite. 

279.  —  On  donne  un  demi-cercle  AGB  et  une  tangente  AD 
à  l'extrémité  A  du  diamètre  AB.  On  propose  de  mener  par 
l'extrémité  B  une  droite  BCD,  qui  coupe  la  circonférence 
en  G  et  la  tangente  en  D,  de  telle  sorte  que,  si  l'on  fait 
tourner  la  figure  autour  de  AB,  la  surface  du  cercle  engendré 
par  AD  soit  égale  à  la  zone  engendrée  par  l'arc  BG. 

280.  —  On  joint  un  point  quelconque  de  l'axe  radical  de 
deux  cercles  aux  points  de  contact  d'une  tangente  commune; 
des  points  d'intersection  de  ces  lignes  prolongées  avec  une 
droite  quelconque  partant  du  centre  de  similitude,  on  mène 
des  tangentes  en  A  et  B  aux  cercles;  on  demande  :  1^  de 
trouver  le  lieu  de  leur  point  de  concours  M;  2®  de  prouver 
que  la  droite,  AB  passe  par  un  point  fixe. 

281.  —  Résoudre  le  système  d'équation 


ax — &2/«-i        by — ax — i        ax — &j/— i 

bx  ^  ay  =  w. 

Matlvôinatiques  spéciales. 

I.  —  Résoudre  un  triangle  dont  on  donne  un  élément 
linéaire  (côté,  bissectrice,  etc.),  sachant  en  outre  : 

1®  Que  le  rapport  du  carré  de  chacune  des  hauteurs  au 
rectangle  des  segments  qu'elle  détermine  sur  la  base  cor- 
respondante est  exprimé  par  un  nombre  entier; 

2**  Que  le  produit  des  trois  hauteurs  est  un  multiple  du 
produit  de  trois  segments  non  consécutifs  déterminés  par 
ces  hauteurs  sur  les  côtés  opposés.  (Geoffroy.) 

283.  — Étant  donnés  une  parabole  P  et  deux  points  A  et  B 
de  cette  courbe  situés  sur  une  même  corde  principale  (c'est- 
à-dire  sur  une  môme  perpendiculaire  à  l'axe),  on  fait  passer 
par  les  deux  points  A  et  B  une  hyperbole  équilatère  de  forme 
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constante,  c'est-à-dire  dont  l'axe  est  invariable  en  grandeur. 
On  demande  de  trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  communes  à  la  parabole  fixe  et  à  l'hyperbole 
variable,  lorsque  celle-ci  change  de  position  en  passant  tou- 
jours par  les  points  fixes  A  et  B. 


AVIS 


La  rédaction  n'a  pas  reçu  de  solution  des  questions  suivantes  : 

132,  186,  218,  227,  228,  234,  235,  236,  246,  247,  254,  255,  256,  257,  262,  263. 
264,  265,  266,  267,  269. 

Toutes  les  autres  questions  ont  paru,  ou  paraîtront  prochainement. 

Quelques  solutions  sont  parvenues  sans  nom,  et  ont  dû  par  suite  être 
écartées  sans  examen. 

Nous  rappelons  aux  lecteurs  que  toute  solution  doit  remplir  les  conditions 
suivantes  : 

1*  Chaque  question  doit  être  mise  à  part,  avec  son  numéro  bien  en  évi- 
dence, et  Vénoncé  complet, 

2*  Les  figures  doivent  être  faites  à  \thvi  et  rattachées  à  la  question  eor- 
respondante;  elles  doivent  être  faites  avec  soin. 

3*  Chaque  question  doit  porter  en  tète  le  nom  de  celui  qui  Ta  résolue  et 
le  nom  de  rétablissement  auquel  il  appartient. 

4*  Nous  engageons  fortement  les  élèves  à  écrire  très  nettement,  surtout  le^ 
calculs  algébriques,  et  à  éviter  toute  abréviation  non  admise  d'une  manière 
absolument  générale. 


ERRATA 


N*  11,  page  510,  ligne  il  :  au  lieu  de   A,  A',  A',  B,  B',  B",   lire  :  A,  A',  A', 
BB'B*. 
Lignes  12  et  13:    au  lieu  de  aa'a\  bh'b",    lire  :    a,  o',  o',  6,  &',  b\ 
Ligne  15  :    au  lieu  de  :    d  ^la—  XX)\,    lire  :  a=[a  —  >A)A. 

AX  -  B'  =  (a  -  ;  A)A. 
Partout  a  au  lieu  de  d. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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